Лекция 4 

§ 3. Изоморфизм линейных пространств
Определение 7.8. Два комплексных (вещественных) линейных пространства V и 
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 называются изоморфными, если между их элементами можно установить такое взаимно однозначное соответствие, при котором сумме векторов пространства V будет отвечать сумма соответствующих векторов пространства 
[image: image2.wmf]/

,
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 а произведению какого – либо числа 
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CR

lÎlÎ

 на вектор пространства V будет отвечать произведение того же числа на соответствующий вектор пространства 
[image: image4.wmf]/

.
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Взаимно – однозначное соответствие, обладающее указанными свойствами, называется изоморфным или изоморфизмом.


Изоморфные отображения обладают следующими свойствами:


Свойство 7.9. При изоморфном соответствии нулевой вектор переходит в нулевой.


Свойство 7.10. При изоморфизме линейно независимые векторы переходят в линейно независимые.


Доказательство. Свойство 7.9. Пусть при изоморфном отображении пространства V на пространство 
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 элемент 
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 переходит в 
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. Тогда согласно определению изоморфизма произведение 
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 должно переходить в произведение 
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, т.е. нулевой вектор первого пространства должен переходить в нулевой вектор второго.


Свойство 7.10. Пусть линейно независимые векторы 
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, 
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 пространства V переходят в векторы 
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 пространства 
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Допустим, что между последними векторами существует соотношение 
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. Согласно определению изоморфизма левой части этого равенства соответствует в пространстве V вектор 
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 – согласно свойству 7.9 в пространстве V – нулевой вектор 
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. Следовательно,
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Так как векторы 
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 линейно независимы, то 
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, т.е. векторы 
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 линейно независимы.


Имеет место следующий критерий изоморфности линейных пространств конечной размерности.


Теорема 7.4. Для того чтобы два линейных пространства V и 
[image: image23.wmf]/
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 конечной размерности были изоморфны, необходимо и достаточно, чтобы они имели одинаковую размерность.


Доказательство. Необходимость. Пусть пространства V и 
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 изоморфны. Предположим, что размерность пространства V равна n. Выберем в пространстве V базис 
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. Соответствующие им в пространстве 
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 элементы 
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, в силу свойства 7.10, изоморфных отображений линейны независимы. Выберем в пространстве 
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 произвольный элемент 
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 и рассмотрим отвечающий ему в пространстве V вектор x. Так как 
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 – базис, то вектор 
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 можно представить в виде:
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По определению изоморфного отображения сумма 
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 перейдет в сумму 
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. Следовательно, вектор 
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 должен совпадать с суммой 
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Так как векторы 
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 линейно независимы и для любого 
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 справедливо представление (7.6), то они образуют базис. Из теоремы 7.3 следует 
[image: image40.wmf]/

dim

Vn

=

. Таким образом


[image: image41.wmf]/

dimdim

VV

=

.


Достаточность. Выберем в пространствах V и 
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 базисы 
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 соответственно. Поставим в соответствие друг другу такие векторы 
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 и 
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, которые имеют относительно выбранных базисов одинаковые координаты, т.е.
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Из единственности разложения по базису следует, что установ​ленное соответствие взаимно – однозначное. Из теоремы 7.2 получим, что 
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.
Следовательно, пространства V и 
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 изоморфны. #

§ 4. Линейные подпространства
Определение 7.9. Множество L элементов линейного пространства V называется линейным подпространством пространства V, если выполняется следующее условие: для любых чисел 
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 и любых элементов x и y из L элемент 
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 также принадлежит L.


Следствие 7.2. Множество 
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, удовлетворяющее предыдущему определению, само является линейным пространством.


Доказательство. Из определения непосредственно следует, что если вектор 
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, то L содержит и вектор 
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. Следовательно, множество L содержит нулевой элемент пространства V и вместе со всяким своим элементом x содержит противоположный ему вектор 
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. Далее, что касается остальных аксиом линейного пространства, то они выполняются во всем пространстве 
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, а поэтому будут выполняться и во множестве L. #


Утверждение 7.4. 1. Если 
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 – подпространство пространства V, то 
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2. Если подпространство L не совпадает со всем пространством 
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, то 
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Доказательство. 1. Следует из того, что любая линейно независимая система элементов из L является линейно независимой системой элементов всего пространства V.


2. Предположим противное, т.е. 
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. Тогда, если элементы 
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 являются базисом подпространства L, то эти же элементы образуют базис и всего пространства V, и, следовательно, по определению базиса любой элемент 
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Î

 есть линейная комбинация базисных элементов из L. Отсюда следует, что 
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. Так как L подпространство V, то 
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. Из последних двух соотношений имеем 
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, что противоречит условию. Полученное противоречие доказывает утверждение. #

Следствие 7.3. Если подпространство L конечномерного линейного пространства V имеет ту же размерность, что и V, то оно совпадает со всем V.

1. Примеры подпространств

Пример 7.17. В 
[image: image69.wmf]3
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 – линейном пространстве свободных векторов множество всех векторов, параллельных некоторой фиксированной плоскости, образуют линейное подпространство.

Пример 7.18. В 
[image: image70.wmf]3
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 множество всех векторов, параллельных некоторой фиксированной прямой, образуют линейное подпространство.

Пример 7.19. В произвольном линейном пространстве V подмножество, состоящее из одного нулевого элемента 
[image: image71.wmf]q

, образует линейное подпространство, которое принято называть нулевым. Очевидно, что само пространство V также можно рассматривать как подпространство. Оба эти подпространства называются несобственными или тривиальными.

Пример 7.20. В пространстве 
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 всех непрерывных функций, заданных на отрезке 
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, совокупность многочленов 
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 степени, не превышающей натурального числа n, является подпространством.

Пример 7.21. В пространстве 
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 – упорядоченных совокупностей n чисел множество решений однородной системы 
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 образуют линейное подпространство.
2. Линейные оболочки

Определение 7.10. Пусть 
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 – совокупность элементов линейного пространства V. Множество всевозможных линейных комбинаций вида 
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[image: image79.wmf]12
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 – произвольные числа) называется линейной оболочкой данной системы элементов и обозначается символом 
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Утверждение 7.5. Линейная оболочка любой системы векторов 
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 является линейный подпространством пространства V.

Доказательство. Пусть x и y – произвольные элементы из линейной оболочки 
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, т.е. их можно представить в виде 
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Кроме того, для любого числа 
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Теорема 7.5. Размерность линейной оболочки 
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 равна максимальному числу линейно независимых элементов в системе 
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Доказательство. Пусть максимальное число линейно независимых элементов в системе 
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 пред​ставляет собой некоторую линейную комбинацию элементов 
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 – максимальная линейно независимая система). Так как любой элемент h линейной оболочки 
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 по определению представляет собой некоторую линейную комбинацию элементов 
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 указанный элемент h является линейной комбинацией одних только элементов 
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 и справедливость теоремы следует из теоремы 7.3 о связи между понятиями базиса и размерности линейного пространства. #

Теорема 7.6 (о неполном базисе). Пусть система 
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 n-мерного линейного пространства V линейно независима. Тогда существуют элементы 
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 пространства V, такие, что система элементов 
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Доказательство. При 
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 утверждение теоремы очевидно. Пусть 
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 пространства 
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 линейно независимы. Продолжая процесс через 
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 образуют базис всего пространства V. #

§ 5. Прямая сумма подпространств

Определение 7.11. Пусть в линейном пространстве V заданы два подпространства 
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Из определения 7.11 следует, что 
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утверждение 7.6. Пересечение 
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Теорема 7.7. Если 
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, иначе, размерность суммы двух линейных подпространств пространства V равна сумме размерностей этих подпространств минус размерность их пересечения.


Доказательство. В подпространстве 
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с одной стороны, и до базиса 
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с другой. Покажем, что элементы 
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линейно независимы. Тогда согласно определению они образуют базис подпространства 
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 и значит 
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 линейно выражается через элементы (7.7),а 
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 – через элементы (7.8). Но тогда элемент x линейно выражается через элементы (7.9).
Предположим, что некоторая линейная комбинация элементов (7.9) представляет собой нулевой элемент, т.е. справедливо равенство:
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Тогда элемент 
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[image: image171.wmf]0

U

. Но в таком случае он должен линейно выражаться через базисные элементы 
[image: image172.wmf]12
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 подпространства 
[image: image173.wmf]0
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. Пусть 
[image: image174.wmf]11
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Отсюда в силу единственности разложения элемента c по базису пространства 
[image: image175.wmf]1

U

, имеем
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Из равенства (7.10) тогда следует, что


[image: image179.wmf]112211
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В силу линейно независимости элементов 
[image: image180.wmf]11
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[image: image181.wmf]121
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Таким образом, элементы 
[image: image182.wmf]111
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 образуют базис подпространства 
[image: image183.wmf]12
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 и значит, его размерность равна числу этих элементов, т.е. 
[image: image184.wmf]12
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Но 
[image: image185.wmf]1
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, 
[image: image186.wmf]2
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 (следует из (7.7) и (7.8)). Поэтому справедливость теоремы следует из условия 
[image: image187.wmf]12

dim()

UUk

Ç=

. #


Определение 7.12. Сумма 
[image: image188.wmf]12
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 подпространств 
[image: image189.wmf]1

U

 и 
[image: image190.wmf]2

U

 пространства V называется прямой суммой этих подпространств, если любой элемент 
[image: image191.wmf]12
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 может быть единственным способом представлен в виде суммы 
[image: image192.wmf]12
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 элемента 
[image: image193.wmf]11
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 и элемента 
[image: image194.wmf]22
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Тот факт, что U является прямой суммой подпространств 
[image: image195.wmf]1

U

 и 
[image: image196.wmf]2

U

 символически записывают так: 
[image: image197.wmf]12
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.


Замечание 7.5. Очевидно, что требование однозначной разложимости любого элемента суммы можно в определении прямой суммы заменить более слабым требованием однозначной разложимости только нулевого элемента: если нулевой элемент суммы 
[image: image198.wmf]12
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, т.е. если 
[image: image199.wmf]12
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[image: image200.wmf]1122
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 следует, что 
[image: image201.wmf]12
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==q

, то сумма 
[image: image202.wmf]12
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 является прямой.


Теорема 7.8. Для того, чтобы сумма двух подпространств линейного пространства V была прямой, необходимо и достаточно, чтобы пересечение этих подпространств было нулевым.


Доказательство. Действительно, если пересечение двух подпространств 
[image: image203.wmf]1

U

 и 
[image: image204.wmf]2

U

 содержит ненулевой вектор b, то для ( можно написать разложение 
[image: image205.wmf]()
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, где 
[image: image206.wmf]12
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 и, следовательно, сумма 
[image: image207.wmf]12
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 прямой не будет. Обратно, если сумма 
[image: image208.wmf]12
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 не прямая, то для нулевого вектора существует разложение 
[image: image209.wmf]xy
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,
[image: image210.wmf]12
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. Так как 
[image: image211.wmf]xy
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, то 
[image: image212.wmf]y

 входит и в подпространство 
[image: image213.wmf]1
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. Следовательно, в этом случае пересечение 
[image: image214.wmf]12
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 содержит ненулевой вектор, что и требовалось доказать. #


Теорема 7.9. Размерность прямой суммы подпространств равно сумме размерностей этих подпространств.


Доказательство. Утверждение теоремы немедленно следует из теорем 7.7 и 7.8. #


Теорема 7.9 допускает обращение.


Теорема 7.10. Если размерность суммы линейных подпространств равна сумме из размерностей, то сумма прямая.


Доказательство. Пусть 
[image: image215.wmf]12
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 и 
[image: image216.wmf]12
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. В силу теоремы 7.7 отсюда следует, что 
[image: image217.wmf]12
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 и, следовательно, это пересечение подпространств 
[image: image218.wmf]1
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 и 
[image: image219.wmf]2
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 является нулевым. Отсюда в свою очередь согласно теореме 7.8 следует, что сумма 
[image: image220.wmf]12
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 прямая. #

§ 6. Геометрическая интерпретация множества решений

системы линейных алгебраических уравнений
Определение 7.13. Если в n-мерном пространстве 
[image: image221.wmf]n

A

 (упорядоченной совокупностей n чисел) фиксированы вектор 
[image: image222.wmf]0
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 и подпространство L размерности r, то множество H всех векторов вида 
[image: image223.wmf]0
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, 
[image: image224.wmf]yL
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 называется r-мерной гиперплоскостью, полученной сдвигом подпространства L на вектор 
[image: image225.wmf]0
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 и обозначается 
[image: image226.wmf]0
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. При этом L называется направляющим подпространством гиперплоскости H, а 
[image: image227.wmf]0
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 – вектором сдвига.


Если вектор сдвига равен нулевому вектору, то гиперплоскость H является в этом случае подпространством в 
[image: image228.wmf]n

A
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Очевидно, что каждая гиперплоскость H является результатом сдвига только одного подпространства L. Действительно, предположим, что это не так, т.е. существует еще одно направляющее подпространство 
[image: image230.wmf]/
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 и вектором сдвига 
[image: image231.wmf]/
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, образующие ту же гиперплоскость H. Тогда для любого 
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 имеем 
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. Отсюда следует, что подпространство 
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 есть совокупность векторов из 
[image: image238.wmf]n
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, определяемых формулой:
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Так как нулевой вектор принадлежит 
[image: image240.wmf]/
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, то из последней формулы следует, что 
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. Но это означает, что 
[image: image242.wmf]/

L

 состоит из тех же векторов, что и подпространство L. Что же касается вектора сдвига 
[image: image243.wmf]0
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, то он не единственный, если 
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 – фиксированный вектор, то 
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 также есть вектор сдвига.


Если 
[image: image246.wmf]12
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 – базис подпространства L, то гиперплоскость H определяется параметрическим уравнением:
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где 
[image: image248.wmf],1,2,...,
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 – произвольные постоянные, принимающие действительные (комплексные) значения, если 
[image: image249.wmf]n
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 – действительное (комплексное) пространство. Если 
[image: image250.wmf]dim0
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, т.е. если L состоит только из нулевого вектора, то и 
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, гиперплоскость H в этом случае состоит лишь из одного вектора сдвига 
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Две гиперплоскости 
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, назовем пересечением гиперплоскостей и обозначим его символом 
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Теорема 7.11. Непустое пересечение двух гиперплоскостей 
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 является гиперплоскостью с направляющим подпространством 
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Доказательство. Так как 
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Так как 
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 принадлежит 
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, то эти векторы принадлежат как 
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Теорема 7.12. Множество 
[image: image278.wmf]{
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 всех решений совместной системы (6.1) есть гиперплоскость n-мерного пространства, имеющая размерность 
[image: image279.wmf]pnr
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, где 
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Доказательство. Согласно теореме 6.5 общее решение 
[image: image281.wmf]()
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 неоднородной системы (6.11) равно сумме какого-нибудь частного решения 
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 этой системы и общего решения 
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С другой стороны согласно примеру 7.16 
[image: image287.wmf]()
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 образует линейное пространство размерности 
[image: image288.wmf]pnr
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, что вместе с (7.13) и доказывает справедливость теоремы. #


Замечание 7.7 Отметим без доказательства, что имеет место и обратное утверждение. Всякая p-мерная плоскость n-мерного пространства есть множество всех решений некоторой линейной системы, состоящей из 
[image: image289.wmf]rnp
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 уравнений первой степени с n неизвестными.

Задачи к лекции 4 
1) Указать соответствие между элементами линейных пространств столбцов с тремя элементами T3 и линейного пространства многочленов степени не выше 3, являющееся изоморфизмом.

2) Какие пространства 
[image: image290.wmf]m
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 матриц размерности 
[image: image291.wmf]n
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 изоморфны пространству T6 столбцов с шестью элементами?

3) Найдите 
[image: image292.wmf]n

 для указанных ниже пространств, если известно, что эти пространства изоморфны пространству столбцов T6:

a) для пространства 
[image: image293.wmf]2

n

H

;

b) для пространства 
[image: image294.wmf]n
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;

c) для пространства многочленов степени не выше 
[image: image295.wmf]n
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