Лекция 5
ВЕЩЕСТВЕННЫЕ И КОМПЛЕКСНЫЕ (УНИТАРНЫЕ)

ЕВКЛИДОВЫ ПРОСТРАНСТВА

§ 1. Определение и примеры унитарных пространств

Определение 8.1. Комплексное линейное пространство V называется комплексным евклидовым пространством (или унитарным пространством), если любой паре элементов 
[image: image1.wmf],
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 поставлено в соответствие комплексное число 
[image: image2.wmf](,)
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, называемое скалярным произведением этих элементов, и это соответствие удовлетворяет следующим аксиомам:


Аксиома 8.1. 
[image: image3.wmf](,)(,)

xyyx

=

 

(черта сверху означает всюду комплексное сопряжение);


Аксиома 8.2. 
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 – линейность;


Аксиома 8.3. (x, x) – вещественное число, 
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, причем 
[image: image6.wmf](,)0

xxx

=Û=q

;


Замечание 8.1. Имеет место равенство 
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Вещественное линейное пространство V называется вещественным евклидовым пространством, если любой паре элементов 
[image: image8.wmf],
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 поставлено в соответствие вещественное число (x, y), называемое скалярным произведением этих элементов, и это соответствие удовлетворяет следующим аксиомам:


Аксиома 8.1. 
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 – (коммутативность);


Аксиома 8.2. 
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 – линейность;


Аксиома 8.3. 
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, причем 
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Замечание 8.2. Всюду ниже, где это особо не оговорено, под евклидовым пространством понимаем вещественное евклидово пространство.

Пример 8.1. Рассмотрим линейное пространство 
[image: image13.wmf]n
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 (см. пример 7.2). Скалярное произведение элементов 
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 можно определить равенством 
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 в вещественном (или 
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 в комплексном) пространстве. Все аксиомы скалярного произведения легко проверяются. Рассмотренное евклидово пространство обозначают символом 
[image: image18.wmf]n
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.

Пример 8.2. В пространстве 
[image: image19.wmf][,]

Cab

  вещественных непрерывных заданных на отрезке 
[image: image20.wmf][,]
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 функций (комплексно–значных непрерывных функций действительного переменного, изменяющегося на отрезке 
[image: image21.wmf][,]
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) скалярное произведение можно определить следующим образом:
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 (8.1)


Введенное скалярное произведение, очевидно, удовлетворяет всем аксиомам скалярного произведения. Полученное евклидово (унитарное) пространство обозначим 
[image: image23.wmf]2
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Отметим, что в любом линейном пространстве V скалярное произведение можно ввести, как правило, не единственным способом. Тогда из линейного пространства V получаются различные евклидовы пространства. В качестве примера в том же самом линейном пространстве 
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 (вещественном) введем для любых элементов 
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 скалярное произведение формулой
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где 
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 такие, что квадратная матрица 
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 n-го порядка симметрична и, кроме того, для любого 
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. С помощью нашей матрицы 
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, удовлетворяющей отмеченным выше условиям, введем скалярное произведение для любых двух элементов 
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 пространства 
[image: image35.wmf]n
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 соотношением (8.2).

Для так определенного скалярного произведения легко проверить справедливость аксиом 8.1 – 8.3. Таким образом, пространство 
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 со скалярным произведением, определяемым равенством (8.2) при помощи матрицы 
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, удовлетворяющей перечисленным выше условиям, является евклидовым пространством, отличным от 
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. Обозначим его 
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. Если же в качестве A взять единичную матрицу, то получим евклидово пространство 
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, рассмотренное в примере 8.1.

§ 2. Неравенство Коши–Буняковского

Утверждение 8.1. Если V – унитарное пространство, то для любых элементов 
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 справедливо неравенство Коши–Буняков​ского
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Доказательство. Пусть 
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– произвольное комплексное число 
[image: image44.wmf]()

C

lÎ

. Тогда согласно аксиомам скалярного произведения имеем:
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Возьмем 
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Тогда 
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 откуда следует (8.3). #


Замечание 8.3. Под символом 
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 здесь понимается модуль комплексного числа 
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Определение 8.2. Линейное комплексное пространство V называется линейным нормированным пространством, если любому элементу x пространства V ставится в соответствие вещественное число 
[image: image53.wmf]x

, называемое нормой, указанного элемента, при этом норма для любых 
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 и любого 
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 удовлетворяет следующим трем аксиомам:


Аксиома 8.1. 
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Аксиома 8.2. 
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l=l

 – однородность нормы.


Аксиома 8.3. 
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 – неравенство треугольника.


Пример 8.3. В 
[image: image60.wmf]3
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 – трехмерном пространстве свободных векторов положим 
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 – длина вектора 
[image: image63.wmf]a

r

. Тогда пространство 
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 с так введенной нормой, очевидно, является нормированным.


Пример 8.4. В линейном пространстве 
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 непрерывных функций, заданных на отрезке 
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 для любой 
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, определим норму равенством 
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 с так введенной нормой, как нетрудно убедиться, является нормированным пространством.


Утверждение 8.2. Всякое унитарное пространство является нормированным, если в нем норму любого элемента 
[image: image70.wmf]x

 определить равенством
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Для доказательства утверждения достаточно показать, что для нормы, определенной соотношением (8.4), справедливы аксиомы 8.1 – 8.3 из определения линейного нормированного пространства. Справедливость аксиом 8.1 – 8.2 непосредственно следует из аксиом 8.1 – 8.3 скалярного произведения. Остается показать справедливость аксиомы 8.3 (неравенства треугольника). Будем опираться на неравенство Коши – Буняковского. Тогда
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Замечание 8.4. В терминах нормы неравенство Коши – Буняковского примет вид:
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Замечание 8.5. Введем функцию 
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 (ее можно трактовать как расстояние от x до y). Из аксиом линейного нормированного пространства непосредственного следует, что функция расстояния 
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 удовлетворяет для любых 
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 следующим свойствам:

а) 
[image: image79.wmf](,)0

xy

r³

 
[image: image80.wmf](,)0

xyxy

r=Û=

;
б) 
[image: image81.wmf](,)(,)

xyyx

r=r

;

в) 
[image: image82.wmf](,)(,)(,)

xyxzzy

r£r+r

.


Упражнение 8.1. Доказать неравенства 
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Указание. Использовать неравенство треугольника.


Неравенство Коши–Буняковского и неравенство треугольника справедливы в любом унитарном пространстве. Посмотрим, как выглядят эти неравенства в некоторых конкретных евклидовых пространствах.


Так, в пространстве 
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 примера 8.1 неравенство (8.3) задается формулой:
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 (неравенство Коши),

а неравенство треугольника формулой
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В евклидовом пространстве примера 8.2 неравенство (8.3) имеет вид:
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 (неравенство Буняковского)

а неравенство треугольника
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В евклидовом пространстве 
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 со скалярным произведением (8.2) неравенство (8.3) и неравенство треугольника задаются соответственно формулами:
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Замечание 8.6. Вводя в евклидовых пространствах разными способами скалярное произведение, можно из (8.3) и неравенства треугольника получить много других интересных неравенств.

§ 3. Общий вид скалярного произведения

в унитарном пространстве
Пусть 
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Тогда в силу свойств скалярного произведения имеем
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где 
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причем
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Квадратная матрица 
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Выражение (8.5) для скалярного произведения 
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где A – эрмитова матрица.

§ 4. Ортонормированная система, ортонормированный базис
Элементы x и y унитарного пространства V называются ортогональными (обозначение 
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Система элементов 
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 унитарного пространства V называется ортонормированной системой (ОНС), если
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Утверждение 8.3. Любая ОНС 
[image: image110.wmf]12
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 унитарного пространства V линейно независима.


Доказательство. Достаточно показать, что равенство
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возможно лишь при 
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По определению ортонормированной системы 
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Ортонормированным базисом (ОНБ) унитарного пространства 
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 называется ортонормированная система, которая является базисом 
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Утверждение 8.4. Ортонормированный базис 
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 обладает следующими свойствами:


для любых 
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Доказательство. Справедливость утверждения следует из определения ОНБ и равенства (8.5).

§ 5. Cуществование ортонормированного базиса

Существование ОНБ в унитарном пространстве вытекает из следующей теоремы, которая дает также конструктивный метод построения ОНБ.


Теорема 8.1. Шмидта об ортогонализации. Пусть в унитарном пространстве 
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где 
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 является линейной комбинацией векторов 
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Доказательство. Построение ОНБ будем вести методом математической индукции.

При 
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 линейно независима). Очевидно, 
[image: image140.wmf]1

e

 – ОНБ из одного вектора, удовлетворяющего всем условиям теоремы.

Предположим, что в унитарном пространстве размерности k существует ОНБ 
[image: image141.wmf]12
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 определяется по формуле (8.8).

Покажем, что в унитарном пространстве размерности 
[image: image147.wmf]1
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 также существует ОНБ, удовлетворяющий условиям теоремы. Пусть 
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. Линейная оболочка 
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 элементов 
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 представляет собой, очевидно, k-мерное унитарное пространство и по предположению индукции в нем существует ортонормированная система 
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, удовлетворяющая условиям теоремы. Рассмотрим вектор 
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. Он, очевидно, является линейной комбинацией векторов 
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 и в силу линейной независимости системы 
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 ни при каких 
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 подберем так, чтобы 
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 был ортогонален векторам 
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Положим 
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 образуют ОНБ пространства 
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, удовлетворяющий всем условиям теоремы. #


Следствие 8.1. Из определения размерности пространства 
[image: image170.wmf]n

V

 и предыдущей теоремы следует, что во всяком n-мерном пространстве существует ОНБ.


Замечание 8.7. Нетрудно видеть, что таких ОНБ существует много. Действительно, из данного базиса 
[image: image171.wmf]12
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 можно построить разные ОНБ, если, например, начинать построение с разных векторов 
[image: image172.wmf]k
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.

§ 6. Изоморфизм унитарных пространств

Определение 8.3. Унитарные пространства V и 
[image: image173.wmf]/

V

 называются изоморфными, если между элементами этих пространств можно установить такое взаимно – однозначное соответствие, что выполняются следующие два требования:

1) это соответствие является изоморфным соответствием между V и 
[image: image174.wmf]/
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 рассматриваемыми как линейные пространства.

2) при этом соответствии сохраняется скалярное произведение; т.е. если образами элементов x и y из V являются соответственно 
[image: image175.wmf]/
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 и 
[image: image176.wmf]/
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 из 
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Имеет место следующий критерий изоморфности унитарных пространств.


Теорема 8.2. Для того, чтобы два унитарных пространства V и 
[image: image179.wmf]/

V

 конечной размерности были изоморфны, необходимо и достаточно, чтобы они имели одинаковую размерность.


Доказательство. Необходимость. Если два унитарных пространства V и 
[image: image180.wmf]/
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 изоморфны, то они будут изоморфны и как линейные пространства и, следовательно, будут иметь одинаковую размерность.


Достаточность. Пусть 
[image: image181.wmf]/
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. Выберем в V и 
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 произвольные ортонормированные базисы 
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[image: image185.wmf]/
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. Соответствие между элементами пространств V и 
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 зададим следующим образом: сопоставим друг другу векторы, имеющие одинаковые координаты в выбранных ортонормированных базисах, т.е.
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Очевидно, это соответствии взаимно однозначно и в силу теоремы 7.4 при нем сумма двух элементов из V переходит в сумму соответствующих элементов из 
[image: image188.wmf]/
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, произведение числа 
[image: image189.wmf]()
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 на вектор из V переходит в произведение того же числа 
[image: image190.wmf]l

 на соответствующий вектор из 
[image: image191.wmf]/
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. Следовательно, V и 
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, рассматриваемые как линейные пространства, изоморфны. Остается показать, что при этом соответствии сохраняется скалярное произведение. Пусть 
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 – два произвольных вектора из V, 
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[image: image197.wmf]///
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 – соответствующие им векторы из 
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 Так как 
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 ОНБ, то согласно свойствам ОНБ (8.7)
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§ 7. Ортогональные суммы. Проекции

Определение 8.4. Два множества элементов M и B унитарного пространства V называются ортогональными, если каждый вектор первого множества ортогонален к каждому вектору второго множества. Ортогональность M и B символически записывают в виде 
[image: image202.wmf]MB

^

.


Утверждение 8.5. Если множества M и B ортогональны, то их пересечение либо пусто, либо состоит только из нулевого элемента.


Доказательство. В самом деле, пусть 
[image: image203.wmf]aMB
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. Следовательно, 
[image: image204.wmf]aM
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 и 
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 и поэтому 
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[image: image207.wmf]MB
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). Откуда 
[image: image208.wmf]a
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Определение 8.5. Пусть G – произвольное непустое подмножество унитарного пространства V. Совокупность всех векторов пространства V, ортогональных к G, называется ортогональным дополнением G до пространства V и обозначается 
[image: image209.wmf]G
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. Иными словами, 
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Утверждение 8.6. Ортогональное дополнение 
[image: image212.wmf]G
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 любого непустого множества 
[image: image213.wmf]GV
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 является линейным подпространством пространства V.


Доказательство. Действительно, если 
[image: image214.wmf],

xyG

^

Î

, а z  произвольный элемент G, то 
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. Следовательно, 
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 является линейным подпространством.  #


Если G – подпространство унитарного пространства V, то G и 
[image: image220.wmf]G
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 связаны между собой следующим утверждением.


Теорема 8.3. Унитарное пространство 
[image: image221.wmf]n
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 есть прямая сумма любого своего линейного подпространства G и его ортогонального дополнения 
[image: image222.wmf]G
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, т.е. 
[image: image223.wmf]n
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Доказательство. Пусть 
[image: image224.wmf](dim)
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 есть произвольное подпространство пространства 
[image: image225.wmf]n
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. Выберем в G некоторый ОНБ 
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. Согласно теореме 7.6 о неполном базисе (см. гл. 7 п. 4) его можно дополнить элементами 
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. Оставляя векторы 
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, 
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 ортонормируем (методом Шмидта). Получим ОНБ 
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,  причем  
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 – ОНБ  подпространства  G.  Очевидно,  что линейная оболочка 
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 элементов 
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Для любого 
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где 
[image: image240.wmf]/
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Для завершения доказательства теоремы остается показать, что для любого 
[image: image242.wmf]n
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 представление (8.9) единственно. Пусть существует другое представление: 
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. Так как левая часть этого равенства является элементом G, а правая часть – элементом 
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^

Ç

 подпространств G и 
[image: image251.wmf]G

^

. Пересечение же подпространств G и 
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 состоит в силу утверждения 7.5 только из нулевого элемента. Следовательно, 
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Следствие 8.2. Ортогональное дополнение 
[image: image255.wmf]G
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 k-мерного подпространства G унитарного пространства 
[image: image256.wmf]n
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 есть подпространство размерности 
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Следствие 8.3. 
[image: image259.wmf]12
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 – ОНБ унитарного пространства 
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, а 
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 – линейная оболочка элемента 
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Следствие 8.4. Для любого подпространства G унитарного пространства 
[image: image264.wmf]n
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 справедливо равенство 
[image: image265.wmf]GG
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Доказательство. Очевидно, 
[image: image266.wmf]GG
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. С другой стороны, согласно теореме 8.3 для любого 
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Умножая это равенство скалярно на 
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1. Ортогональная проекция вектора на линейное подпространство


Пусть G – некоторое линейное подпространство унитарного пространства V. Согласно теореме предыдущего пункта 
[image: image275.wmf]n

V

 есть прямая сумма подпространства G и его ортогонального дополнения 
[image: image276.wmf]G
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. Следовательно, любой элемент 
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 может быть единственным образом представлен в виде



[image: image278.wmf]///
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где 
[image: image279.wmf]/
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Слагаемое 
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 называется проекцией вектора 
[image: image282.wmf]x

 на подпространство G, а слагаемое 
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– ортогональной составляющей вектора x на это подпространство.


Замечание 8.8. Так как G является ортогональным дополнением к 
[image: image284.wmf]G
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 (см. следствие 8.4), то в равенстве (8.10) слагаемое 
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 будет проекцией вектора 
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 на подпространство 
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Утверждение 8.7. Пусть G  – некоторое подпространство унитарного пространства 
[image: image288.wmf]n

V

. Тогда проекция суммы любых векторов на подпространство G равна сумме проекций слагаемых на это подпространство, а проекция произведения числа 
[image: image289.wmf]()
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 на произвольный вектор равна произведению этого числа на проекцию данного вектора.


Доказательство. Пусть x, y – любые два элемента пространства 
[image: image290.wmf]n
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. Согласно (8.10) их можно представить в виде 
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 – проекции на подпространство G векторов x и y соответственно. Из последних двух равенств получим
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Из единственности представления (8.10) следует справедливость нашего утверждения. #

Задачи к лекции 5
1) Доказать неравенство 
[image: image299.wmf]xyxyxy
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2) Доказать неравенство 
[image: image300.wmf]2
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3) Найти ортогональный базис в пространстве многочленов степени не выше 4, определенных на отрезке 
[image: image301.wmf][
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, со скалярным произведением, определенным по формуле
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4) В евклидовом пространстве R4 даны два ортогональных вектора 
[image: image303.wmf](
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. Дополнить их до ортогонального базиса в R4.

5) Пусть 
[image: image305.wmf]Î
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, а L – подпространство, натянутое на вектора 
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. Найти ортогональную проекцию p вектора y на подпространство L и ортогональную составляющую r вектора y на это подпространство.
6) Пусть 
[image: image310.wmf]Î
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, а подпространство 
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R4 задано системой уравнений
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Найти ортогональную проекцию p вектора y на подпространство L и ортогональную составляющую r вектора y на подпространство L.
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