СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Сферические функции были введены в связи с изучением решений уравнения Лапласа и, в частности, с теорией потенциала. В § 1 мы рассматриваем полиномы Лежандра, которые используются затем для построения шаровых и сферических функций (§ 2). Сферические функции являются весьма мощным аппаратом для решения многих задач математической физики.

§ 1. Полиномы Лежандра 










	1. Производящая функция и полиномы Лежандра. Полиномы Лежандра тесно связаны с фундаментальным решением уравнения Лапласа  , где   – расстояние точки  от фиксированной точки . Пусть    и  – радиусы-векторы точек  и , а  – угол между ними. Очевидно, можно написать

	  (1)




где    и    или    (в обоих случаях   меньше единицы).
	Функция 

	 	   	  (2)
называется производящей функцией полиномов Лежандра. 


	Разложим функцию  в ряд по степеням :

.		               (3)


Коэффициенты  разложения (3) являются полиномами  -й степени и называются полиномами Лежандра.
	В силу теоремы Коши из формулы (3) следует, что 

,	  	       (4)







где  – любой замкнутый контур в плоскости комплексного переменного  содержащий точку . Полагая   , найдем , ,   . 
	Формула (4) примет вид 

,		 	    (5)


где – любой замкнутый контур, окружающий точку  .  
	Учитывая, что


и пользуясь формулой для производной 

,

получаем из (5) формулы для :

. 				(6)





	Из формулы (6) непосредственно видно, что: 1)  есть полином степени ;  2)   содержит только степени    той четности, что и номер , так что  

.				      (7)

Полагая  , находим:

,

т.е. , и, в силу (7),  


.					()
Формула (6) называется дифференциальной формулой для полиномов Лежандра или формулой Родрига.  
	Заметим, что из (1) и (3) следует разложение потенциала 

		(8)



	2. Рекуррентные формулы. Дифференцируя    по  и , получим два тождества:

, 		       (9)

		.	 	          (10)





Запишем левую часть формулы (9) в виде степенного ряда относительно , подставив в неё ряд (3) для  и ряд . Коэффициент при    полученного ряда, в силу (9), равен нулю при всех : 

.	      (11)

Это тождество есть рекуррентная формула, связывающая три последовательных полинома. Она позволяет найти последовательно все  , если учесть, что (6) дает 

.


Так, например, полагая в (11) , найдем .  	Выведем ещё две рекуррентные формулы:  


или

,				  (12)

.	 		    (13)








	Исключив из (9) и (10) , получим тождество   , из которого сразу следует (12), если в левую часть этого тождества подставить ряд (3) и приравнять нулю коэффициент при . Дифференцируя затем (11) по   и исключая  , получим  или (13) после замены  на .




	3. Уравнение Лежандра. Найдем дифференциальное уравнение, решением которого является . Для этого исключим    и   из (12) и (13). Сначала подставим  из (12) в (13):

,


затем продифференцируем полученное тождество по  и ещё раз применим формулу (12) для :



.
В результате приходим к уравнению 

.		       (14)


	Тем самым доказано, что полиномы Лежандра  являются собственными функциями, соответствующими собственным значениям  , следующей задачи:


	найти такие значения , для которых на отрезке  существуют нетривиальные решения уравнения Лежандра  

,		(15)


ограниченные при  и удовлетворяющие условию нормировки . 


	4. Ортогональность полиномов Лежандра. Уравнение Лежандра (15) является частным случаем (при ,)   рассмотренного уравнения   

.				(16)
Поэтому к нему применима общая теория для уравнения (16). Из этой теории следует: 
	1) полиномы Лежандра разных порядков ортогональны между собой: 


  при ;



	2)  второе линейно независимое решение уравнения Лежандра при    обращается в бесконечность при  как . 






	Система ортогональных полиномов, как известно, является замкнутой[footnoteRef:1]. Поэтому уравнение Лежандра не имеет нетривиальных ограниченных решений ни при каком . В самом деле, если бы существовало решение    для  , то оно было бы ортогонально во всем . Отсюда, в силу замкнутости системы ортогональных полиномов , следует, что . Тем самым доказано, что мы нашли все ограниченные нетривиальные решения уравнения Лежандра.  [1:  Система ортогональных функций   называется замкнутой, если не существует непрерывной функции, не равной тождественно нулю и ортогональной ко всем функциям данной системы.
	Система ортогональных функций  называется полной в промежутке  , если любую непрерывную функцию можно аппроксимировать в среднем с любой степенью точности при помощи линейной комбинации функций . Иными словами, какого бы ни было , всегда можно указать такую линейную комбинацию функций   
,
что
.
Для полной системы функций  имеет место соотношение 
,
где  – коэффициенты Фурье функции    
,    .
Замкнутость есть следствие полноты. Пусть дана некоторая полная система ортогональных функций . Допустим, что существует непрерывная функция , ортогональная ко всем . Тогда в силу полноты системы функций  должно иметь место равенство
,
так как  по предположению.  Отсюда следует, что , что противоречит сделанному допущению, т.е. система  является замкнутой. 
	Полнота и, тем самым, замкнутость системы ортогональных полиномов  является следствием теоремы Вейерштрасса о возможности равномерной аппроксимации непрерывной функции при помощи полиномов:  
	какова бы ни была непрерывная функция , заданная в промежутке , и каково бы ни было , существует такой полином , что  
 .                                                    (A)
 	В самом деле, представляя полином  в виде линейной комбинации ортогональных полиномов  и пользуясь неравенством (A), мы получим условие полноты системы ортогональных полиномов.  ] 



	5. Норма полиномов Лежандра. Вычислим норму  полиномов :

.











Применим рекуррентную формулу (11) дважды: сначала выразим из нее (предварительно заменив в (11)  на )  через  и , а затем  – через  и . Учитывая ортогональность полиномов  , , , получим: 



.
Последовательное применение этой формулы дает

.

Подставив сюда  , находим квадрат нормы


   и   .   		        (17)
Таким образом, 

	                     (18)
6. Нули полиномов Лежандра. С помощью формулы Родриго

     			   (6)
можно доказать теорему: 







	Полином Лежандра  имеет  нулей, расположенных на интервале  , а его производная  - го порядка , имеет  нулей внутри интервала  и не обращается в нуль на его концах.






















	Действительно, функция   обращается в нуль на концах интервала . Ее производная  обращается в нуль при   и   и по теореме о нуле производной имеет хотя бы один нуль внутри интервала . Вторая производная  имеет, по крайней мере, два нуля внутри интервала и не обращается в нуль на его концах. Продолжая рассуждения, приходим к заключению, что -я  производная  имеет, по крайней мере,  нулей на интервале  или, точнее, ровно  нулей, так как она есть полином -й степени. Первая часть утверждения доказана. Производная  по той же теореме должна иметь, по крайней мере,  нуль внутри , но она есть полином ()-й степени и потому имеет ровно  нуль внутри интервала . Далее заключаем, что  имеет  нулей внутри интервала . [image: ]


	7. Ограниченность полиномов Лежандра. Покажем, что полиномы Лежандра  равномерно ограничены для всех значений аргумента :  

.
Для этого нам понадобится интегральное представление 

. 		(19)



Выведем формулу (19). Возьмем в (5) в качестве контура  окружность радиуса  с центром в точке . Тогда 


,        ,

,   

  



.



Подставляя эти выражения в (5), получим (19). Если  , то  и из (19) сразу следует ограниченность. 

§ 2. Присоединённые функции Лежандра 

	1. Присоединённые функции. Рассмотрим следующую задачу: 
	найти собственные значения и собственные функции уравнения

,	    (1)
при условии ограниченности  

.		 		         (2)
	Уравнение (1) является частным случаем уравнения   

,










при . Так как коэффициент  обращается в нуль на обоих концах отрезка , то естественное условие ограниченности ставится при    и  . В силу леммы 2 рассмотренные для уравнения общего вида  , решение  задачи (1) должно при  иметь нули порядка , где . Отсюда следует, что решение  задачи (1) естественно искать в виде

.			(3)
Подставляя (3) в уравнение (1), найдём:

.			(4)





Это же уравнение получается для производной   решения уравнения Лежандра (15) предыдущего параграфа, если его продифференцировать  раз. Нетривиальное ограниченное решение  уравнения Лежандра существует лишь при  , где  – целое положительное число. Отсюда следует, что  

		   	 (5)
есть решение уравнения (4), а функция 

		 	    (6)
есть собственная функция задачи (1) – (2), соответствующая собственному значению  

  .		  	   (7)





 называется присоединённой функцией Лежандра го порядка. Очивидно, что  ,  лишь при .





	2. Норма присоединённых функций. Согласно общей теореме присоединённые функции  образуют ортогональную систему. Вычислим норму  присоединённых функций. Попутно будет доказана их ортогональность. Умножим уравнение (4) на   и учтем (5). После замены    на   получим:  

.	 (8)
Введем обозначение 

.
Интегрирование по частям даёт: 


.
Постановка обращается в нуль, а подынтегральной член, в силу  (8) и (7), преобразуется к виду 

. 
Из этой рекуррентной формулы следует 


.

Выражение для   даётся формулой



так как  . В результате 

	  	 (9)

т.е. присоединённые функции ортогональны между собой и квадрат нормы присоединённой функции    равен 

  .			(10)

	3. Замкнутость системы присоединённых функций. Докажем, что система присоединённой функций   полностью исчерпывает все ограниченные решения уравнения (1). 





	В самом деле, при  решение, линейно независимое с , обращается в бесконечность при . Ограниченное же решение при  должно быть ортогонально ко всем . 


	Для того чтобы убедиться, что не существует ограниченных решений уравнения (1), отличных от , достаточно установить, что система присоединённых функций  замкнута, т.е. что не существует никакой непрерывной функции, не равной тождественно нулю, которая была бы ортогональна ко всем функциям системы.  





	Лемма. Любая функция , непрерывная на отрезке  и обращающаяся в нуль на его концах при  и , может быть равномерно аппроксимирована с любой степенью точности линейной комбинации из присоединённых функций любого порядка .  






	Заметим, прежде всего, что производные полиномов Лежандра    являются полиномами степени . Поскольку любой полином по степеням  может быть представлен в виде линейной комбинации этих полиномов, то, в силу теоремы Вейерштрасса, любая функция , непрерывная на отрезке , может быть равномерно аппроксимирована с любой степенью точности при помощи линейной комбинации :


,  если  .

	Умножая это неравенство на  , получаем, что  


,  если  ,
где 

,	 		        (11)



т.е. любая функция , представленная в виде (11), где  – функция, непрерывная на отрезке , может быть равномерно аппроксимирована с любой степенью точности линейной комбинацией присоединённых функций.





	Будем говорить, что функция  принадлежит классу ,  если она непрерывна на отрезке   и тождественно равна нулю в малых окрестностях точек    и  :


    при   .


Так как для каждой функции  класса  функция   




является непрерывной на  , то тем самым лемма доказана для функций класса . 





	Рассмотрим некоторую функцию , непрерывную на отрезке  , обращающуюся в нуль на концах. Очевидно, что эту функцию можно равномерно аппроксимировать при помощи функции  из класса  с точностью до  :

 .


	Аппроксимируя   линейной комбинацией из присоединённых функций с точности до  , 

, 
получаем неравенство 

,
которое и доказывает лемму. 




	С помощью этой леммы легко доказывается полнота системы присоединённых функций, а тем самым и ее замкнутость.   		Напомним, что система функций называется полной на некотором отрезке , если любую функцию функцию , непрерывную на , можно аппроксимировать в среднем с любой степенью точности при помощи линейной комбинации этих функций


, если  .




Очевидно, что всякую функцию, непрерывную на отрезке , можно аппроксимировать в среднем с любой степенью точности при помощи функции , непрерывной на  и обращающейся в нуль при  : 

.

	Беря линейную комбинацию присоединённых функций, равномерно аппроксимирующих функцию   

, 
и пользуясь неравенством  

,
получим: 

, 

если   , что доказывает полноту, а тем самым и замкнутость системы присоединённых функций. 

§ 3. Гармонические полиномы и сферические функции

	1. Гармонические полиномы. Гармоническим полиномом называется однородный полином, удовлетворяющий уравнению Лапласа 

.                                     (1)
	Нетрудно убедиться, что первые два однородных гармонических полинома имеют вид  



,

где  – произвольные коэффициенты. 

	Определим число линейно–независимых однородных гармонических полиномов степени  

                             . 	  		   (2)


Целая однородная функция степени  имеет    коэффициентов. Действительно, правую часть равенства (2) можно представить в виде 

	



. 






При  имеется один коэффициент, при  – два, . . . , при  имеем  коэффициентов, а при  число коэффициентов равняется , так что общее число коэффициентов равно 

                          . 	              (3)






	Уравнение (1) налагает на коэффициенты  линейных однородных соотношений, так как  – однородная функция степени . Таким образом, полином должен иметь не менее чем   независимых коэффициентов. Если бы указанные   соотношения оказались линейно–зависимыми, то число независимых коэффициентов было бы больше  .


	Покажем, что только  коэффициентов линейно независимыми. Коэффициенты  однородного полинома можно представить в виде 

.






Если   – гармонический полином, то   при   можно выразить через коэффициенты  и , число которых в точности равно .
    Действительно, 



 .











Поступая аналогично с коэффициентами  и , мы в конце концов выразим   через коэффициенты типа и . Число коэффициентов вида  равно , а   равно . Таким образом, общее число линейно–независимых коэффициентов, а следовательно, и независимых гармонических полиномов  –й степени в точности равно .
	Однородные гармонические полиномы называются шаровыми функциями. 
	2. Сферические функции. Сферические функции проще всего могут быть введены при решении уравнения Лапласа для шаровой области методом разделения переменных. 

	Будем искать решение уравнения Лапласа в переменных  

,  	(1)                   
полагая

.

Для определения  получаем уравнение Эйлера 

                             ,                                   (4)

а для определения   – уравнение

          (5)

с дополнительным условием ограниченности функции  на всей сфере.  

	В частности, функция   удовлетворяет условиям                  

                                              (51)
Ограниченные решения уравнения (5), обладающие непрерывными до 2–го порядка производными, называются сферическими функциями. 

	Решение задачи для  ищем также методом разделения переменных, полагая 

.

Функция   удовлетворяет уравнению 


и условию периодичности 

.






	Задача для  имеет решение лишь при целом  ,   и линейно независимыми решениями являются функции  и . Функция   определяется из уравнения               




и условий ограниченности при  и .
	Вводя переменную 




и  , получим для  уравнение присоединённых функций 


         .         (6)

Уравнение (6), как мы видели, допускает ограниченные решения лишь при 

, 

где  .



	Выпишем полученную систему сферических функций – го порядка. Условимся приписать отрицательный верхний индекс тем функциям, которые содержать , и положительный – тем функциям, которые содержат . Тогда будем иметь: 

  (7)




Число различных сферических функций – го порядка    равно . Линейная комбинация этих  сферических функций (7)  

	     (7*)                                            
или

,
где 


является также сферической функцией и называется сферической гармоникой. 






	Функции	 не зависят от  и называется зональными. Так как  в силу леммы предыдущих параграфов имеет ровно  нулей внутри промежутка , то сфера разделяется на  широтных зон, внутри которых зональная функция сохраняет знак.
	Рассмотрим поведение функции











на сфере. Так как  обращается в нуль на полюсах,  или   обращаются в нуль на  меридианах, а   в силу той же леммы – на  широтах, то вся сфера разбивается на клетки, в которых  сохраняет постоянный знак. Функции  (при ) называются тессеральными. 


	[image: ]Вернемся теперь к отысканию функции . Будем искать функцию  в виде  

.

Подставляя искомую форму решения в уравнение (4), получим характеристическое уравнение для определения : 

,

откуда находим два значения :


  и  .
Следовательно, частными решениями уравнения Лапласа являются функции 

,				        (71)

, 		 	           (72)
первая из которых, очевидно, соответствует решению внутренних задач, а вторая – внешних задач. 

	Покажем, что найденные решения уравнения Лапласа являются однородными полиномами –й степени. Общий член, например, в формуле (71) можно записать так:

,



где  изменяется от  0  до   . Функцию   можно представить в виде произведения трёх полиномов: 

,
где





.


Отсюда ясно, что функция   есть однородный гармонический полином степени  . 
	Очевидно, что сферические функции являются значениями шаровых функций (71) и (72) на сфере радиуса единица.	




	3. Ортогональность системы сферических функций. Докажем, что сферические функции, соответствующие различным значения , ортогональны на поверхности сферы . Пусть  и   удовлетворяют уравнениям 


;     ,                   (5)
где 

.
Нетрудно видеть, что имеет место формула 

,         (8)

,
легко получаемая интегрированием по частям.
	На поверхности сферы


,    ,
так что


и формулу (8) можно записать в виде 

.


Меняя местами в формуле (8) функции  и   и вычитая полученную формулу из формулы (8), будем иметь: 

                            .              (9)
Формулы (8) и (9) являются формулами Грина для оператора сферических функций.


	Из формулы (9) легко следует ортогональность функций    и . В самом деле, пользуясь уравнениями (5), получим из формулы (9) 

,

откуда при  


или

.

Тем самым доказана ортогональность сферических функций, соответствующих разным  .



	Выше мы получили для    систему   сферических функций -го порядка. Докажем, что и эти сферические функции ортогональны между собой на сфере.


	Пусть    и    – две сферические функции. Интегрируя их произведение и пользуясь формулой (9), получим:







	(81)


т.е. сферические функции, определяемые формулой (7), образуют ортогональную систему в области ,  и имеют квадрат нормы, равный

        ,   (82)



где ,   при .

	Предполагая возможность разложения произвольной функции  в ряд по сферическим функциям (возможность такого разложения для дважды непрерывно дифференцируемой функции будет подробно обоснована ниже), допускающий почленное интегрирование, получим 

,


где  и  – коэффициенты Фурье, определяемые формулами 

         (1.3.9)


,     
	Общее решение уравнения Лапласа можно представить в виде 


для внутренней краевой задачи или  


для внешней краевой задачи, где



	4. Полнота системы сферических функций. Докажем полноту системы сферических функций, определяемых формулой (7). Докажем сперва, что любая функция , имеющая непрерывные вторые производные, может быть равномерно аппроксимирована некоторым полиномом из сферических функций. 
	Рассмотрим разложение такой функции в ряд Фурье

.


Используя ограниченность второй производной, легко оценить коэффициенты  и  этого разложения 


;    ,
где

.
Отсюда следует, что для остаточного члена ряда Фурье имеет место равномерная оценка

,
 (10)

где   – любое неперед заданное число.







	На основании пункта 3 параграфа 2 коэффициенты Фурье     и  , являющиеся непрерывными функциями , обращающимся в нуль при , равном   и  , могут быть равномерно аппроксимированы линейными комбинациями присоединённых функций -го порядка 

,

.	          	(11)
Тогда из неравенств (10) и (11) будет следовать: 

,  
       (12)

что и доказывает возможность равномерной аппроксимации любой дважды дифференцируемой функции  полиномом из сферических функций. Отсюда следует, что и любую непрерывную функцию можно равномерно аппроксимировать полиномом сферических функций, что и доказывает полноту системы функций, определяемых формулой (7). Из полноты этой системы следует ее замкнутость. 



	Таким образом, доказано, что уравнение сферических функций не имеет ограниченных решений при  и что всякая сферическая функция -го порядка ( при  )  представима формулой  (7*). 
	5. Разложение по сферическим функциям. Сферические функции являются собственными функциями уравнения  


  или     (13)

на поверхности сферы  при дополнительных условиях ограниченности.

	Для обоснования разложимости произвольной дважды непрерывно дифференцируемой функции   в ряд по сферическим функциям перейдем к соответствующему интегральному уравнению. С этой целью построим функцию источника уравнения

	,	       (14)


удовлетворяющую условию ограниченности решения при    и  .
	Как было отмечено выше

	 		   (15)
на поверхности сферы. Уравнение (14) можно рассматривать как уравнение стационарного распределения температуры или стационарного электрического тока на поверхности сферы. 
	С этой точки зрения понятно, что невозможно построить решение однородного уравнения

					 (16)
с особенностью в одной только точке, так как для возможности существования стационарной температуры необходимо, чтобы сумма источников и стоков равнялась нулю.
	Введем обобщенную функцию источника, которая в нашем случае должна быть решением уравнения


	,		       	       (17)

регулярным всюду, кроме полюса , где она должна иметь логарифмическую особенность. Правая часть уравнения (17) означает плотность отрицательных источников (стоков)  тепла, равномерно распределенных по поверхности сферы так, что   

	.			            (18)


Предполагая, что искомая функция источника  является функцией только одного переменного , получаем для нее обыкновенное дифференциальное уравнение, решая которое найдем: 

. 			  (19)


Требуя, чтобы  имело особенность только при , получаем:


и

.


Так как    является решением однородного уравнения, то функция источника  определена с точностью до произвольной постоянной. Поэтому мы можем написать:  

.				       (20)

Если источник находится в некоторой точке  , то функция источника имеет вид  

,			(21)



где  – угловое расстояние между точками   и  [footnoteRef:2]. [2:   Угол  определяется из формулы .] 

	Перейдем теперь к решению неоднородного уравнения 

.		(22)

Это уравнение может иметь регулярное всюду на  решение только при выполнении условия

,				(23)

выражающего, что сумма источников и стоков должна быть равна нулю. Его легко получить из формул Грина для оператора , установленных в пункте 3.
	 Покажем, что всякое решение уравнения (22), удовлетворяющие условию (23), представимо в виде

,










где  – некоторая постоянная, а  – функция источника, определяемая формулой (21). Пусть  – некоторая фиксированная точка сферы, в которую мы помещаем северный полюс (  ), а  – диаметрально противоположная ей точка. Точки  и  являются особыми точками уравнения (22).  Поэтому построим на    в этих точках малые кружки     и   и рассмотрим интеграл  

.


Подставляя в правую часть выражения для  и , имеем:



.
Учитывая, что в квадратных скобках стоят точные производные от выражений 



    и    ,  причем  , 
получаем после интегрирования 

.
Далее, замечая, что

,
будем иметь: 



.
Отсюда видно, что 


     и        .
Следовательно, 

,		       (24)
где

 – постоянная.

[bookmark: _GoBack]Решение нашей задачи определено с точностью до аддитивной постоянной. То решение, для которого  , определяется формулой 

.

Применяя (24) к уравнению сферических функций  , заключаем:
сферические функции, определяемые формулой (7), представляют совокупность всех линейно-независимых собственных функций интегрального уравнения 



с симметрическим ядром  , определяемым формулой (21).

	К этому уравнению применима общая теория интегральных уравнений с симметрическим ядром. Отсюда следует, что произвольная дважды дифференцируемая функция  может быть разложена в равномерно и абсолютно сходящийся ряд по сферическим функциям 

,	(25)
где 

,	  	   (26)


  и   – коэффициенты Фурье.
32

image3.wmf
O


oleObject48.bin

image495.wmf
(,)

GMP


oleObject553.bin

image496.wmf
M


oleObject554.bin

image497.wmf
0

q

=


oleObject555.bin

image498.wmf
1

M


oleObject556.bin

oleObject557.bin

image499.wmf
1

M


image46.wmf
1

x

=


oleObject558.bin

image500.wmf
S


oleObject559.bin

image501.wmf
M

K

e


oleObject560.bin

image502.wmf
1

M

K

e


oleObject561.bin

image503.wmf
1

1

()

M

M

KK

IuGGud

ee

s

S=S--

=D-D

òò


oleObject562.bin

image504.wmf
u

D


oleObject49.bin

oleObject563.bin

image505.wmf
G

D


oleObject564.bin

image506.wmf
2

0

sinsin

Gu

IuGdd

ppe

e

qqqj

qqqq

-

¶¶¶¶

éù

æöæö

=-+

ç÷ç÷

êú

¶¶¶¶

èøèø

ëû

òò


oleObject565.bin

image507.wmf
2

22

22

00

sin

dGu

uGd

pep

q

j

q

jj

-

éù

¶¶

+-

êú

¶¶

êú

ëû

òò


oleObject566.bin

image508.wmf
sin

Gu

uG

q

qq

¶¶

éù

-

êú

¶¶

ëû


oleObject567.bin

image509.wmf
Gu

uGv

jj

¶¶

-=

¶¶


image47.wmf
0

1

(,1)1......(1)

1

nn

n

n

P

rrrr

r

¥

=

Y==++++=

-

å


oleObject568.bin

image510.wmf
2

0

0

v

p

=


oleObject569.bin

image511.wmf
2

0

sin

Gu

IuGd

pe

p

e

qj

qq

-

¶¶

éù

æö

=-

ç÷

êú

¶¶

èø

ëû

ò


oleObject570.bin

image512.wmf
11

lnsin

2242

G

ctg

qq

qpqp

¶¶

==-

¶¶


oleObject571.bin

image513.wmf
2

0

1

sincos

2222

Ictgud

pe

p

e

qqq

j

p

-

éù

=××-

êú

ëû

ò


oleObject572.bin

image514.wmf
2

12

0

1

sinlnsin

22

u

dII

pe

p

e

q

qj

pq

-

éù

¶

-=+

êú

¶

êú

ëû

ò


oleObject50.bin

oleObject573.bin

image515.wmf
1

0

lim()

IuM

e

®

=


oleObject574.bin

image516.wmf
2

0

lim0

I

e

®

=


oleObject575.bin

image517.wmf
()(,)()

P

uMGMPFPdA

s

S

=+

òò


oleObject576.bin

image518.wmf
1

4

Aud

s

p

S

=

òò


oleObject577.bin

image519.wmf
0

ud

s

S

=

òò


image48.wmf
(1)1

n

P

=


oleObject578.bin

image520.wmf
()(,)()

P

uMGMPFPd

s

S

=

òò


oleObject579.bin

image521.wmf
,

uu

qj

l

D=-


oleObject580.bin

image522.wmf
()(,)()

P

uMGMPuPd

ls

S

=

òò


oleObject581.bin

image523.wmf
(

)

,

GMP


oleObject582.bin

image524.wmf
(,)

f

qj


oleObject51.bin

oleObject583.bin

image525.wmf
(

)

000

(,)(,)(cossin)(cos)

n

m

nnmnmn

nnm

fYAmBmP

qjqjjjq

¥¥

===

==+

ååå


oleObject584.bin

image526.wmf
(

)

0

(,)(cossin)(cos)

n

m

nnmnmn

m

YAmBmP

qjjjq

=

=+

å


oleObject585.bin

image527.wmf
nm

A


oleObject586.bin

image528.wmf
nm

B


oleObject587.bin

image49.wmf
(1)(1)

n

n

P

-=-


oleObject52.bin

image50.wmf
7

¢


image4.wmf
0

r


oleObject53.bin

image51.wmf
0

00

0

0

0

0

1

(cos),

1

1

(cos).

n

n

n

n

n

n

r

P

приrr

rr

R

r

P

приrr

rr

q

q

¥

=

¥

=

ì

æö

ï

<

ç÷

ï

èø

=

í

ï

æö

>

ï

ç÷

èø

î

å

å


oleObject54.bin

image52.wmf
(,)

x

r

Y


oleObject55.bin

image53.wmf
r


oleObject56.bin

image54.wmf
x


oleObject57.bin

image55.wmf
2

(12)()0

xx

r

rrr

-+Y--Y=


image5.wmf
R


oleObject58.bin

image56.wmf
2

(12)0

x

x

rrr

-+Y-Y=


oleObject59.bin

image57.wmf
r


oleObject60.bin

image58.wmf
Y


oleObject61.bin

image59.wmf
1

0

(1)()

n

n

n

nPx

r

r

¥

+

=

Y=+

å


oleObject62.bin

image60.wmf
n

r


image6.wmf
0

M


oleObject63.bin

image61.wmf
x


oleObject64.bin

image62.wmf
11

(1)()(21)()()0

nnn

nPxxnPxnPx

+-

+-++=


oleObject65.bin

image63.wmf
()(1)

n

Pxn

>


oleObject66.bin

image64.wmf
01

()1,()

PxPxx

==


oleObject67.bin

image65.wmf
1

n

=


image7.wmf
M


oleObject68.bin

image66.wmf
2

2

1

()(31)

2

Pxx

=-


oleObject69.bin

image67.wmf
1

()()()0

nnn

nPxxPxPx

-

¢

¢

-+=


oleObject70.bin

image68.wmf
1

()()()

nnn

PxxPxnPx

-

¢

¢

=-


oleObject71.bin

image69.wmf
11

()()()0

nnn

PxxPxnPx

--

¢

¢

--=


oleObject72.bin

image70.wmf
Y


oleObject1.bin

oleObject73.bin

image71.wmf
()0

x

x

r

rr

Y--Y=


oleObject74.bin

image72.wmf
n

r


oleObject75.bin

image73.wmf
x


oleObject76.bin

image74.wmf
1

nnn

PxPnP

-

¢

¢

=-


oleObject77.bin

image75.wmf
1

(1)0

nnn

PxPnP

+

¢

¢

--+=


oleObject2.bin

oleObject78.bin

image76.wmf
1

n

+


oleObject79.bin

image77.wmf
n


oleObject80.bin

image78.wmf
()

n

Px


oleObject81.bin

image79.wmf
1

n

P

-


oleObject82.bin

image80.wmf
1

n

P

-

¢


oleObject3.bin

oleObject83.bin

image81.wmf
1

n

P

-

¢


oleObject84.bin

image82.wmf
2

111

(1)0

nnnnnn

PxPnPxPnxPnP

---

¢

¢¢

--=-+-=


oleObject85.bin

image83.wmf
x


oleObject86.bin

oleObject87.bin

image84.wmf
2

1

(1)

nnnn

xPnxPnPnP

-

¢

éù

¢¢¢

-++-=

ëû


oleObject88.bin

oleObject4.bin

image85.wmf
22

(1)()0

nnnnn

xPnxPnPnxPnP

¢

éù

¢¢¢

=-++--=

ëû


oleObject89.bin

image86.wmf
2

(1)(1)0

nn

xPnnP

¢

éù

¢

-++=

ëû


oleObject90.bin

oleObject91.bin

image87.wmf
(1)

n

nn

l

=+


oleObject92.bin

image88.wmf
l


oleObject93.bin

image89.wmf
11

x

-££


oleObject5.bin

oleObject94.bin

image90.wmf
2

(1)0,11

ddy

xyx

dxdx

l

éù

-+=-<<

êú

ëû


oleObject95.bin

image91.wmf
1

x

=±


oleObject96.bin

image92.wmf
(1)1

y

=


oleObject97.bin

image93.wmf
()0,()1

qxx

r

==


oleObject98.bin

image94.wmf
2

()1

kxx

=-


oleObject6.bin

oleObject99.bin

image95.wmf
(())()()0

kxyqxyxy

lr

¢¢

-+=


oleObject100.bin

image96.wmf
1

1

()()0

nm

PxPxdx

-

=

ò


oleObject101.bin

image97.wmf
mn

¹


oleObject102.bin

image98.wmf
(1)

nn

l

=+


oleObject103.bin

image99.wmf
1

x

=±


oleObject7.bin

oleObject104.bin

image100.wmf
ln(1)

x

m


oleObject105.bin

image122.wmf
(1)

nn

l

¹+


oleObject135.bin

image123.wmf
()

yx


oleObject136.bin

oleObject137.bin

oleObject138.bin

image124.wmf
{

}

()

n

Px


image8.wmf
1

R


oleObject139.bin

image125.wmf
()0

yx

º


oleObject140.bin

image126.wmf
()

n

Px


oleObject141.bin

image127.wmf
()

n

Px


oleObject142.bin

image128.wmf
1/2

1

2

1

()

nn

PPxdx

-

æö

=

ç÷

ç÷

èø

ò


oleObject143.bin

image129.wmf
1

n

+


oleObject8.bin

oleObject144.bin

image130.wmf
n


oleObject145.bin

image131.wmf
n

P


oleObject146.bin

image132.wmf
1

n

P

-


oleObject147.bin

image133.wmf
2

n

P

-


oleObject148.bin

image134.wmf
n

xP


image9.wmf
R


oleObject149.bin

image135.wmf
1

n

P

+


oleObject150.bin

image136.wmf
1

n

P

-


oleObject151.bin

image137.wmf
n

P


oleObject152.bin

image138.wmf
1

n

P

-


oleObject153.bin

image139.wmf
2

n

P

-


oleObject9.bin

oleObject154.bin

image140.wmf
{

}

1

2

12

1

1

()(21)()(1)()

nnnn

PPxnxPxnPxdx

n

--

-

=---=

ò


oleObject155.bin

image141.wmf
1

2

11

1

2121

()

21

nnn

nn

xPPdxP

nn

--

-

--

==

+

ò


oleObject156.bin

image142.wmf
22

0

1

21

n

PP

n

=´

+


oleObject157.bin

image143.wmf
2

2

0

||1||2

P

==


oleObject158.bin

image144.wmf
2

2

21

n

P

n

=

+


image10.wmf
M


oleObject159.bin

image145.wmf
2

21

n

P

n

=

+


oleObject160.bin

image146.wmf
1

1

0,,

()()

2

,.

21

mn

приmn

PxPxdx

приmn

n

-

¹

ì

ï

=

í

=

ï

î+

ò


oleObject161.bin

image147.wmf
2

1

()[(1)]

2!

n

n

n

nn

d

Pxx

ndx

=-


oleObject162.bin

image148.wmf
()

n

Px


oleObject163.bin

image149.wmf
n


oleObject10.bin

oleObject164.bin

image150.wmf
11

x

-<<


oleObject165.bin

image151.wmf
k


oleObject166.bin

image152.wmf
kn

£


oleObject167.bin

image153.wmf
nk

-


oleObject168.bin

image154.wmf
(1,1)

-


image11.wmf
0

M


oleObject169.bin

image155.wmf
2

(1)

n

wx

=-


oleObject170.bin

image156.wmf
(1,1)

-


oleObject171.bin

image157.wmf
()

wx

¢


oleObject172.bin

image158.wmf
1

x

=


oleObject173.bin

image159.wmf
1

x

=-


oleObject11.bin

oleObject174.bin

oleObject175.bin

image160.wmf
()

wx

¢¢


oleObject176.bin

image161.wmf
n


oleObject177.bin

image162.wmf
()

()

n

wx


oleObject178.bin

oleObject179.bin

oleObject180.bin

image12.wmf
r


oleObject181.bin

oleObject182.bin

image163.wmf
()

n

Px

¢


oleObject183.bin

image164.wmf
1

n

-


oleObject184.bin

oleObject185.bin

image165.wmf
1

n

-


oleObject186.bin

oleObject187.bin

oleObject12.bin

image166.wmf
(1,1)

-


oleObject188.bin

image167.wmf
()

n

n

n

d

Px

dx


oleObject189.bin

image168.wmf
nk

-


oleObject190.bin

oleObject191.bin

image169.png




image170.wmf
()

n

Px


oleObject192.bin

image13.wmf
0

r


image171.wmf
11

x

-££


oleObject193.bin

image172.wmf
|()|1

n

Px

£


oleObject194.bin

image173.wmf
2

2

0

1

()1sin

2

n

n

Pxxixd

p

jj

p

éù

=+-

êú

ëû

ò


oleObject195.bin

image174.wmf
1

C


oleObject196.bin

image175.wmf
2

1(||1)

Rxx

=-<


oleObject197.bin

oleObject13.bin

image176.wmf
zx

=


oleObject198.bin

image177.wmf
2

1

i

zxxe

j

=+-


oleObject199.bin

image178.wmf
2

1

i

dzixed

j

j

=-


oleObject200.bin

image179.wmf
1

12(1)

2

()(1)

n

nin

zxxe

j

+

++

-=-


oleObject201.bin

image180.wmf
22222

11(1)21

ii

zxxexxe

jj

-=-+-+-=


oleObject202.bin

image14.wmf
M


image181.wmf
22

121()

iii

xexxee

jjj

-

éù

=-+--=

êú

ëû


oleObject203.bin

image182.wmf
22

211sin

i

xexix

j

j

éù

=-+-

êú

ëû


oleObject204.bin

image183.wmf
11

x

-££


oleObject205.bin

image184.wmf
2

1sin1

xix

j

+-£


oleObject206.bin

oleObject207.bin

image185.wmf
2

2

2

(1)0,11

1

ddym

xyx

dxdx

x

l

æö

éù

-+-=-<<

ç÷

êú

ç÷

ëû

-

èø


oleObject14.bin

oleObject208.bin

image186.wmf
|(1)|

y

±<¥


oleObject209.bin

image187.wmf
(())()()0

kxyqxyxy

lr

¢¢

-+=


oleObject210.bin

image188.wmf
2

2

2

()1,(),()1,1,1

1

m

kxxqxxab

x

r

=-===-=

-


oleObject211.bin

image189.wmf
2

()1

kxx

=-


oleObject212.bin

image190.wmf
11

x

-££


image15.wmf
0

M


oleObject213.bin

image191.wmf
1

x

=-


oleObject214.bin

image192.wmf
1

x

=


oleObject215.bin

oleObject216.bin

image193.wmf
()

yx


oleObject217.bin

image194.wmf
1

x

=±


oleObject218.bin

oleObject15.bin

image195.wmf
n


oleObject219.bin

image196.wmf
2

m

n

=


oleObject220.bin

image197.wmf
2

2

()(1)(),(1)0

m

yxxvxv

=-±¹


oleObject221.bin

image198.wmf
2

(1)2(1)[(1)]0

xvmvmmv

l

¢¢¢

--++-+=


oleObject222.bin

image199.wmf
m

m

dz

dx


oleObject223.bin

image16.wmf
q


image200.wmf
m


oleObject224.bin

image201.wmf
()

n

zPx

=


oleObject225.bin

image202.wmf
(1)

nn

l

=+


oleObject226.bin

image203.wmf
n


oleObject227.bin

image204.wmf
()

(),(1)

m

n

m

dPx

vxnn

dx

l

==+


oleObject228.bin

oleObject16.bin

image205.wmf
()2

2

()

()(1)

m

m

m

n

n

m

dPx

Pxx

dx

=-


oleObject229.bin

image206.wmf
(1),1,2,

n

nnn

l

=+=

K


oleObject230.bin

image207.wmf
()

()

m

n

Px


oleObject231.bin

image208.wmf
m

-


oleObject232.bin

image209.wmf
(0)

()()

nn

PxPx

=


oleObject233.bin

image17.wmf
0

2

0

22

00

0

2

11

,

12

11

11

2cos

,

12

дляrr

r

x

R

rrrr

дляrr

r

x

rr

q

rr

ì

<

ï

+-

ï

==

í

ï

+-

>

ï

+-

î


image210.wmf
()

()0

m

n

Px

º


oleObject234.bin

image211.wmf
mn

£


oleObject235.bin

image212.wmf
()

()

m

n

Px


oleObject236.bin

image213.wmf
()

m

n

P


oleObject237.bin

image214.wmf
2

(1)

m

x

-


oleObject238.bin

oleObject17.bin

image215.wmf
1

m

+


oleObject239.bin

image216.wmf
m


oleObject240.bin

image217.wmf
1

221

1

()()

(1)[(1)](1)

mm

mm

nn

mm

dPxdPx

d

xmmx

dx

dxdx

l

-

-

-

éù

-=----

êú

êú

ëû


oleObject241.bin

image218.wmf
11

()

()2

,

11

()()

()()(1)

mm

m

mmm

nk

nkn

k

mm

dPxdPx

LPxPxdxxdx

dxdx

--

==-

òò


oleObject242.bin

image219.wmf
1

1

2

,

1

1

()()

(1)

mm

mm

kn

nk

mm

dPxdPx

Lx

dxdx

-

-

-

éù

=--

êú

êú

ëû


oleObject243.bin

image18.wmf
cos(11)

xx

q

=-££


image220.wmf
1

1

2

1

1

()()

(1)

mm

m

kn

mm

dPxdPx

d

xdx

dx

dxdx

-

-

-

éù

--

êú

êú

ëû

ò


oleObject244.bin

image221.wmf
11

,,,

[(1)(1)]()(1)

mmm

nknknk

LnnmmLnmnmL

--

=+--=+-+


oleObject245.bin

image222.wmf
0

,,

()(1)...(1)...(1)

m

nknk

LnmnmnnnmL

=++-+-+=


oleObject246.bin

image223.wmf
00

,,

()!!()!

!()!()!

nknk

nmnnm

LL

nnmnm

++

==

--


oleObject247.bin

image224.wmf
0

,

nk

L


oleObject248.bin

oleObject18.bin

image225.wmf
1

0

,

1

0,,

()()

2

,,

21

nknk

приkn

LPxPxdx

приkn

n

-

¹

ì

ï

==

í

=

ï

î+

ò


oleObject249.bin

image226.wmf
(0)

()()

nn

PxPx

=


oleObject250.bin

image227.wmf
1

()

()

1

0,,

()()

2()!

,,

21()!

m

m

n

k

приkn

PxPxdx

nm

приkn

nnm

-

¹

ì

ï

=

+

í

=

ï

+-

î

ò


oleObject251.bin

image228.wmf
()

()

m

n

Px


oleObject252.bin

image229.wmf
2

()

2()!

()

21()!

m

n

nm

Px

nnm

+

=

+-


oleObject253.bin

image19.wmf
0

1

r

r

r

=<


image230.wmf
{

}

()

()

m

n

Px


oleObject254.bin

image231.wmf
(1)

nn

l

=+


oleObject255.bin

image232.wmf
()

()

m

n

Px


oleObject256.bin

image233.wmf
1

x

=±


oleObject257.bin

image234.wmf
(1)

nn

l

¹+


oleObject258.bin

oleObject19.bin

oleObject259.bin

oleObject260.bin

image235.wmf
{

}

()

()

m

n

Px


oleObject261.bin

image236.wmf
()

fx


oleObject262.bin

image237.wmf
[1,1]

-


oleObject263.bin

image238.wmf
1

x

=


oleObject264.bin

image20.wmf
0

1

r

r

r

=<


image239.wmf
1

x

=-


oleObject265.bin

image240.wmf
m


oleObject266.bin

image241.wmf
()

m

n

m

dPx

dx


oleObject267.bin

image242.wmf
nm

-


oleObject268.bin

image243.wmf
x


oleObject269.bin

oleObject20.bin

image244.wmf
()

fx


oleObject270.bin

image245.wmf
[1,1]

-


oleObject271.bin

oleObject272.bin

image246.wmf
0

()()

n

m

nn

m

nm

d

fxcPx

dx

e

=

-<

å


oleObject273.bin

image247.wmf
0

()

nN

e

>


oleObject274.bin

image248.wmf
2

2

(1)

m

x

-


image21.wmf
r


oleObject275.bin

image249.wmf
0

()

1

()()

n

m

nn

nm

fxcPx

e

=

-<

å


oleObject276.bin

image250.wmf
0

()

nN

e

>


oleObject277.bin

image251.wmf
2

2

1

()()(1)

m

fxfxx

=-


oleObject278.bin

image252.wmf
()

fx


oleObject279.bin

image253.wmf
()

fx


oleObject21.bin

oleObject280.bin

image254.wmf
[1,1]

-


oleObject281.bin

image255.wmf
1

()

fx


oleObject282.bin

image256.wmf
1

H


oleObject283.bin

image257.wmf
[1,1]

-


oleObject284.bin

image258.wmf
1

x

=-


image22.wmf
2

1

(,)(01,11)

12

xx

x

rr

rr

Y=<<-££

+-


oleObject285.bin

image259.wmf
1

x

=


oleObject286.bin

image260.wmf
1

()0

fx

=


oleObject287.bin

image261.wmf
|1|||1

x

d

-££


oleObject288.bin

image262.wmf
1

()

fx


oleObject289.bin

oleObject290.bin

oleObject22.bin

image263.wmf
1

2

2

()

()

(1)

m

fx

fx

x

=

-


oleObject291.bin

oleObject292.bin

oleObject293.bin

image264.wmf
()

fx


oleObject294.bin

oleObject295.bin

oleObject296.bin

oleObject297.bin

image265.wmf
2

e


image23.wmf
(,)

x

r

Y


oleObject298.bin

image266.wmf
1

()()

2

fxfx

e

-<


oleObject299.bin

oleObject300.bin

oleObject301.bin

image267.wmf
0

()

111

()(),()()

2

n

m

nn

nm

fxxxcPx

e

=

-<=

ååå


oleObject302.bin

image268.wmf
1

()()

fxx

e

-<

å


oleObject303.bin

image269.wmf
{

}

()

n

x

j


oleObject23.bin

oleObject304.bin

image270.wmf
[,]

ab


oleObject305.bin

image271.wmf
()

Fx


oleObject306.bin

oleObject307.bin

image272.wmf
0

2

1

()()

b

n

nn

n

a

Fxcxdx

je

=

éù

-<

êú

êú

ëû

å

ò


oleObject308.bin

oleObject309.bin

oleObject310.bin

image24.wmf
r


image273.wmf
()

fx


oleObject311.bin

oleObject312.bin

image274.wmf
1

x

=±


oleObject313.bin

image275.wmf
[

]

1

2

1

()()

Fxfxdx

e

-

¢

-<

ò


oleObject314.bin

oleObject315.bin

image276.wmf
1

()()

fxx

e

¢¢

-<

å


oleObject316.bin

oleObject24.bin

image277.wmf
222

()2()

abab

+£+


oleObject317.bin

image278.wmf
[

]

111

22

2

11

111

()2()()2()

FxdxFxfxdxfxdx

e

---

éùéù

-£-+-<

ëûëû

åå

òòò


oleObject318.bin

image279.wmf
2

24()

eee

¢¢¢

+£


oleObject319.bin

image280.wmf
0

xxyyzz

uuuu

D=++=


oleObject320.bin

image281.wmf
1

(,,)

uxyzAxByCz

=++


oleObject321.bin

image25.wmf
0

(,)()

n

n

n

xPx

rr

¥

=

Y=

å


image282.wmf
222

2

(,,)()

uxyzAxByABzCxyDxzEyz

=+-++++


oleObject322.bin

image283.wmf
,,,,

ABCDE


oleObject323.bin

image284.wmf
n


oleObject324.bin

image285.wmf
,,

pqr

npqr

pqrn

uxyz

a

++=

=

å


oleObject325.bin

oleObject326.bin

image286.wmf
(1)(2)

2

nn

++


oleObject25.bin

oleObject327.bin

image287.wmf
1

0,0,1,0,10,1,1

()...

nn

nnn

zxyz

aaa

-

--

++++


oleObject328.bin

image288.wmf
121

1,0,12,1,10,1,1

(...)

nnn

nnn

xxyyz

aaa

---

---

+++++


oleObject329.bin

image289.wmf
10

,0,01,1,00,,0

(...)

nnn

nnn

xxyyz

aaa

-

-

++++


oleObject330.bin

image290.wmf
n

z


oleObject331.bin

image291.wmf
1

n

z

-


image26.wmf
()

n

Px


oleObject332.bin

image292.wmf
z


oleObject333.bin

image293.wmf
n


oleObject334.bin

image294.wmf
0

z


oleObject335.bin

image295.wmf
1

n

+


oleObject336.bin

image296.wmf
(1)(2)

12...(1)

2

nn

nn

++

+++++=


oleObject26.bin

oleObject337.bin

image297.wmf
(1)

2

nn

-


oleObject338.bin

image298.wmf
n

u

D


oleObject339.bin

image299.wmf
2

n

-


oleObject340.bin

image300.wmf
(1)(2)(1)

21

22

nnnn

n

++-

-=+


oleObject341.bin

image301.wmf
(1)

2

nn

-


image27.wmf
n


oleObject342.bin

image302.wmf
21

n

+


oleObject343.bin

oleObject344.bin

image303.wmf
,,

pqr

a


oleObject345.bin

image304.wmf
,,

1

!!!

n

n

pqr

pqr

u

pqr

xyz

a

¶

=

¶¶¶


oleObject346.bin

image305.wmf
n

u


oleObject347.bin

oleObject27.bin

image306.wmf
,,

pqr

a


oleObject348.bin

image307.wmf
2

r

³


oleObject349.bin

image308.wmf
,,0

pq

a


oleObject350.bin

image309.wmf
,,1

pq

a


oleObject351.bin

oleObject352.bin

image310.wmf
2

2

,,

22

1

!!!

n

n

pqr

pqr

u

pqr

xyzz

a

-

-

éù

¶

¶

==

êú

¶¶¶¶

êú

ëû


image28.wmf
1

0

11(,)

()

!2

n

n

nn

C

x

Pxd

ni

r

z

z

p

rz

+

=

¶YY

==

¶

ò


oleObject353.bin

image311.wmf
22

2

12,,22,2,2

222

1

!!!

n

nn

pqrpqr

pqr

uu

pqr

xyzxy

baba

-

+-+-

-

éù

¶¶

¶

=--=+

êú

¶¶¶¶¶

êú

ëû


oleObject354.bin

image312.wmf
2,,2

pqr

a

+-


oleObject355.bin

image313.wmf
,2,2

pqr

a

+-


oleObject356.bin

oleObject357.bin

image314.wmf
,,0

()

pq

pqn

a

+=


oleObject358.bin

oleObject28.bin

image315.wmf
,,1

(1)

pq

pqn

a

++=


oleObject359.bin

image316.wmf
,,0

pq

a


oleObject360.bin

image317.wmf
1

n

+


oleObject361.bin

image318.wmf
,,1

pq

a


oleObject362.bin

image319.wmf
n


oleObject363.bin

image29.wmf
C


oleObject364.bin

image320.wmf
21

n

+


oleObject365.bin

image321.wmf
(,,)

r

qj


oleObject366.bin

image322.wmf
2

2

22222

111

sin0

sinsin

uuu

ur

rr

rrr

q

qq

qqj

¶¶¶¶¶

éùéù

D=++=

êúêú

¶¶¶¶

ëûëû

¶


oleObject367.bin

image323.wmf
(,,)()(,)0

urRrY

qjqj

=º

/


oleObject368.bin

image324.wmf
()

Rr


oleObject29.bin

oleObject369.bin

image325.wmf
2

20

rRrRR

l

¢¢¢

+-=


oleObject370.bin

image326.wmf
(,)

Y

qj


oleObject371.bin

image327.wmf
2

,

22

11

sin0

sin

sin

YY

YYY

qj

lql

qqq

qj

¶¶¶

éù

D+=++=

êú

¶¶

ëû

¶


oleObject372.bin

oleObject373.bin

oleObject374.bin

image328.wmf
(,2)(,),

(0,),(,).

YY

YY

qjpqj

jpj

+=

ü

ý

<¥<¥

þ


image30.wmf
i

zxh

=+


oleObject375.bin

image329.wmf
(,)

Y

qj


oleObject376.bin

image330.wmf
(,)()()0

YW

qjqj

=Fº

/


oleObject377.bin

image331.wmf
()

j

F


oleObject378.bin

image332.wmf
0

m

¢¢

F+F=


oleObject379.bin

image333.wmf
(2)()

jpj

F+=F


oleObject30.bin

oleObject380.bin

oleObject381.bin

image334.wmf
2

m

m

mm

==


oleObject382.bin

image335.wmf
0,1,2,...

m

=


oleObject383.bin

image336.wmf
cos

m

j


oleObject384.bin

image337.wmf
sin

m

j


oleObject385.bin

image31.wmf
0

z

=


image338.wmf
()

W

q


oleObject386.bin

image339.wmf
2

1()

sin()()0

sin

sin

ddW

W

dd

qm

qlq

qqq

q

éù

+-=

êú

ëû


oleObject387.bin

image340.wmf
0

q

=


oleObject388.bin

image341.wmf
qp

=


oleObject389.bin

image342.wmf
cos

t

q

=


oleObject390.bin

oleObject31.bin

image343.wmf
cos

()(cos)()

t

XtXW

q

qq

=

==


oleObject391.bin

image344.wmf
()

Xt


oleObject392.bin

image345.wmf
2

2

2

(1)()0

1

ddXm

tX

dtdt

t

l

éù

-+-=

êú

ëû

-


oleObject393.bin

image346.wmf
(11)

t

-<<


oleObject394.bin

image347.wmf
(1)

nn

l

=+


oleObject395.bin

image32.wmf
2

121

xz

zzz

-+=-


image348.wmf
()()

coscos

()()(cos)()

mm

tntn

XtPtPW

qq

qq

==

===


oleObject396.bin

image349.wmf
mn

£


oleObject397.bin

image350.wmf
n


oleObject398.bin

image351.wmf
cos

k

j


oleObject399.bin

image352.wmf
sin

k

j


oleObject400.bin

oleObject32.bin

image353.wmf
(0)

(1)(1)(1)(1)

()()

0:(,)(cos)

1:

(,)(cos)cos,(,)(cos)sin

........................................

........................................

..................

:

(,)

nn

nnnn

kk

nn

mYP

m

YPYP

mk

YP

qjq

qjqjqjqj

qj

-

-

==

=

==

=

=

()()

(cos)cos,(,)(cos)sin

(1,2,...,).

kk

nn

kYPk

kn

qjqjqj

ü

ï

ï

ï

ï

ï

ý

ï

ï

ï

=

ï

=

ï

þ


oleObject401.bin

oleObject402.bin

image354.wmf
()

m

n

Y


oleObject403.bin

image355.wmf
21

n

+


oleObject404.bin

oleObject405.bin

image356.wmf
()

0

(,)(cossin)(cos)

n

m

nnmnmn

m

YAmBmP

qjjjq

=

=+

å


oleObject406.bin

image33.wmf
2

2

1

zx

z

z

-

=

-


image357.wmf
()

(,)(,)

n

m

nmnn

mn

YCY

qjqj

=-

=

å


oleObject407.bin

image358.wmf
 0,

0

nm

mn

nm

A

при

C

m

B

m

при

ì

=

í

î

£

>


oleObject408.bin

image359.wmf
(0)

(cos)

nn

YP

q

=


oleObject409.bin

image360.wmf
j


oleObject410.bin

image361.wmf
()

n

Pt


oleObject411.bin

oleObject33.bin

oleObject412.bin

image362.wmf
(1,1)

-


oleObject413.bin

image363.wmf
1

n

+


oleObject414.bin

image364.wmf
()

cos

sin

sin()

cos

k

kk

nn

k

t

k

d

YPt

k

dt

q

j

q

j

±

=

éù

ì

=

êú

í

î

êú

ëû


oleObject415.bin

image365.wmf
sin

q


oleObject416.bin

image366.wmf
sin

k

j


image34.wmf
2

1

2

1

z

ddz

z

z

z

-

=

-


oleObject417.bin

image367.wmf
cos

k

j


oleObject418.bin

image368.wmf
2

k


oleObject419.bin

image369.wmf
()

k

n

k

d

Pt

dt


oleObject420.bin

image370.wmf
nk

-


oleObject421.bin

image371.wmf
()

k

n

Y

±


oleObject34.bin

oleObject422.bin

oleObject423.bin

image372.wmf
0

k

>


oleObject424.bin

image373.jpeg
////,
/(// ‘

/H

//!/
/

7)

////////,//

)

\\i\\\\





image374.wmf
()

Rr


oleObject425.bin

oleObject426.bin

image375.wmf
()

Rrr

s

=


oleObject427.bin

image35.wmf
2

2

(,)

1

dz

xd

z

zz

Y=

-


image376.wmf
s


oleObject428.bin

image377.wmf
(1)(1)0

nn

ss

+-+=


oleObject429.bin

oleObject430.bin

image378.wmf
n

s

=


oleObject431.bin

image379.wmf
(1)

n

s

=-+


oleObject432.bin

image380.wmf
()

(,)

nk

n

rY

qj


oleObject35.bin

oleObject433.bin

image381.wmf
(1)()

(,)

nk

n

rY

qj

-+


oleObject434.bin

oleObject435.bin

image382.wmf
2

sincoscos

nknkq

vrk

qjq

--

=


oleObject436.bin

image383.wmf
q


oleObject437.bin

image384.wmf
2

nk

-


oleObject438.bin

image36.wmf
1

2

11

1(1)

()

2()

n

n

nn

C

z

Pxdz

izx

p

++

-

=

-

ò


image385.wmf
v


oleObject439.bin

image386.wmf
123

vuuu

=××


oleObject440.bin

image387.wmf
1

sincosResinRe()

k

kkik

urkrexiy

j

qjq

éùéù

===+

ëûëû


oleObject441.bin

image388.wmf
222

2

cos

nkqnkqnkq

urz

q

------

==


oleObject442.bin

image389.wmf
2222

3

()

qq

urxyz

==++


oleObject443.bin

oleObject36.bin

image390.wmf
()

(,)

nk

n

rY

qj


oleObject444.bin

image391.wmf
22

knkqqn

+--+=


oleObject445.bin

image392.wmf
l


oleObject446.bin

image393.wmf
S


oleObject447.bin

image394.wmf
1

Y


oleObject448.bin

image1.wmf
r


image37.wmf
1

C


image395.wmf
2

Y


oleObject449.bin

image396.wmf
,111

0

YY

qj

l

D+=


oleObject450.bin

image397.wmf
,222

0

YY

qj

l

D+=


oleObject451.bin

image398.wmf
2

,

22

11

sin

sin

sin

uu

qj

q

qqq

qj

¶¶¶

æö

D=+

ç÷

¶¶

èø

¶


oleObject452.bin

image399.wmf
1212

2,1

2

1

sin

YYYY

YYdd

qj

qqjj

q

åå

¶¶¶¶

ìü

DW=-+×W

íý

¶¶¶¶

îþ

òòòò


oleObject453.bin

oleObject37.bin

image400.wmf
(sin)

ddd

qqj

W=


oleObject454.bin

image401.wmf
1

sin

uu

gradu

θφ

ii

qqj

¶¶

=+

¶¶


oleObject455.bin

image402.wmf
1

(sin)

sin

A

divA

A

j

q

q

qqj

¶

éù

¶

=+

êú

¶¶

ëû


oleObject456.bin

image403.wmf
,

udivgradu

qj

D=


oleObject457.bin

image404.wmf
2112

YYdgradYgradYd

åå

DW=-××W

òòòò


oleObject458.bin

image38.wmf
zx

=


image405.wmf
1

Y


oleObject459.bin

image406.wmf
2

Y


oleObject460.bin

image407.wmf
{

}

,11,2

2

0

JYYYYd

qjqj

å

=D-DW=

òò


oleObject461.bin

oleObject462.bin

oleObject463.bin

image408.wmf
2112

()0

JYYd

ll

å

=-W=

òò


oleObject464.bin

oleObject38.bin

image409.wmf
12

ll

¹


oleObject465.bin

image410.wmf
12

0

YYd

å

W=

òò


oleObject466.bin

image411.wmf
2

12

00

(,)(,)sin0

YYdd

pp

qjqjqqj

=

òò


oleObject467.bin

image412.wmf
l


oleObject468.bin

image413.wmf
(1)

nn

l

=+


oleObject469.bin

image39.wmf
1

2

2

1(1)

(1)

2

n

n

C

z

dzx

izx

p

-

=-

-

ò


image414.wmf
21

n

+


oleObject470.bin

image415.wmf
n


oleObject471.bin

image416.wmf
1

()

k

n

Y


oleObject472.bin

image417.wmf
2

()

k

n

Y


oleObject473.bin

image418.wmf
1212

2

()()()()

00

(,)(,)sin

kkkk

nnnn

YYdYYdd

pp

qjqjqqj

å

W==

òòòò


oleObject474.bin

oleObject39.bin

image419.wmf
12

2

()()

12

00

coscos(cos)(cos)sin

kk

nn

kkdPPd

pp

jjjqqqq

==

òò


oleObject475.bin

image420.wmf
12

21

()()

12

01

coscos()()

kk

nn

kkdPtPtdt

p

jjj

+

-

==

òò


oleObject476.bin

image421.wmf
12

12

12

0,

2()!

0,

21()!

2

20,

21

приkk

nk

приkkk

nnk

приkk

n

p

p

ìü

ïï

¹

ïï

+

ïï

===¹

íý

+-

ïï

ïï

×==

ïï

î+þ


oleObject477.bin

image422.wmf
0

qp

££


oleObject478.bin

image423.wmf
02

jp

££


oleObject479.bin

image40.wmf
11

22

1

(1)(1)

!

()

nnn

nn

CC

dzz

dzndz

zx

dxzx

+

--

=

-

-

òò


image424.wmf
2

22

()()

00

2()!

(,)sin

21()!

kk

nnk

nk

YYdd

nnk

pp

qjqqjpe

+

éù

==

ëû

+-

òò


oleObject480.bin

image425.wmf
0

2

e

=


oleObject481.bin

image426.wmf
1

k

e

=


oleObject482.bin

image427.wmf
0

k

>


oleObject483.bin

image428.wmf
(,)

f

qj


oleObject484.bin

oleObject40.bin

image429.wmf
()

00

(,)(cossin)(cos)

n

m

nmnmn

nm

fAmBmP

qjjjq

¥

==

=+

åå


oleObject485.bin

image430.wmf
nm

A


oleObject486.bin

image431.wmf
nm

B


oleObject487.bin

image432.wmf
2

()

00

2

()

2

()

00

2

()

(,)(cos)cossin

,

(,)(cos)sinsin

,

m

n

nm

m

n

m

n

nm

m

n

fPmdd

A

Y

fPmdd

B

Y

pp

pp

qjqjqqj

qjqjqqj

ü

ï

ï

=

ï

ï

ý

ï

ï

=

ï

ï

þ

òò

òò


oleObject488.bin

image433.wmf
2

()

2

()!

21()!

m

m

n

nm

Y

nnm

pe

+

=

+-


oleObject489.bin

oleObject41.bin

image434.wmf
2,0,

1,0.

m

приm

приm

e

=

ì

=

í

>

î


oleObject490.bin

image435.wmf
0

(,,)(,)

n

n

n

r

urY

a

qjqj

¥

=

æö

=

ç÷

èø

å


oleObject491.bin

image436.wmf
1

0

(,,)(,)

n

n

n

a

urY

r

qjqj

+

¥

=

æö

=

ç÷

èø

å


oleObject492.bin

image437.wmf
{

}

()

0

(,)cossin(cos)

n

m

nnmnmn

m

YmmP

qjajbjq

=

=+

å


oleObject493.bin

image438.wmf
(,)

f

qj


oleObject494.bin

image41.wmf
2

1

()(1)

2!

n

n

n

nn

d

Pxx

ndx

éù

=-

ëû


image439.wmf
[

]

0

(,)()cos()sin

mm

m

fAmBm

qjqjqj

¥

=

=+

å


oleObject495.bin

image440.wmf
m

A


oleObject496.bin

image441.wmf
m

B


oleObject497.bin

image442.wmf
2

m

M

A

m

<


oleObject498.bin

image443.wmf
2

m

M

B

m

<


oleObject499.bin

image2.wmf
q


oleObject42.bin

image444.wmf
max

Mf

jj

=


oleObject500.bin

image445.wmf
[

]

0

0

0

2

0

1

()cos()sin2

m

mmm

mmm

fAmBmRM

m

qjqje

¥

==

¢

-+=<<

åå


oleObject501.bin

image446.wmf
0

e

¢

>


oleObject502.bin

image447.wmf
()

m

A

q


oleObject503.bin

image448.wmf
()

m

B

q


oleObject504.bin

oleObject43.bin

image449.wmf
q


oleObject505.bin

image450.wmf
q


oleObject506.bin

image451.wmf
0


oleObject507.bin

image452.wmf
p


oleObject508.bin

image453.wmf
m


oleObject509.bin

image42.wmf
n


image454.wmf
()

0

0

()(cos)

21

n

m

mk

k

k

AaP

m

e

qq

=

¢

-<

+

å


oleObject510.bin

image455.wmf
()

0

0

()(cos)

21

n

m

mk

k

k

BbP

m

e

qq

=

¢

-<

+

å


oleObject511.bin

image456.wmf
0

()()

00

(,)(cos)cos(cos)sin2

m

n

mm

kk

kk

mk

faPmbPm

qjqjqje

==

éù

¢

-+<

ëû

åå


oleObject512.bin

image457.wmf
(,)

f

qj


oleObject513.bin

image458.wmf
(1)

nn

l

¹+


oleObject514.bin

oleObject44.bin

image459.wmf
n


oleObject515.bin

image460.wmf
(1)

nn

l

=+


oleObject516.bin

image461.wmf
2

22

11

sin0

sin

sin

uu

u

ql

qqq

qj

¶¶¶

æö

++=

ç÷

¶¶

èø

¶


oleObject517.bin

image462.wmf
,

0

uu

qj

l

D+=


oleObject518.bin

image463.wmf
(

)

02,0

jpqp

££££

å


oleObject519.bin

oleObject45.bin

oleObject520.bin

image464.wmf
2

,

22

11

sin0

sin

sin

uu

u

qj

q

qqq

qj

¶¶¶

æö

D=+=

ç÷

¶¶

èø

¶


oleObject521.bin

image465.wmf
0

q

=


oleObject522.bin

image466.wmf
qp

=


oleObject523.bin

image467.wmf
(

)

,

,

udivgradu

qj

qj

D=


oleObject524.bin

image468.wmf
,

0

u

qj

D=


image43.wmf
x


oleObject525.bin

image469.wmf
,

uq

qj

D=


oleObject526.bin

image470.wmf
1

4

q

p

æö

=

ç÷

èø


oleObject527.bin

image471.wmf
0

q

=


oleObject528.bin

image472.wmf
1

qd

s

S

=

òò


oleObject529.bin

image473.wmf
u


oleObject46.bin

oleObject530.bin

image474.wmf
q


oleObject531.bin

image475.wmf
lnsinln

2

uqctg

q

q

=-+


oleObject532.bin

oleObject533.bin

image476.wmf
0

q

=


oleObject534.bin

image477.wmf
cq

=-


oleObject535.bin

image44.wmf
n


image478.wmf
2lnsinln2

2

uqq

q

=--


oleObject536.bin

image479.wmf
1

uconst

=


oleObject537.bin

image480.wmf
G


oleObject538.bin

image481.wmf
1

lnsin

22

G

q

p

=-


oleObject539.bin

image482.wmf
0

M


oleObject540.bin

oleObject47.bin

image483.wmf
(

)

0

0

1

,lnsin

22

MM

GMM

g

p

=-


oleObject541.bin

image484.wmf
0

MM

g


oleObject542.bin

image485.wmf
000

(,)

M

qj


oleObject543.bin

image486.wmf
(,)

M

qj


oleObject544.bin

image489.wmf
2

,

22

11

sin(,)

sin

sin

uu

uF

qj

qqj

qqq

qj

¶¶¶

æö

D=+=-

ç÷

¶¶

èø

¶


oleObject547.bin

image45.wmf
()(1)()

n

nn

PxPx

-=-


image490.wmf
S


oleObject548.bin

image491.wmf
0

Fd

s

S

=

òò


oleObject549.bin

image492.wmf
,

qj

D


oleObject550.bin

image493.wmf
()(,)()

P

uMGMPFPdA

s

S

=+

òò


oleObject551.bin

image494.wmf
A


oleObject552.bin

image101.wmf
{

}

()

n

x

j


oleObject111.bin

image105.wmf
2

()()

b

n

a

fxSxdx

e

-<

ò


oleObject112.bin

oleObject113.bin

image106.wmf
22

1

()

b

nn

n

a

fxdxNf

¥

=

=

å

ò


oleObject114.bin

image107.wmf
n

f


oleObject115.bin

image108.wmf
()

fx


oleObject116.bin

oleObject106.bin

image109.wmf
1

()()

b

nn

n

a

ffxxdx

N

j

=

ò


oleObject117.bin

image110.wmf
2

()

b

nn

a

Nxdx

j

=

ò


oleObject118.bin

oleObject119.bin

image111.wmf
()0

fx

º

/


oleObject120.bin

image112.wmf
()

n

x

j


oleObject121.bin

oleObject122.bin

oleObject107.bin

image113.wmf
22

1

()0

b

nn

n

a

fxdxNf

¥

=

==

å

ò


oleObject123.bin

image114.wmf
0

n

f

=


oleObject124.bin

image115.wmf
()0

fx

º


oleObject125.bin

oleObject126.bin

image116.wmf
{

}

()

n

x

j


oleObject127.bin

image117.wmf
()

fx


image102.wmf
(,)

ab


oleObject128.bin

oleObject129.bin

oleObject130.bin

image118.wmf
()

n

Qx


oleObject131.bin

image119.wmf
()()

n

fxQx

e

-<


oleObject132.bin

image120.wmf
()

n

Qx


oleObject133.bin

image121.wmf
{

}

()

n

Px


oleObject108.bin

oleObject134.bin

image487.wmf
g


oleObject545.bin

image488.wmf
000

coscoscossinsincos()

gqqqqjj

=+-


oleObject546.bin

oleObject109.bin

image103.wmf
0

e

>


oleObject110.bin

image104.wmf
1122

()()()...()

nnn

Sxcxcxcx

jjj

=+++


