Лекция 8
Собственные векторы и собственные значения
линейного оператора

 




Пусть A – оператор из . Число С (С – поле комплексных чисел) называется собственным значением оператора A, если существует ненулевой вектор , такой, что

	.	(1)

Всякий вектор , удовлетворяющий условию (1), называется собственным вектором оператора A, соответствующим собственному значению .



Утверждение 1. Если  – матрица линейного оператора A в произвольном базисе  пространства , то многочлен  не зависит от выбора базиса [e].



Доказательство. Пусть [e] и  – два произвольных базиса пространства  и T – матрица перехода от базиса [e] к базису . Тогда согласно (1) имеем


и следовательно,

, т.е.

.


Определение 1. Многочлен  называется характеристическим многочленом оператора A. Уравнение  называется характеристическим уравнением.
Имеет место следующая важная




Теорема 1. Для того чтобы число  было собственным значением оператора , необходимо и достаточно, чтобы это число было корнем характеристического уравнения  оператора A, причем этому собственному числу соответствует n – r линейно-независимых собственных векторов оператора A, где r равно рангу матрицы .

Доказательство. Условие, что вектор  – собственный, т.е. равенство (1) в матричной форме в базисе [e] может быть записано в виде  

	

или		(2)
Необходимым и достаточным условием существования ненулевого решения однородной системы (2) является равенство нулю ее определителя


	.	(3)
Поэтому корни уравнения (3) и только они являются собственными значениями оператора A (в действительном пространстве они действительны, в комплексном, вообще говоря, комплексные). Таким образом, первая часть теоремы доказана.




Далее пусть  – собственное значение оператора A, т.е. корень характеристического уравнения (3). Подставляя  в систему (2), получаем однородную систему линейных алгебраических уравнений с матрицей . Если ранг этой матрицы равен r, то соответствующая система имеет n – r линейно независимых собственных векторов, отвечающих значению .
Итак, получено следующее правило для нахождения собственных векторов и собственных значений оператора A.

1. Составив характеристическое уравнение , найдем все корни этого уравнения. Согласно предыдущей теореме они и будут собственными значениями оператора  A.





2. Возьмем произвольное найденное собственное значение  оператора A. Подставив  в систему (2), получим однородную систему линейных алгебраических уравнений для нахождения координат в базисе [e] собственных векторов оператора A. Очевидно, что n – r векторов  , входящих в фундаментальную систему решений, указанной однородной системы и образуют линейно-независимые собственные векторы оператора A. Их линейная оболочка с исключением из нее нулевого вектора дает все собственные векторы, отвечающие собственному значению .
Перебрав таким способом все корни характеристического уравнения, найдем все собственные векторы оператора A.


Согласно основной теореме алгебры любой многочлен степени n (n1) с комплексными коэффициентами имеет в поле комплексных чисел ровно n корней, если каждый корень считать столько раз, какова его кратность. Напомним, что число  называется корнем многочлена




кратности s, если этот многочлен можно представить в виде , причем .


Если алгебраической кратностью собственного значения назвать его кратность как корня характеристического многочлена, то в комплексном линейном пространстве  размерности n любой оператор  имеет n собственных значений (с учетом их алгебраической кратности). При этом существует хотя бы один собственный вектор.




Если собственному числу  соответствует p (p1) линейно-независимых собственных векторов, то p называется геометрической кратностью собственного значения  оператора A. Если p  1, то  называется простым собственным значением; если p > 1, то – кратным собственным значением.

На вопрос о том, как соотносятся между собой алгебраическая и геометрическая кратности собственного числа , дает ответ следующее


Утверждение 1. Для любого оператора  геометрическая кратность любого собственного значения  не превосходит его алгебраической кратности.


Доказательство. Пусть  – собственное значение оператора A алгебраической кратности s. Тогда характеристический многочлен  оператора A можно представить в виде

	,	(4)


где  – многочлен степени n – s и . 





Далее пусть  имеет геометрическую кратность k. Согласно определению это означает, что имеется k линейно-независимых собственных векторов оператора A, отвечающих собственному значению . Обозначим их  и дополним их векторами  до базиса во всем пространстве . В этом базисе матрица Ae оператора A, очевидно, имеет вид:

,
где C – некоторая матрица порядка n×(n – k).



Тогда, как нетрудно заметить,  , где  – некоторый многочлен степени n – k. Следовательно, из (4) получаем k  s. #




Замечание 1. Геометрическая кратность может быть и меньше алгебраической. Например, оператор , задаваемый в базисе  матрицей , имеет собственное значение , алгебраическая кратность которого равна 2, а геометрическая кратность равна 1.

Инвариантное подпространство.
Свойства собственных векторов линейного оператора

1. Определение инвариантного подпространства 
Пусть V – произвольное линейное пространство, A – линейный оператор, действующий в пространстве V.




Определение 2. Линейное подпространство  называется инвариантным относительно оператора AL (V), если для каждого вектора  вектор Ax также принадлежит .
Тривиальными инвариантными подпространствами являются подпространство, состоящее только из нуля, и все пространство.



Утверждение 2. Образ  и ядро  оператора AL (V) являются инвариантными подпространствами.





Доказательство. В самом деле, если , то в силу определения  и . Далее, если , то и . #

2. Геометрическая интерпретация собственных векторов
и собственных значений оператора A





Пусть A – линейный оператор, действующий в действительном линейном пространстве  и пусть  (k  n) – линейно-независимые собственные векторы оператора A, отвечающие собственным значениям  соответственно. Как уже отмечалось выше, L есть инвариантное подпространство относительно оператора A. Очевидно, для любого



имеем	
Таким образом, преобразование A в подпространстве

L








есть «растяжение» (понимаемое в широком смысле) по направлениям векторов  с коэффициентами растяжения   соответственно. Отметим, что если , а  – базис из собственных векторов, то преобразование A в L есть преобразование подобия, т.е. каждый вектор  растягивается в  раз.

3. Свойства собственных векторов линейного оператора




Свойство 1. Если e – собственный вектор оператора AL (V), отвечающий собственному значению , то для любого числа ,  – также собственный вектор оператора A, отвечающий тому же собственному значению .




Свойство 2. Если  – собственные векторы оператора AL (V), то L – линейная оболочка элементов  – есть инвариантное подпространство оператора A.




Свойство 3. Если некоторому собственному значению  отвечает k линейно-независимых собственных векторов , то любой ненулевой вектор x из линейной оболочки L также является собственным вектором оператора A, отвечающим тому же собственному значению .





Свойство 4. (теорема о линейной независимости собственных векторов, отвечающих различным собственным значениям). Если  – собственные векторы оператора AL (V) и соответствующие им собственные значения  попарно различны, т.е.  при i  j, то  линейно независимы.
Доказательство. Свойство 9.5 следует из определения собственного вектора и линейности оператора A.









Свойство 5. Пусть  – собственные векторы оператора A, отвечающие собственным значениям , т.е. , k  1, 2,…, m. Рассмотрим произвольный элемент . Из определения линейной оболочки   следует, что элемент x можно представить в виде  (,...,  – некоторые числа). Тогда, очевидно,





Свойство 6. Если , то согласно определению линейной оболочки существуют числа , такие, что . Тогда указанное свойство следует из определения собственного вектора и цепочки равенств:


Свойство 7. Доказательство этого свойства проведем методом математической индукции. Для m  1 утверждение очевидно. Пусть это свойство верно для m – 1 векторов. Докажем его для m векторов. Предположим, что имеет место равенство:

	.	(5)
Применяя к обеим частям последнего равенства оператор A, получаем

.

Вычитая из последнего равенства равенство (5), умноженное на , получаем

.

В силу индуктивного предположения о линейной независимости m – 1 векторов  имеем

.








Так как  при i j, то , . Отсюда и из (5) следует, что , так как . Итак, из равенства (5) получили . Это означает, что векторы  линейно независимы. Индукция проведена. #



Следствие 8. Если оператор  имеет n попарно различных собственных значений, то соответствующие им собственные векторы  образуют базис в пространстве .



Доказательство. Из свойства 4 следует, что  линейно независимы, а тогда они образуют базис втак как 


Приведение матрицы оператора к диагональному виду




Определение 2. Квадратная матрица  n-го порядка называется диагональной, если все ее элементы  при i j равны нулю.




Утверждение 2. Если  – линейно-независимые собственные векторы оператора A, j  1, 2,…, k), то матрица  оператора A в базисе  имеет вид:

,


где    и    –  некоторые  матрицы  порядков  k × (n – k)  и  (n –k)×(n – k)  соответственно.
Доказательство. Непосредственно следует из определения матрицы оператора A. #





Теорема 2. Матрица  оператора  в базисе  имеет диагональный вид тогда и только тогда, когда базисные векторы  являются собственными векторами оператора A. При этом матрица  в базисе из собственных векторов имеет вид:

	,	(6)

где ,  i = 1, 2,…, n, – собственные значения оператора A:

.


Доказательство. Достаточность. Если базис  состоит из собственных векторов оператора A, т.е. , k = 1, 2,…, n, то согласно определению матрицы линейного оператора имеем

,

т.е.  является диагональной.




Необходимость. Пусть матрица  линейного оператора A в данном базисе [e] имеет вид (6). Тогда, очевидно, для любого i =1, 2,…, n , т.е.  – собственные векторы, а  – собственные значения оператора A. #



Теорема 3. Если  – различные собственные значения оператора , то существует базис [e], в котором матрица  оператора A имеет диагональный вид (6).



Доказательство. Действительно, согласно следствию 2 собственные векторы , отвечающие собственным значениям , образуют базис в пространстве .   #

Замечание 2. Обратное утверждение неверно. Например, для тождественного оператора I матрица  имеет вид:

.

Она – диагональная, а собственные значения оператора  – кратные. Можно дать еще один критерий, когда матрица линейного оператора может быть приведена к диагональному виду.



Теорема 4. Для того чтобы существовал базис , в котором матрица  линейного оператора A, действующего в комплексном пространстве , имела бы диагональный вид необходимо и достаточно, чтобы для каждого собственного значения оператора A его алгебраическая кратность совпадала с геометрической.



Доказательство. Необходимость. Пусть существует базис , в котором матрица линейного оператора имеет диагональный вид (9.26). Очевидно, что векторы  – собственные векторы оператора A, отвечающие собственным значениям . Тогда характеристическая матрица оператора A имеет вид

	,	(7)
а характеристический многочлен

.










Если, например,  имеет алгебраическую кратность , т.е. ; , то на диагонали матрицы (7) при  первые  элементов равны нулю, а остальные отличны от нуля, поэтому , а тогда согласно теореме 3 собственному значению  отвечает  линейно независимых собственных векторов оператора A. Следовательно, алгебраическая и геометрическая кратность  совпадают.





Достаточность. Пусть для каждого собственного значения , i = 1, 2,…, s его алгебраическая кратность  совпадает с геометрической, т.е. каждому собственному значению  соответствует  линейно-независимых собственных векторов. Эти векторы, очевидно, образуют базис в своей линейной оболочке . Для завершения доказательства теоремы достаточно показать, что


  для любых ,  i, j =1, 2,…, s.	(8)



Действительно, тогда, как легко видеть, объединение базисов подпространств  для всех i  1, 2,…, s дает базис всего пространства , так как , причем полученный базис состоит из собственных векторов оператора A. В таком базисе, как известно (см. теорема 5), матрица оператора имеет диагональный вид (6).





Итак, перейдем к доказательству равенства (8). Предположим противное, т.е. что существует ненулевой вектор , i j. Тогда согласно свойству 5 собственных векторов вектор a является собственным вектором оператора, отвечающим как собственному числу , так и , причем , что противоречит свойству 6 собственных векторов. Полученное противоречие доказывает равенство (8), а следовательно, и теорему в целом. #

Практический способ приведения матрицы
к диагональному виду




Пусть S – матрица перехода от «старого» базиса [e]   к «новому» базису , состоящему из собственных векторов оператора , т.е.


Теорема 5. Имеет место следующее равенство:

	,	(9)

где  – матрица оператора A в «старом» базисе [e], а

[bookmark: _GoBack]
есть диагональная матрица, на диагонали которой стоят собственные значения оператора A.




oleObject1.bin

oleObject52.bin

image41.wmf
0

()()()

s

nns

PP

-

l=l-ll


oleObject53.bin

image42.wmf
()

ns

P

-

l


oleObject54.bin

image43.wmf
0

()0

ns

P

-

l¹


oleObject55.bin

oleObject56.bin

oleObject57.bin

image44.wmf
12

,,...,

k

eee


image2.wmf
l


oleObject58.bin

image45.wmf
1

,...,

kn

ee

+


oleObject59.bin

image46.wmf
n

V


oleObject60.bin

image47.wmf
0

0

0

0

e

A

C

l

éù

êú

êú

êú

=

l

êú

êú

êú

ëû

M

OM

M

LLLL

M


oleObject61.bin

image48.wmf
0

()det()()

k

ne

PAE

l=-l=l-l´


oleObject62.bin

image49.wmf
()

nk

P

-

´l


oleObject2.bin

oleObject63.bin

image50.wmf
()

nk

P

-

l


oleObject64.bin

image51.wmf
2

()

ALV

Î


oleObject65.bin

image52.wmf
12

[][,]

eee

=


oleObject66.bin

image53.wmf
11

01

e

A

éù

=

êú

ëû


oleObject67.bin

image54.wmf
0

1

l=


image3.wmf
Î


oleObject68.bin

image55.wmf
VV

Í

%


oleObject69.bin

image56.wmf
Î


oleObject70.bin

image57.wmf
xV

Î

%


oleObject71.bin

image58.wmf
V

%


oleObject72.bin

image59.wmf
Im

A


oleObject3.bin

oleObject73.bin

image60.wmf
KerA


oleObject74.bin

image61.wmf
Î


oleObject75.bin

image62.wmf
Im

xA

Î


oleObject76.bin

image63.wmf
Im

A


oleObject77.bin

image64.wmf
Im

AxA

Î


image4.wmf
n

V

x

Î


oleObject78.bin

image65.wmf
xKerA

Î


oleObject79.bin

image66.wmf
AxKerA

=qÎ


oleObject80.bin

image67.wmf
n

V


oleObject81.bin

oleObject82.bin

image68.wmf
12

,,...,

k

lll


oleObject83.bin

oleObject4.bin

image69.wmf
12

(,,...,)

k

eee


oleObject84.bin

image70.wmf
121122

(,,...,)(...)

kkk

xLeeexeee

Î=x+x++x


oleObject85.bin

image71.wmf
111222

()()...()

kkk

Axeee

=lx+lx++lx


oleObject86.bin

oleObject87.bin

image72.wmf
12

,,...,

k

eee


oleObject88.bin

image73.wmf
1

,

l


image5.wmf
x

Ax

l

=


oleObject89.bin

image74.wmf
2

,...,

k

ll


oleObject90.bin

image75.wmf
120

...

k

l=l==l=l


oleObject91.bin

oleObject92.bin

oleObject93.bin

image76.wmf
12

(,,...,)

k

xLeee

Î


oleObject94.bin

image77.wmf
0

l


oleObject5.bin

oleObject95.bin

image78.wmf
Î


oleObject96.bin

image79.wmf
0

a¹


oleObject97.bin

image80.wmf
e

a


oleObject98.bin

image81.wmf
12

,,...,

m

eee


oleObject99.bin

oleObject100.bin

image6.wmf
q

¹

x


image82.wmf
12

(,,...,)

m

eee


oleObject101.bin

oleObject102.bin

image83.wmf
0

l


oleObject103.bin

image84.wmf
12

,,...,

k

eee


oleObject104.bin

image85.wmf
12

(,,...,)

k

eee


oleObject105.bin

oleObject106.bin

oleObject6.bin

oleObject107.bin

image86.wmf
Î


oleObject108.bin

image87.wmf
12

,,...,

m

lll


oleObject109.bin

image88.wmf
ij

l¹l


oleObject110.bin

oleObject111.bin

oleObject112.bin

oleObject113.bin

image7.wmf
e

A


image89.wmf
kkk

Aee

=l


oleObject114.bin

image90.wmf
12

(,,...,)

m

xLeee

Î


oleObject115.bin

image91.wmf
1

(,

Le


oleObject116.bin

image92.wmf
2

,...,)

m

ee


oleObject117.bin

image93.wmf
1122

...

mm

xeee

=a+a++a


oleObject118.bin

oleObject7.bin

image94.wmf
1

(

a


oleObject119.bin

image95.wmf
m

a


oleObject120.bin

image96.wmf
12

111

()(,,...,)

mmm

kkkkkkkm

kkk

AxAeAeeLeee

===

æö

=a=a=alÎ

ç÷

ç÷

èø

ååå


oleObject121.bin

image97.wmf
12

(,,...,)

k

xLeee

Î


oleObject122.bin

image98.wmf
1

,...,

k

aa


oleObject123.bin

image8.wmf
]

,...,

,

[

]

[

2

1

n

e

e

e

e

=


image99.wmf
11

...

kk

xee

=a++a


oleObject124.bin

image100.wmf
11221122

1012020011220

(...)...

...(...).

kkkk

kkkk

AxAeeeAeAeAe

eeeeeex

=a+a++a=a+a++a=

=al+al++al=la+a++a=l


oleObject125.bin

image101.wmf
1122

...

mm

eee

a+a++a=q


oleObject126.bin

image102.wmf
111222

...

mmm

eee

al+al++al=q


oleObject127.bin

image103.wmf
m

l


oleObject128.bin

image9.wmf
n

V


image104.wmf
111222111

()()...()

mmmmmm

eee

---

al-l+al-l++al-l=q


oleObject129.bin

image105.wmf
121

,,...,

m

eee

-


oleObject130.bin

image106.wmf
()0,1,2,...,1

iim

im

al-l==-


oleObject131.bin

image107.wmf
ij

l¹l


oleObject132.bin

image108.wmf
¹


oleObject133.bin

oleObject8.bin

image109.wmf
0

i

a=


oleObject134.bin

image110.wmf
1,2,...,1

im

=-


oleObject135.bin

image111.wmf
0

m

a=


oleObject136.bin

image112.wmf
m

e

¹q


oleObject137.bin

image113.wmf
12

...0

m

a=a==a=


oleObject138.bin

image10.wmf
)

(

det

E

A

e

l

-


image114.wmf
12

,,...,

m

eee


oleObject139.bin

image115.wmf
()

n

ALV

Î


oleObject140.bin

image116.wmf
12

,,...,

n

eee


oleObject141.bin

image117.wmf
n

V


oleObject142.bin

oleObject143.bin

image118.wmf
,

n

V


oleObject9.bin

oleObject144.bin

image119.wmf
dim.#

n

nV

=


oleObject145.bin

image120.wmf
[]

ij

Aa

=


oleObject146.bin

image121.wmf
ij

a


oleObject147.bin

image122.wmf
¹


oleObject148.bin

image123.wmf
12

,,...,

k

eee


image11.wmf
]

ˆ

[

e


oleObject149.bin

image124.wmf
(

jjj

Aee

=l


oleObject150.bin

image125.wmf
e

A


oleObject151.bin

image126.wmf
121

[][,,...,,,...,]

kkn

eeeeee

+

=


oleObject152.bin

image127.wmf
1

12

22

0

0

0

e

k

A

A

A

l

éù

êú

êú

êú

=

l

êú

êú

êú

ëû

M

OM

M

LLLLL

M


oleObject153.bin

image128.wmf
12

A


oleObject10.bin

oleObject154.bin

image129.wmf
22

A


oleObject155.bin

image130.wmf
e

A


oleObject156.bin

image131.wmf
()

n

ALV

Î


oleObject157.bin

image132.wmf
12

[][,,...,]

n

eeee

=


oleObject158.bin

image133.wmf
12

,,...,

n

eee


image12.wmf
n

V


oleObject159.bin

oleObject160.bin

image134.wmf
1

2

00

00

00

e

A

n

l

éù

êú

l

êú

=L=

êú

êú

l

êú

ëû

L

L

MMOM

L


oleObject161.bin

image135.wmf
i

l


oleObject162.bin

image136.wmf
jjj

Aee

=l


oleObject163.bin

oleObject164.bin

image137.wmf
kkk

Aee

=l


oleObject11.bin

oleObject165.bin

image138.wmf
1

2

00

00

00

e

A

n

l

éù

êú

l

êú

=L=

êú

êú

l

êú

ëû

L

L

MMOM

L


oleObject166.bin

image139.wmf
e

A


oleObject167.bin

oleObject168.bin

image140.wmf
iii

Aee

=l


oleObject169.bin

oleObject170.bin

image141.wmf
12

,,...,

n

lll


image13.wmf
]

ˆ

[

e


oleObject171.bin

oleObject172.bin

oleObject173.bin

oleObject174.bin

oleObject175.bin

oleObject176.bin

image142.wmf
n

V


oleObject177.bin

image143.wmf
e

A


oleObject178.bin

oleObject12.bin

image144.wmf
100

010

001

e

A

éù

êú

=

êú

êú

ëû

L

L

L


oleObject179.bin

image145.wmf
12

...1

n

l=l==l=


oleObject180.bin

oleObject181.bin

image146.wmf
e

A


oleObject182.bin

image147.wmf
n

V


oleObject183.bin

oleObject184.bin

image14.wmf
T

E

A

T

T

T

T

A

T

E

A

e

e

e

)

(

1

1

1

ˆ

l

-

=

l

-

=

l

-

-

-

-


oleObject185.bin

oleObject186.bin

image148.wmf
1

2

00

00

00

e

n

AE

l-l

éù

êú

l-l

êú

-l=

êú

êú

l-l

êú

ëû

L

L

MMOM

L


oleObject187.bin

image149.wmf
12

()det()()()...()

nen

PAE

l=-l=l-ll-ll-l


oleObject188.bin

image150.wmf
1

l


oleObject189.bin

image151.wmf
1

k


oleObject190.bin

oleObject13.bin

image152.wmf
1

12

...

k

l=l==l


oleObject191.bin

image153.wmf
1

111

,...,

kn

+

l¹ll¹l


oleObject192.bin

image154.wmf
1

l=l


oleObject193.bin

image155.wmf
1

k


oleObject194.bin

image156.wmf
1

()

e

RangAEnk

-l=-


oleObject195.bin

image15.wmf
)

(

det

det

)

(

det

det

)

(

det

1

ˆ

E

A

T

E

A

T

E

A

e

e

e

l

-

=

l

-

=

l

-

-


image157.wmf
1

l


oleObject196.bin

image158.wmf
1

k


oleObject197.bin

image159.wmf
1

l


oleObject198.bin

image160.wmf
i

l


oleObject199.bin

image161.wmf
i

k


oleObject200.bin

oleObject14.bin

oleObject201.bin

oleObject202.bin

image162.wmf
i

L


oleObject203.bin

image163.wmf
ij

LL

=q

I


oleObject204.bin

image164.wmf
ij

¹


oleObject205.bin

oleObject206.bin

image165.wmf
n

V


image16.wmf
ˆ

det()det()

ee

AEAE

-l=-l


oleObject207.bin

image166.wmf
12

...

s

kkkn

+++=


oleObject208.bin

image167.wmf
ij

aLL

Î

I


oleObject209.bin

image168.wmf
¹


oleObject210.bin

image169.wmf
i

l


oleObject211.bin

image170.wmf
j

l


oleObject15.bin

oleObject212.bin

image171.wmf
ij

l¹l


oleObject213.bin

image172.wmf
12

[,,...,]

n

eee

=


oleObject214.bin

image173.wmf
12

ˆˆˆˆ

[][,,...,]

n

eeee

=


oleObject215.bin

image174.wmf
()

n

ALV

Î


oleObject216.bin

image175.wmf
12

[,,...,]

n

Seee

¯¯

¯

=

rrr


image17.wmf
det()

ne

PAE

=-l


oleObject217.bin

image176.wmf
1

e

SAS

-

=L


oleObject218.bin

image177.wmf
e

A


oleObject219.bin

image178.wmf
1

2

00

00

00

n

l

éù

êú

l

êú

L=

êú

êú

l

êú

ëû

L

L

MMOM

L


oleObject220.bin

oleObject16.bin

image18.wmf
det()0

e

AE

-l=


oleObject17.bin

image19.wmf
0

l


oleObject18.bin

image20.wmf
()

n

ALV

Î


oleObject19.bin

oleObject20.bin

image21.wmf
0

e

AE

-l


oleObject21.bin

image22.wmf
n

xV

Î


oleObject22.bin

image23.wmf
[][]

e

Axx

¯¯

=l


oleObject23.bin

image24.wmf
1111221

2112222

1122

()...0,

()...0,

.........................

...()0.

nn

nn

nnnnn

axaxax

axaxax

axaxax

-l+++=

ì

ï

+-l++=

ï

í

ï

ï

+++-l=

î


oleObject24.bin

image25.wmf
11121

21222

ˆ

12

det()0

n

n

e

nnnn

aaa

aaa

AE

aaa

-l

-l

=-l=

-l

L

L

MMOM

L


oleObject25.bin

image26.wmf
0

)

(

det

=

l

-

E

A

e


oleObject26.bin

image27.wmf
0

l


oleObject27.bin

oleObject28.bin

image28.wmf
0

e

AE

-l


oleObject29.bin

oleObject30.bin

image29.wmf
0

det()0

e

AE

-l=


oleObject31.bin

oleObject32.bin

oleObject33.bin

image30.wmf
12

,,...,

nr

xxx

-

¯¯

¯


oleObject34.bin

image31.wmf
0

(())

e

rRangAE

=-l


oleObject35.bin

oleObject36.bin

image32.wmf
³


oleObject37.bin

oleObject38.bin

image33.wmf
1

110

()...

nn

nn

Paaaa

-

-

l=l+l++l+


oleObject39.bin

image34.wmf
*

0

()()()

s

PP

l=l-ll


oleObject40.bin

image35.wmf
*

0

()0

P

l¹


oleObject41.bin

image36.wmf
n

V


oleObject42.bin

image37.wmf
()

n

ALV

Î


oleObject43.bin

image38.wmf
0

l


image1.wmf
)

(

n

V

L


oleObject44.bin

oleObject45.bin

oleObject46.bin

oleObject47.bin

oleObject48.bin

image39.wmf
()

n

ALV

Î


oleObject49.bin

oleObject50.bin

oleObject51.bin

image40.wmf
()det()

ne

PAE

l=-l



 


 


Лекция 


8


 


Собственные векторы


 


и собственные значения


 


линейного опер


а


тора


 


 


 


 


Пусть 


A


 


–


 


оператор из 


)


(


n


V


L


. Число 


l


Î


С


 


(


С


 


–


 


поле комплексных чисел) 


называется собственным значением опер


а


тора 


A


, 


если существует 


ненулевой вектор 


n


V


x


Î


, такой, что


 


 


x


Ax


l


=


.


 


(


1


)


 


Всякий вектор 


q


¹


x


, удовлетворяющий условию (


1


), называется 


собственным вектором оператора 


A


, соответствующим со


б


ственному 


çíà÷åíèþ


 


l


.


 


Óòâåðæäåíèå


 


1


.


 


Åñëè 


e


A


 


–


 


матрица линейного оператора 


A


 


в 


произвольном базисе 


]


,...,


,


[


]


[


2


1


n


e


e


e


e


=


 


пространства 


n


V


, то многочлен 


)


(


det


E


A


e


l


-


 


не зависит от выбора базиса [


e


].


 


Доказательство. П


усть [


e


] и 


]


ˆ


[


e


 


–


 


два произвольных базиса 


пространства 


n


V


 


и 


T


 


–


 


матрица перехода от базиса [


e


] к базису 


]


ˆ


[


e


. Т


о


гда 


согласно (


1


) имеем


 


T


E


A


T


T


T


T


A


T


E


A


e


e


e


)


(


1


1


1


ˆ


l


-


=


l


-


=


l


-


-


-


-


 


и следовательно,


 


)


(


det


det


)


(


det


det


)


(


det


1


ˆ


E


A


T


E


A


T


E


A


e


e


e


l


-


=


l


-


=


l


-


-


, 


т


.


е


.


 


ˆ


det()det()


ee


AEAE


-l=-l


.


 


Определение


 


1


.


 


Многочлен 


det()


ne


PAE


=-l


 


называется 


характеристическим многочленом оператора 


A


. Уравн


е


ние 


det()0


e


AE


-l=


 


называется характеристическим уравнением.


 


Имеет место следующая важная


 


Теорема


 


1


.


 


Для того чтобы число 


0


l


 


было собственным значением 


оператора 


()


n


ALV


Î


, необходимо и достаточно, чт


о


бы это число было корнем 


характеристического уравн


е


ния 


det()0


e


AE


-l=


 


оператора 


A


, причем этому 


собствен


ному числу соответствует 


n


 


–


 


r


 


линейно


-


независимых собственных 


векторов опер


а


тора 


A


, где 


r


 


равно рангу матрицы 


0


e


AE


-l


.


 


Доказательство


. Условие, что вектор 


n


xV


Î


 


–


 


собственный, т.е. 


равенство (


1


) в матричной фор


ме в базисе [


e


] может быть записано в виде 


 


 


 


[][]


e


Axx


¯¯


=l


 




    Лекция  8   Собственные векторы   и собственные значения   линейного опер а тора         Пусть  A   –   оператор из 

) (

n

V L

. Число 





С   ( С   –   поле комплексных чисел)  называется собственным значением опер а тора  A ,  если существует  ненулевой вектор 

n

V x

, такой, что    

x Ax  

.   ( 1 )   Всякий вектор 

  x

, удовлетворяющий условию ( 1 ), называется  собственным вектором оператора  A , соответствующим со б ственному  значению    .   Утверждение   1 .   Если 

e

A

  –   матрица линейного оператора  A   в  произвольном базисе 

] ,..., , [ ] [

2 1

n

e e e e

  пространства 

n

V

, то многочлен 

) ( det E A

e

 

  не зависит от выбора базиса [ e ].   Доказательство. П усть [ e ] и 

]ˆ[e

  –   два произвольных базиса  пространства 

n

V

  и  T   –   матрица перехода от базиса [ e ] к базису 

]ˆ[e

. Т о гда  согласно ( 1 ) имеем  

T E A T T T T A T E A

e e e

) (1 1 1

ˆ

          

  и следовательно,  

) ( det det ) ( det det ) ( det

1

ˆ

E A T E A T E A

e e e

       



,  т . е .  

ˆ

det()det()

ee

AEAE 

.   Определение   1 .   Многочлен 

det()

ne

PAE 

  называется  характеристическим многочленом оператора  A . Уравн е ние 

det()0

e

AE 

  называется характеристическим уравнением.   Имеет место следующая важная   Теорема   1 .   Для того чтобы число 

0



  было собственным значением  оператора 

()

n

ALV 

, необходимо и достаточно, чт о бы это число было корнем  характеристического уравн е ния 

det()0

e

AE 

  оператора  A , причем этому  собствен ному числу соответствует  n   –   r   линейно - независимых собственных  векторов опер а тора  A , где  r   равно рангу матрицы 

0

e

AE 

.   Доказательство . Условие, что вектор 

n

xV 

  –   собственный, т.е.  равенство ( 1 ) в матричной фор ме в базисе [ e ] может быть записано в виде       

[][]

e

Axx





 

