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ÓÄÊÁÁÊÊàøóðíèêîâ Â.À., Êðàñàâèí À.Â. ×èñëåííûå ìåòîäû êâàíòîâîéñòàòèñòèêè. Ì.: , 2009. � ñ.Â êíèãå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿêâàíòîâûõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì: ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëü-òîíîâîé ìàòðèöû è êâàíòîâûé è êëàññè÷åñêèé ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî.Îáúÿñíåíû ñïîñîáû âûáîðà àäåêâàòíîãî äèñêðåòíîãî áàçèñà âîëíîâûõ�óíêöèé, íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà è ðàçëè÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèéñèñòåì, îïèñûâàåìûõ îñíîâíûìè òèïàìè êâàíòîâûõ ñòàòèñòèê � ñòàòè-ñòèêàìè Ôåðìè, Áîçå è ñïèíîâîé. Èññëåäîâàíû ïðîáëåìû ÷èñëåííîãîàíàëèçà òåìïåðàòóðíûõ è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷-íûõ ñèñòåì; ïðîâåäåíî çíàêîìñòâî ñ ñîâðåìåííûìè ìîäåëÿìè �èçèêèêîððåëèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé: ðàçëè÷íûìè ìîäåëÿìè Õàááàðäà, Áîçå �Õàááàðäà, ñïèíîâûìè ìîäåëÿìè, ïðåäñòàâëåí äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîðñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ êâàíòîâûõ ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî, ïîäðîáíî ðàñ-ñìîòðåíû äåòàëè ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ, òàêèõ, êàêïåòëåâûå, äåòåðìèíàíòíûå è ÷åðâÿ÷íûå ìåòîäû, äèàãðàììíûå ìåòîäûÌîíòå-Êàðëî. Îáñóæäåíû îñîáåííîñòè ðàñ÷åòà â ðàñøèðåííîì �àçîâîìïðîñòðàíñòâå, ìåòîäû ðàñ÷åòà ðàçëè÷íûõ ëîêàëüíûõ è êîëëåêòèâíûõñâîéñòâ �èçè÷åñêîé ñèñòåìû.Ìîíîãðà�èÿ ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñòóäåíòàì è àñïèðàíòàì �èçè÷å-ñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé, à òàêæå ïðåïîäàâàòåëÿì è ñïåöèàëèñòàì, çàíèìà-þùèìñÿ �èçèêîé êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü êíèãè,ïîñâÿùåííàÿ êâàíòîâûì ìåòîäàì Ìîíòå-Êàðëî, ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñïå-öèàëèñòîâ, çàíèìàþùèõñÿ ìîäåëèðîâàíèåì ñëîæíûõ ñèëüíî êîððåëèðî-âàííûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì. �åöåíçåíòISBN
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10 Îãëàâëåíèå
1 ÏðåäèñëîâèåÝòà êíèãà íàïèñàíà íà îñíîâå êóðñà ëåêöèé, ÷èòàåìîãî â òå÷åíèå ðÿ-äà ëåò ñòóäåíòàì Ìîñêîâñêîãî èíæåíåðíî-�èçè÷åñêîãî èíñòèòóòà (ãîñó-äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà), è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîãèå âîïðîñû �èçèêèêîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿïðåäìåòîì íàó÷íûõ èíòåðåñîâ àâòîðîâ.Ìàòåðèàë êíèãè îñíîâàí íà äèñöèïëèíàõ, ÷èòàåìûõ ñòóäåíòàì �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé: ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ, óðàâíåíèÿõ ìàòå-ìàòè÷åñêîé �èçèêè, êâàíòîâîé ìåõàíèêå, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñòàòè-ñòè÷åñêîé �èçèêå è òåðìîäèíàìèêå. Íåêîòîðûå ðàçäåëû òðåáóþò ýëå-ìåíòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé î �èçèêå òâåðäîãî òåëà è �èçèêå ñâåðõïðî-âîäèìîñòè. Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü êíèãè, ïîñâÿùåííàÿ êâàíòîâûì ìåòîäàìÌîíòå-Êàðëî, òðåáóåò áîëåå äåòàëüíûõ çíàíèé ïî �èçèêå êîíäåíñèðî-âàííîãî ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà è ñåðüåçíîé òåîðåòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ïî�èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì äèñöèïëèíàì íà óðîâíå ñòàðøèõ êóðñîâ �èçè-÷åñêèõ �àêóëüòåòîâ.Êíèãà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà �îðìóëèðóåòñÿìàòðè÷íûé âàðèàíò îñíîâíîé çàäà÷è � óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ êâàí-òîâîé ñèñòåìû, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû çàäà÷è íà ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç êóðñîâ òåîðèèâåðîÿòíîñòåé, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè; ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå ìàòå-ìàòè÷åñêèå àñïåêòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ çàòðàãèâàþòñÿ òîëüêî ïî ìåðåíåîáõîäèìîñòè, òàê êàê ãëàâíàÿ öåëü êóðñà � äàòü �èçè÷åñêèå îñíîâû÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì. Çàòåì èññëåäóåòñÿ îäíî-÷àñòè÷íàÿ çàäà÷à, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå áàçèñà, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðàç-ëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé. Äàëåå îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå òèïû êâàíòîâûõñòàòèñòèê � ñòàòèñòèêà Ôåðìè, Áîçå è ñïèíîâàÿ, �îðìóëèðóåòñÿ ïðåä-



1. Ïðåäèñëîâèå 11ñòàâëåíèå î âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè êàê ý��åêòèâíîì àïïàðàòå äëÿ ðå-øåíèÿ ìíîãî÷àñòè÷íûõ êâàíòîâûõ çàäà÷, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä òî÷-íîé äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû, èññëåäóþòñÿ êîíêðåòíûåïðèìåðû îäíîìåðíûõ óçåëüíûõ öåïî÷åê ñ ðàçëè÷íîé ñòàòèñòèêîé. Çàòåìââîäèòñÿ ïîíÿòèå î òåìïåðàòóðå, ðàññìàòðèâàåòñÿ òåðìîäèíàìèêà êëà-ñòåðíûõ ñèñòåì, ðàçáèðàþòñÿ ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì.Äàëåå îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ïðèíöèïû ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, îáñóæäàþòñÿ ïðîáëåìû îöåíêè ïîãðåøíîñòè è àâòîêîððåëÿöèîí-íîãî âðåìåíè. Íà ïðèìåðå ìîäåëè Èçèíãà èññëåäóåòñÿ �àçîâûé ïåðåõîäâòîðîãî ðîäà �ïàðàìàãíåòèê � �åððîìàãíåòèê�; â ìîäåëè ðåøåòî÷íîãîãàçà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî èññëåäóåòñÿ �àçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà�æèäêîñòü � ãàç�; ïîêàçàíû îñîáåííîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ âèõðåâîé ðåøåò-êè â âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ; äàëåå äàíî ïðåäñòàâëå-íèå î êëàññè÷åñêèõ äèàãðàììíûõ ìåòîäàõ Ìîíòå-Êàðëî. Ïðè èçó÷åíèèêíèãè ÷èòàòåëü çíàêîìèòñÿ ñ íàèáîëåå èçâåñòíûìè ìîäåëÿìè ñèëüíî-êîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì: ìîäåëüþ Õàááàðäà, ìîäåëüþ Áîçå � Õàááàðäà,ñïèíîâûìè ìîäåëÿìè è ò.ä., à òàêæå ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðå-çóëüòàòàìè äëÿ ýòèõ ìîäåëåé.Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü êíèãè ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ áîëåå ïîäãîòîâëåííîãî÷èòàòåëÿ, çíàêîìîãî êàê ñ ñîâðåìåííûì ñîñòîÿíèåì �èçèêè êîíäåíñè-ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, òàê è ñ íîâûìè ý��åêòèâíûìè ÷èñëåííûìè àë-ãîðèòìàìè. Îíà ïîñâÿùåíà ïîäðîáíîìó îáçîðó ñîâðåìåííûõ êâàíòîâûõìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî, ðàçâèòûõ çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Ñíà÷àëà ðàñ-ñêàçûâàåòñÿ î äèñêðåòíûõ ïî ìíèìîìó âðåìåíè ìåòîäàõ, ïåðâûõ êâàí-òîâûõ àëãîðèòìàõ Ìîíòå-Êàðëî, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Õèðøà è äð. 1981 ã.,à äàëåå îáñóæäàþòñÿ áîëåå ñîâðåìåííûå ïîäõîäû â íåïðåðûâíîì âðåìå-íè, èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèåñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû. Äåòàëüíî îáñóæäåíûîñíîâíûå îñîáåííîñòè ÷èñëåííûõ ñõåì, ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ, òàê ÷òîèñêóøåííûé ÷èòàòåëü ìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíî âîñïðîèçâåñòè èõ. Êðàòêîïðîäåìîíñòðèðîâàíû ðåàëüíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ íàèáîëååâîñòðåáîâàííûõ ìîäåëåé ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ïîäðîáíî ðàñ-



12 Îãëàâëåíèåñìîòðåíû äåòàëè ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ, òàêèõ êàêïåòëåâûå, äåòåðìèíàíòíûå è ÷åðâÿ÷íûå ìåòîäû, äèàãðàììíûå àëãîðèò-ìû Ìîíòå-Êàðëî. Îáñóæäåíû ïðåèìóùåñòâà ðàñ÷åòà â ðàñøèðåííîì �à-çîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ èñïîëüçîâàíèåì �èêòèâíûõ ñëàãàåìûõ; ðàññìàòðè-âàþòñÿ ïðîáëåìà ñáîðà ñòàòèñòèêè winding numders è ïðîáëåìà çíàêà.
Êíèãà áóäåò ïîëåçíà ñòóäåíòàì ñòàðøèõ êóðñîâ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõñïåöèàëüíîñòåé óíèâåðñèòåòîâ, àñïèðàíòàì è èññëåäîâàòåëÿì, èçó÷àþ-ùèì �èçèêó ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì (íàíîñòðóê-òóð) è èíòåðåñóþùèõñÿ äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ ñîâðåìåí-íîé �èçèêè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ � ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåìðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì.



2. Ââåäåíèå 13
2 ÂâåäåíèåÑîâðåìåííàÿ �èçèêà êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿñêîíöåíòðèðîâàíà íà ñëîæíûõ ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è ñèëüíîêîð-ðåëèðîâàííûõ ñòðóêòóðàõ, òàêèõ êàê íàíîñòðóêòóðû (êâàíòîâûå ÿìû,êâàíòîâûå òî÷êè), âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ñâåðõïðîâîäíèêè, ñâåðõòåêó-÷èé ãåëèé, äâóìåðíàÿ ýëåêòðîííàÿ æèäêîñòü â óñëîâèÿõ êâàíòîâîãî ý�-�åêòà Õîëëà â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå, áîçå-ãàç àòîìàðíûõ ùåëî÷íûõìåòàëëîâ â ìàãíèòî-îïòè÷åñêèõ ëîâóøêàõ, ðàçëè÷íûå ñïèíîâûå ñèñòåìû(íàíîìàãíèòû, ñïèíîâûå ëåñòíèöû, öåïî÷êè) è ò.ä. Âñå ýòè ñèñòåìû îò-ëè÷àþòñÿ ñèëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì è ïðàêòè÷åñêè ïîëíûì îòñóòñòâèåìàíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Ïîñòàíîâêà ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿýòèõ ñèñòåì òàêæå, êàê ïðàâèëî, ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíà è äîðîãîñòîÿùà,ïîýòîìó íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ îáú-åêòîâ. Íåîáõîäèìîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, îáóñëîâëåííàÿ íåâîçìîæíî-ñòüþ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ îòâåòîâ, â ñâîþî÷åðåäü, ñòèìóëèðîâàëà ïðîãðåññ ñîâðåìåííûõ êâàíòîâûõ âû÷èñëèòåëü-íûõ ìåòîäîâ, òàêèõ êàê ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíîâîéìàòðèöû, êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî. Ýòè ìåòî-äû ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêèñëîæíûõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðåäñêàçûâàòü íîâûå ý��åêòû, ÷òî ÷àñòîíåäîñòèæèìî â ðàìêàõ àíàëèòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ èç-çà îòñóòñòâèÿ ïàðà-ìåòðîâ ðàçëîæåíèÿ.Öåëüþ íàñòîÿùåé ìîíîãðà�èè ÿâëÿåòñÿ îçíàêîìëåíèå ÷èòàòåëÿ ñ ñî-âðåìåííûìè ìåòîäàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ êâàíòî-âûõ ñèñòåì, èíòåíñèâíî èçó÷àåìûõ â �èçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòî-ÿíèÿ: âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ, ñâåðõòåêó÷åãî ãåëèÿ èáîçå-ãàçà â îïòèêî-ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ, ðàçëè÷íûõ íàíîñòðóêòóð (êâàí-òîâûõ ÿì è òî÷åê), ñïèíîâûõ êëàñòåðîâ êàê ýëåìåíòîâ êâàíòîâûõ êîì-



14 Îãëàâëåíèåïüþòåðîâ, äâóìåðíûõ ýëåêòðîíîâ â óñëîâèÿõ êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëàè ò.ä. Â ïîñëåäíèå ãîäû îáëàñòü êâàíòîâî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìå-òîäîâ ïðåòåðïåëà ðåâîëþöèîííûå èçìåíåíèÿ. Â çàäà÷àõ, äåñÿòèëåòèÿìèîñòàâàâøèõñÿ íåðåøåííûìè, íîâûå àëãîðèòìû ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü îòâå-òû ñ òî÷íîñòüþ äî äîëåé ïðîöåíòîâ. Áóðíûé àëãîðèòìè÷åñêèé ïðîãðåññïðîäîëæàåòñÿ ñ íåóáûâàþùåé ïðîèçâîäíîé.Îáîðîòíîé ñòîðîíîé áûñòðîãî ïðîãðåññà ÿâëÿåòñÿ ÿâíîå îòñòàâàíèåó÷åáíîé ëèòåðàòóðû è ìîíîãðà�èé îò íàó÷íûõ îáçîðîâ è îðèãèíàëüíûõñòàòåé. Àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ êíèãà ïîìîæåò çàïîëíèòüýòîò ïðîáåë.Â ìîíîãðà�èè ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû êâàí-òîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ: ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè è ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Îáúÿñíÿþòñÿ ñïîñîáû âûáîðà àäåêâàòíîãî äèñêðåòíîãî áàçèñàâîëíîâûõ �óíêöèé, íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà è ðàçëè÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ�óíêöèé ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ îñíîâíûìè òèïàìè êâàíòîâûõ ñòàòèñòèê� ñòàòèñòèêàìè Ôåðìè, Áîçå è ñïèíîâîé. Èññëåäóþòñÿ ïðîáëåìû ÷èñëåí-íîãî àíàëèçà òåìïåðàòóðíûõ è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàç-ëè÷íûõ ñèñòåì; ïðîâîäèòñÿ çíàêîìñòâî ñ ñîâðåìåííûìè ìîäåëÿìè �èçè-êè êîððåëèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé: ìîäåëÿìè Õàááàðäà, Áîçå � Õàááàðäà,ñïèíîâûìè ìîäåëÿìè.Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü êíèãè ïîñâÿùåíà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîìó îáçîðó ñî-âðåìåííûõ ìåòîäîâ êâàíòîâîãî Ìîíòå-Êàðëî, ðàçâèòûõ çà ïîñëåäíèå äå-ñÿòèëåòèÿ. �àññìîòðåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâûõ äèñêðåòíûõ ïî ìíèìîìóâðåìåíè ìåòîäîâ, òðàåêòîðíûõ è äåòåðìèíàíòíûõ êâàíòîâûõ àëãîðèò-ìîâ Ìîíòå-Êàðëî, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Õèðøà è äð. Çàòåì îáñóæäàþòñÿáîëåå ñîâðåìåííûå ïîäõîäû â íåïðåðûâíîì âðåìåíè è ñ ðàñøèðåííûì,�èêòèâíûì �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèåñÿ â ïî-ñëåäíèå ãîäû: ïåòëåâûå, ÷åðâÿ÷íûå àëãîðèòìû, ðàñ÷åòû â ïðåäñòàâëåíèèìàòðèöû ïëîòíîñòè, âûñîêîòåìïåðàòóðíîå ðàçëîæåíèå, äåòåðìèíàíòíûåè äèàãðàììíûå êâàíòîâûå ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî. Ïðîâîäèòñÿ äåòàëüíîåîáñóæäåíèå îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé ÷èñëåííûõ ñõåì, ÷àñòî âïëîòü äî ïî-



2. Ââåäåíèå 15ñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ðåàëüíûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-òîâ â ðàìêàõ íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûõ ìîäåëåé ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõñèñòåì. Ïàðàëëåëüíî ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåðìîäèíà-ìèêè, êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, äèàãðàììíîé òåõíèêè,òåõíèêè �óíêöèé �ðèíà è äð. Îáñóæäàåòñÿ èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà çíàêàâ êâàíòîâûõ àëãîðèòìàõ Ìîíòå-Êàðëî. Ïîêàçûâàþòñÿ ìåòîäû ðàñ÷åòàêîëëåêòèâíûõ ñâîéñòâ ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèêè winding numbers.



16 Îãëàâëåíèå



×àñòü 1ÊÂÀÍÒÎÂÛÅÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
1 Ìàòðè÷íàÿ �îðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ìå-õàíèêè. Îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè1.1 Óðàâíåíèå ØðåäèíãåðàÑîãëàñíî ïîñòóëàòó êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîæåò áûòüîïèñàíî îïðåäåëåííîé �óíêöèåé êîîðäèíàò Ψ(q), ïðè÷åì êâàäðàò ìîäó-ëÿ ýòîé �óíêöèè îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çíà÷åíèé êî-îðäèíàò: |Ψ|2dq åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåííîå íàä ñèñòåìîéèçìåðåíèå îáíàðóæèò çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò â ýëåìåíòå dq êîí�èãóðàöè-îííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ôóíêöèÿ Ψ íàçûâàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé ñèñòå-ìû [1℄. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé ìåõàíè-êè, âñå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò âîëíîâûå �óíêöèè, äîëæ-íû áûòü ëèíåéíûìè ïî Ψ. Êàæäîé âåùåñòâåííîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíåìîæåò áûòü ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå ýðìèòîâ îïåðàòîð, âèä êîòîðîãîìîæåò áûòü îïðåäåëåí èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ Ψ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå �èçè÷åñêîéñèñòåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäàíèå âîëíîâîé �óíêöèè â íåêîòîðûé ìî-17



18 ×àñòü 1. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èìåíò âðåìåíè íå òîëüêî îïèñûâàåò âñå ñâîéñòâà ñèñòåìû â ýòîò ìîìåíò,íî îïðåäåëÿåò åå ïîâåäåíèå òàêæå è âî âñå áóäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè.Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî âûðàæàåòñÿ òåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò âîë-íîâîé �óíêöèè çàâèñèò îò ñàìîé âîëíîâîé �óíêöèè, ïðè÷åì ýòà çàâè-ñèìîñòü, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè, äîëæíà áûòü ëèíåéíîé, ÷òîïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà:
i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ, (1.1)ãäå Ĥ � ëèíåéíûé îïåðàòîð, íàçûâàåìûé ãàìèëüòîíîâûì îïåðàòîðîìèëè ãàìèëüòîíèàíîì.Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, íå çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, îñíîâíàÿ çà-äà÷à êâàíòîâîé ìåõàíèêè � ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèí-ãåðà

ĤΨ=EΨ, (1.2)ò.å. íàõîæäåíèå âñåõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé Φn è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
En îïåðàòîðà Ĥ , ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷èØòóðìà � Ëèóâèëëÿ (â äàëüíåéøåì áóäåì èìåòü äåëî èìåííî ñî ñòà-öèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè). Åñëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èçâåñòíî, òîñâÿçü íåñòàöèîíàðíîãî è ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñëåäóþùàÿ:

Ψ (q, t) =
∑

n

anΦn(q)e
− i

~
Ent, (1.3)ãäå an � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, êâàäðàòû ìîäóëåé êîòîðûõ îïðåäå-ëÿþò âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè ñèñòåìû.�àññìîòðèì ñèñòåìó, îáëàäàþùóþ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì äèñêðåò-íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû (âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äàëåå, áóäóò ñïðà-âåäëèâû è äëÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû). Ñòåïåíèñâîáîäû ñèñòåìû îáðàçóþò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ìîæ-íî âûáðàòü ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó �óíêöèé Φn, òàê ÷òî

∫
ΦnΦn′dx = δnn′ , à èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-



1. Ìàòðè÷íàÿ �îðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè19äåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû. �àçëîæèì èñêîìóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ Ψóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïî ýòîé ïîëíîé ñèñòåìå:
Ψ=

∑

n

CnΦn. (1.4)Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ïîëó÷èì
∑

n

CnHΦn=E
∑

n

CnΦn. (1.5)Äàëåå, óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå ñ îáåèõ ñòîðîí íà Φ∗m è ïðîèíòåãðèðóåìïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Â èòîãå, èñïîëüçóÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòü áàçèñíûõ�óíêöèé Φn, èìååì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
∑

m

(Hnm − Eδnm)Cm = 0, (1.6)ãäå
Hnm =

∫
Φ∗nHΦmdx − (1.7)ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà ýíåðãèè � ýëåìåíòû ãàìèëüòîíîâîé ìàò-ðèöû. Ôàêòè÷åñêè èìååì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ýòîé ìàò-ðèöû:

H − EI = 0, (1.8)ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ýòî óðàâíåíèå òàêæå íàçûâàþò ñåêóëÿð-íûì. Äëÿ êàæäîãî êâàíòîâîãî îïåðàòîðà â âûáðàííîì áàçèñå ìîæíî âû-ïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó, äåéñòâóþùóþ íà âîëíîâûå �óíêöèè,êîòîðûå èìåþò âèä ñòîëáöîâ ÷èñåë (âåêòîðîâ), ñîîòâåòñòâóþùèõ êîý�-�èöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé â òîì æå áàçèñå:



20 ×àñòü 1. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

Ψ =




C1

C2

. . .

Cn

. . .




. (1.9)



1. Ìàòðè÷íàÿ �îðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè21
1.2 Ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå è ñîá-ñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà HÈòàê, çàäà÷à êâàíòîâîé ìåõàíèêè ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíà êàêçàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ãà-ìèëüòîíîâîé ìàòðèöû. Êàê ïðàâèëî, ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà ýðìèòîâà,ò.å. åå ýëåìåíòû îáëàäàþò ñâîéñòâîì Hnm = H∗mn. Ìîæíî äîêàçàòü,÷òî ñïåêòð ýðìèòîâîé ìàòðèöû äåéñòâèòåëåí. Ïîëó÷èâøèåñÿ ñîáñòâåí-íûå âåêòîðû ñîñòàâëåíû èç êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî èñõîäíîìóáàçèñó: Ψm=

∑
n

CmnΦn, è êâàäðàòû ìîäóëåé ýòèõ êîý��èöèåíòîâ èìåþòñìûñë âåðîÿòíîñòåé íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â ýòèõ èñõîäíûõ ñîñòîÿíèÿõ,ò.å. |Cmn|2 åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, ïðîèçâåäÿ èçìåðåíèå ñèñòåìû, íà-õîäÿùåéñÿ â ñîáñòâåííîì ñîñòîÿíèè Ψm, îáíàðóæèì åå â ñîñòîÿíèè Φn èçèñõîäíîãî áàçèñà. Òàê êàê �óíêöèè Ψm � ñîáñòâåííûå, òî îíè îáëàäàþòñâîéñòâîì HΨm=EmΨm, ò.å. â áàçèñå �óíêöèé Ψ ìàòðèöà îïåðàòîðà Hèìååò äèàãîíàëüíûé âèä:
H =




E1 0 0 . . .

0 E2 0 . . .

0 0 E3 . . .

. . . . . . . . . . . .



. (1.10)

Ïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà äèàãîíàëüíà, íàçû-âàåòñÿ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèì èëè ñîáñòâåííûì.Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.1. Åñëè Ψ � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷å-íèþ E, òî è CΨ (C � êîíñòàíòà) åñòü ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿòîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.



22 ×àñòü 1. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È2. Åñëè Ψ1 è Ψ2 � ñîáñòâåííûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìóçíà÷åíèþ E, òî è ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ C1Ψ2 + C2Ψ1 åñòü ñîá-ñòâåííàÿ �óíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ òîìó æå çíà÷åíèþ E.Óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíû.3. Ñîáñòâåííûå �óíêöèè Ψ1 è Ψ2, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåí-íûì çíà÷åíèÿì E1 è E2, îðòîãîíàëüíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, HΨ1=E1Ψ1; HΨ2=E2Ψ2. Óìíîæèìïåðâîå óðàâíåíèå íà Ψ2, à âòîðîå � íà Ψ1, è âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî:
Ψ2HΨ1−Ψ1HΨ2=(E1 −E2) Ψ1Ψ2. (1.11)Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî òîæäåñòâî ïî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé:

∫
dx Ψ2HΨ1 −

∫
dx Ψ1HΨ2 = (E1 − E2)

∫
dx Ψ1Ψ2. (1.12)Â ñèëó ýðìèòîâîñòè îïåðàòîðà H ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ, ÷òîè òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.4. Î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî îïåðàòîðîâ, ÷àñòî îáëåã÷àþùåå ðåøåíèåçàäà÷: åñëè äâà îïåðàòîðà �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí L̂ è M̂ èìåþò îáùóþ ñè-ñòåìó ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, òî îíè êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì: [L̂M̂] =

L̂M̂ − M̂L̂ = 0. È íàîáîðîò, åñëè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò, òî îíè èìåþòîáùóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé�óíêöèè, îáùåé äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:
L̂M̂Ψn=L̂ (µnΨn) = λnµnΨn=M̂L̂Ψn (1.13)(µn, λn � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðîâ), ÷òî è äîêà-çûâàåò óòâåðæäåíèå.Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Îáùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíê-öèé îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû Lmn è Mmn îáå èìåþò äèàãîíàëüíûé âèäâ áàçèñå ýòèõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé. �àññìîòðèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà L. Òîãäà èìååì ñëåäóþùåå:



1. Ìàòðè÷íàÿ �îðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè23
Lmn = λnδmn, (1.14)

(LM)mn = (ML)mn ⇒
∑

k

LmkMkn =
∑

k

MmkLkn.Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì:
∑

k

LmkMkn =
∑

k

LknMmk ⇒
∑

k

λmδmkMkn =
∑

k

λnδknMmk ⇒

⇒ λmMmn = λnMmn ⇒Mmn (λm − λn) = 0. (1.15)Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L íå âûðîæäåíû, òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâàñëåäóåò, ÷òî
Mmn = µnδmn, (1.16)ò.å. ìàòðèöà M äèàãîíàëüíà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Åñëè æå ñðåäèçíà÷åíèé λn åñòü îäèíàêîâûå, ò.å. òàêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûìñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòüòàêèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, ÷òîáû îáðàòèòüâ íóëü ñîîòâåòñòâóþùèå íåäèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Mmn.Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðèìåíèòåëüíî ê êîíêðåò-íûì �èçè÷åñêèì çàäà÷àì ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè êàêîé-íèáóäü îïå-ðàòîð (íàïðèìåð, îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö, îïåðàòîð ñóììàðíîãî ñïèíàñèñòåìû è ò.ä.) êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì, òî â ñîáñòâåííî ýíåðãå-òè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, ïîñëå íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà è âîëíîâûõ �óíê-öèé, ñîîòâåòñòâóþùèå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû (÷èñëî ÷àñòèö, ñïèí è ò.ä.)òàêæå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííûìè, è ñîõðàíÿþò ñâîå (ñîáñòâåííîå)êîíêðåòíîå çíà÷åíèå. Èíà÷å ãîâîðÿ, âåñü ñïåêòð ýíåðãèé ìîæíî ðàçäå-ëèòü íà ñîâåðøåííî íåçàâèñèìûå ãðóïïû, îòíîñÿùèåñÿ ê îïðåäåëåííîìóçíà÷åíèþ äàííîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû (÷èñëà ÷àñòèö, ñïèíà è ò.ä.). Òà-êèì îáðàçîì, êâàíòîâóþ çàäà÷ó ìîæíî óïðîñòèòü, íåçàâèñèìî ðåøàÿ åå



24 ×àñòü 1. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
S

z
1=±1/2 S

z
2=±1/2

S
z
3=±1/2�èñ. 1.1: Ñèñòåìà èç òðåõ ñïèíîâ SZi = ±1/2äëÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ äàííîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû, à ïîòîì îáú-åäèíÿÿ ðåçóëüòàòû. Ìàòåìàòè÷åñêè ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà â ýòîì ñëó-÷àå ïðåäñòàâèìà â áëî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäå, êàæäûé áëîê ïðè ýòîìñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ ðàññìàòðèâàåìîé �èçè÷åñêîé âå-ëè÷èíû (îïðåäåëåííîìó ÷èñëó ÷àñòèö, îïðåäåëåííîìó ñïèíó ñèñòåìû èò.ä.), à ïåðåêðåñòíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìåæäó áëîêàìè íåò.�àññìîòðèì ñèñòåìó èç òðåõ ñïèíîâ (ïîäðîáíî ñèñòåìû ñî ñïèíîâûìè ñòåïåíÿìèñâîáîäû áóäóò ðàññìîòðåíû â �ëàâå 8), îïèñûâàåìóþ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
3∑

i,j=1

−→
S i

−→
S j ,ãäå −→S i � îïåðàòîð ñïèíà íà óçëå i, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà íà êàæäîìóçëå ðàâíà SZ

max = 1/2 (�èñ. 1.1).Êàæäûé èç ñïèíîâ, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç äâóõ ñîñòîÿíèé:ëèáî â ñîñòîÿíèè Si = +1/2, ëèáî â ñîñòîÿíèè Si = −1/2, âñåãî â ñèñòåìå áóäåò
23 = 8 ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü íà ãðóïïû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëíûì ñïèíîìñèñòåìû:

Φ1=

∣∣∣∣−
1

2
,−1

2
,−1

2

〉
, SZ =

∑

i

SZ
i = −3

2
; Φ2=

∣∣∣∣−
1

2
,−1

2
,
1

2

〉
, SZ =

∑

i

SZ
i = −1

2
;

Φ3=

∣∣∣∣−
1

2
,
1

2
,−1

2

〉
, SZ =

∑

i

SZ
i = −1

2
; Φ4=

∣∣∣∣
1

2
,−1

2
,−1

2

〉
, SZ =

∑

i

SZ
i = −1

2
;

Φ5=

∣∣∣∣−
1

2
,
1

2
,
1

2

〉
, SZ =

∑

i

SZ
i =

1

2
; Φ6=

∣∣∣∣
1

2
,−1

2
,
1

2

〉
, SZ =

∑

i

SZ
i =

1

2
;
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Φ7=

∣∣∣∣
1

2
,
1

2
,−1

2

〉
, SZ =

∑

i

SZ
i =

1

2
; Φ8=

∣∣∣∣
1

2
,
1

2
,
1

2

〉
, SZ =

∑

i

SZ
i =

3

2
.�àìèëüòîíîâà ìàòðèöà â ýòîì áàçèñå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä (ðàñ÷åò ìàòðè÷-íûõ ýëåìåíòîâ ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû áóäåò îïèñàí íèæå ïðè ðàññìîòðåíèè ñïèíî-âîé ñòàòèñòèêè):

HΦ =




0.75 0 0 0 0 0 0 0

0 −0.25 0.5 0.5 0 0 0 0

0 0.5 −0.25 0.5 0 0 0 0

0 0.5 0.5 −0.25 0 0 0 0

0 0 0 0 −0.25 0.5 0.5 0

0 0 0 0 0.5 −0.25 0.5 0

0 0 0 0 0.5 0.5 −0.25 0

0 0 0 0 0 0 0 0.75




.

Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí è îïåðàòîð ïîëíîãî ñïèíà ñèñòåìû êîììóòèðóþò, ò.å. HSZ−
SZH = 0, òî ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä è ñîñòîèò èç ÷å-òûðåõ áëîêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îòâå÷àåò îäíîìó èç âîçìîæíûõ ÷åòûðåõ çíà÷åíèéïîëíîãî ñïèíà ñèñòåìû: áëîê ðàçìåðîì 1 × 1, îòâå÷àþùèé SZ = 3/2; áëîê ðàçìåðîì
3 × 3, îòâå÷àþùèé SZ = 1/2; áëîê ðàçìåðîì 3 × 3, îòâå÷àþùèé SZ = −1/2; è áëîêðàçìåðîì 1 × 1, îòâå÷àþùèé SZ = −3/2.1.3 Îïðåäåëåíèå ñïåêòðà. Èíâàðèàíòû ìàòðèöÔàêòè÷åñêè ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà ñâîäèòñÿ ê ïðåîáðàçîâàíèþãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãîóíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà H ′ = S−1HS, ãäå S � óíèòàðíàÿ ìàò-ðèöà, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì S+ = S−1. Ñîáñòâåííî, íàõîæäåíèå ýòîãîóíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è åñòü ðåøåíèå ïðîáëåìû. Ìåòîäû ÷èñëåí-íîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíû. Íàèáîëåå óïîòðå-áèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ê âåðõíåé (íèæíåé)�îðìå Õàóñõîëäåðà (òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ íóëåâûìè ìàòðè÷íûìè ýëå-ìåíòàìè íèæå (âûøå) ãëàâíîé äèàãîíàëè). Òîãäà íà ãëàâíîé äèàãîíàëèâûñòðàèâàþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû � ñïåêòð ñèñòåìû. Ñóùå-ñòâóþò ñòàíäàðòíûå ïðîöåäóðû äèàãîíàëèçàöèè äëÿ òðåõäèàãîíàëüíîé



26 ×àñòü 1. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èâåùåñòâåííîé, ñèììåòðè÷íîé âåùåñòâåííîé, êîìïëåêñíîé ýðìèòîâîé è,íàêîíåö, äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû. Âðåìÿ ðàñ÷åòà ïîë-íîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ïðîïîðöèîíàëüíîN3, ãäå N � ëèíåéíûé ðàçìåðìàòðèöû (ïîêà íå îáñóæäàåì ìåòîäû ðàñ÷åòà ðåäêèõ ìàòðèö è ïðîöåäó-ðû Ëàíöîøà, ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è ò.ä.).Èíâàðèàíòàìè ìàòðèö íàçûâàþòñÿ òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòðèö,êîòîðûå íå èçìåíÿþòñÿ ïðè óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.Â îáùåì ñëó÷àå âàæíåéøèå èíâàðèàíòû äàþòñÿ íåèíâàðèàíòíûì õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ìàòðèöû:
det (H − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

H11 − λ H12 . . . H1n

H21 H22 − λ . . . H2n... ... . . . ...
Hn1 Hn2 . . . Hnn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (1.17)
= (−1)nλn + (−1)n−1

∑
Hiiλ

n−1 + · · ·+ det (H) .Êîý��èöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè, â ÷àñòíî-ñòè: ñëåä ìàòðèöû (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû) Tr (H) =
∑
i

Hii; îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû det (H) .Âàæíûìè èíâàðèàíòàìè ÿâëÿþòñÿ N êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ ìàòðèöû H � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, . . . , λN . Èõ ñîâî-êóïíîñòü (êàæäûé êîðåíü ñ÷èòàåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü)îáðàçóåò ñïåêòð ìàòðèöû H , íàõîæäåíèå êîòîðîãî âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâó-þùèìè ñîáñòâåííûìè âîëíîâûìè �óíêöèÿìè è ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé çàäà-÷åé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.Ïðè óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ íîðìèðîâêà âîë-íîâûõ �óíêöèé, ò.å. åñëè óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå F ïåðåâîäèò êîîð-äèíàòû q â êîîðäèíàòû q′: q F→q′, òî ∫ |Ψ (q)|2dq =
∫
|Ψ (q′)|2dq′ = const.Ïðè ðåøåíèè ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ÷àñòî áûâàåò íåîáõîäèìà òî÷íàÿîöåíêà ìèíèìàëüíîãî èëè ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðè-



1. Ìàòðè÷íàÿ �îðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Îïåðàöèè ñ ìàòðèöàìè27öû åùå äî ïîëíîãî ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ïóñòü ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ óïîðÿäî÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:|λ1| > |λ2| > ... > |λN |. Çàäà-äèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð X0 è áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü âåêòî-ðà Xn+1 = HXn. �àçëîæèì íóëåâîé âåêòîð ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì,êàê áóäòî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ðåøåíà: X0 =
∑
n

CnΨn. Òîãäà ìîæíî ïî-êàçàòü, ÷òî
Xn = C1λ

n
1Ψ1 +O (|λ2|n) ;

(Xn, Xn) = |C1|2|λ1|2n +O (|λ1|n|λ2|n) ; (1.18)
(Xn+1, Xn) = |C1|2|λ1|2nλ1 + . . . .Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ:

λ1 =
(Xn+1, Xn)

(Xn, Xn)

∣∣∣∣
n→∞

, (1.19)ïðè n→ ∞ îòâåò áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî (ìèíèìàëüíîãî) ñîáñòâåííîãî çíà-÷åíèÿ ïî �îðìóëå (1.19) ñëåäóåò ïåðåä ðàñ÷åòîì ñäâèíóòü âåñü ñïåêòðìàòðèöû H íà áîëüøóþ âåëè÷èíó Λ ââåðõ (âíèç) ïóòåì äîáàâëåíèÿ êãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû:
H → H ± ΛI, (1.20)ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïîñëå òàêîãî ñäâèãà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

λmax ± Λ áóäåò ñàìûì áîëüøèì ïî ìîäóëþ, è ðåøåíèå (1.19) áóäåò ñõî-äèòüñÿ èìåííî ê íåìó. Ïîñëå ðàñ÷åòà ñëåäóåò âû÷åñòü (äîáàâèòü) ÷èñëî
Λ èç ïîëó÷èâøåãîñÿ ðåøåíèÿ.



28 ×àñòü 1. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
2 Êâàíòîâûå îäíî÷àñòè÷íûå çàäà÷è�àññìîòðèì êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêóþ çàäà÷ó î äâèæåíèè ÷àñòèöû â ïî-òåíöèàëüíîì ïîëå. Êàê óæå îòìå÷àëîñü â �àçäåëå 1.1, êâàäðàò ìîäóëÿâîëíîâîé �óíêöèè |ψ(−→r , t)|2 äëÿ òàêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòüâåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå ïðîñòðàí-ñòâà ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì −→r . Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ �óíêöèè ψ(−→r , t) îïè-ñûâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà

i~
∂ψ(−→r , t)

∂t
= − ~

2

2m
△ψ (−→r , t) + U (−→r , t)ψ (−→r , t) , (2.1)ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû, U (−→r , t) � âíåøíåå ïîòåíöèàëüíîå ïîëå.Äëÿ íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ïîòåíöèàëà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1)ìîæíî èñêàòü â âèäå

ψ (−→r , t) = φ (−→r ) e−
iEt

~ . (2.2)×àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîì âîëíîâîé �óíêöèåé(2.2), èìååò êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè E. Ïîäñòàâèâ (2.2) â (2.1), ïî-ëó÷àåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:
− ~

2

2m
△φ (−→r ) + U (−→r )φ (−→r ) = Eφ (−→r ) (2.3)èëè

Hφ (−→r ) = Eφ (−→r ) , (2.4)ãäå
H = − ~

2

2m
△ + U (−→r ) (2.5)� îïåðàòîð ýíåðãèè (ãàìèëüòîíèàí) ñèñòåìû.
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основное состояние

вырожденные состояния

�èñ. 2.1: Êëàññè�èêàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà ýíåðãèèÏóñòü îïåðàòîð H èìååò n ñîáñòâåííûõ �óíêöèé φn è n ñîîòâåò-ñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè En. ×èñëî n ìîæåò áûòüêîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì; çíà÷åíèÿ En ìîãóò áûòü äèñêðåòíûìè (äèñ-êðåòíûé ñïåêòð) èëè íåïðåðûâíûìè (íåïðåðûâíûé ñïåêòð), íåêîòîðûåçíà÷åíèÿ En ìîãóò ñîâïàäàòü (âûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ), �èñ. 2.1. Ñîñòî-ÿíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû.Îáùåå ðåøåíèå (2.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ñîáñòâåí-íûõ �óíêöèé ãàìèëüòîíèàíà:
ψ (−→r ) =

∑

n

Cnφn (−→r ), (2.6)çäåñü ñèìâîë∑
n

îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì äèñêðåòíûì ñîñòîÿíè-ÿì è èíòåãðèðîâàíèå ïî ñîñòîÿíèÿì íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà.2.1 Áåñêîíå÷íàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà�àññìîòðèì çàäà÷ó î ÷àñòèöå â îäíîìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå øèðèíû
a ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè ñòåíêàìè (�èñ. 2.2).



30 ×àñòü 1. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

U

x0 a

xi

�èñ. 2.2: Áåñêîíå÷íàÿ îäíîìåðíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà



2. Êâàíòîâûå îäíî÷àñòè÷íûå çàäà÷è 31�àìèëüòîíèàí ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä:
H = − ~

2

2m

d2

dx2
+ U (−→r ) , (2.7)ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû, U(x) � ïîòåíöèàë ÿìû,

U (x) =

{
0, åñëè 0 < x < a;

∞, åñëè x < 0, x > a.
(2.8)Ïåðåéäåì äëÿ óäîáñòâà ê áåçðàçìåðíîé ñèñòåìå åäèíèö, ïîëîæèâm→

1; ~ → 1, òîãäà ãàìèëüòîíèàí çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
H = −1

2

d2

dx2
+ U (x) . (2.9)Òàê êàê ïîòåíöèàë ÿìû áåñêîíå÷åí ïðè x < 0 è x > a, òî ðåøåíèåóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (2.4) ñóùåñòâóåò òîëüêî â îáëàñòè 0 < x < a.Ïîäñòàâëÿÿ (2.9) â (2.4), ïîëó÷àåì:

−1

2
Ψ′′ (x) − EΨ (x) = 0; 0 < x < a. (2.10)�àçîáüåì îáëàñòü 0 < x < a íà n îòðåçêîâ [xi, xi+1] , i = 1, . . . , n äëèíû

h = a/n, ïðè ýòîì x1 = 0; x2 = h; . . . ; xn+1 = nh = a, è àïïðîêñèìèðóåì
Ψ′′ (xi) òðåõòî÷å÷íîé ðàçíîñòíîé �îðìóëîé:

Ψ′′ (xi) =
1

h2
(Ψ (xi−1)−2Ψ (xi) +Ψ (xi+1)) , (2.11)òîãäà èç (2.10) ïîëó÷àåì:

− 1

h2
(Ψi−1−2Ψi+Ψi+1) − EΨi= 0; i = 1, . . . , n, (2.12)çäåñü Ψi ≡ Ψ (xi).Âûáåðåì â êà÷åñòâå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ñèñòåìó �óíêöèé

Φ1= |100 . . . 0〉 ; Φ2= |010 . . . 0〉 ; . . . ; Φn= |000 . . . 1〉 , (2.13)



32 ×àñòü 1. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èãäå åäèíèöà îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåì îòðåç-êå, íàïðèìåð, áàçèñíàÿ �óíêöèÿ Φ2 îòâå÷àåò ñèòóàöèè, êîãäà ÷àñòèöàíàõîäèòñÿ íà îòðåçêå [x2, x3]. �àçìåðíîñòü ýòîãî áàçèñà áóäåò ðàâíà ÷èñ-ëó îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ n. Ëþáàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ Ψ(x) ìîæåò áûòüðàçëîæåíà ïî áàçèñíûì �óíêöèÿì Φ:
Ψ (x)=

n∑

i=1

CiΦi, (2.14)ãäå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Ci áóäóò ïîëó÷åíû äàëåå â ðàñ÷åòå, àîïåðàòîð ýíåðãèè äåéñòâóåò íà áàçèñíûå �óíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
HΦi= − 1

2h2
(Φi−1−2Φi+Φi+1) . (2.15)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

HΨ=EΨ, (2.16)ãäå ìàòðèöà H èìååò ðàçìåðû n× n è ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé:
H =




1/h2 −1/2h2 0 0 . . . 0

−1/2h2 1/h2 −1/2h2 0 . . . 0

0 −1/2h2 1/h2 −1/2h2 . . . 0

0 0 −1/2h2 1/h2 . . . 0... ... ... ... . . . ...
0 0 0 0 . . . 1/h2




. (2.17)
Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.16) è íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé èñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû H ñëåäóåò íàéòè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå

F , êîòîðîå ïåðåâîäèò áàçèñ Φ â ñîáñòâåííûé áàçèñ Φ′, â êîòîðîì ìàòðèöà
H äèàãîíàëüíà:

Φ
F→ Φ

′

, (2.18)
HΦ

′

i=EiΦ
′

i.



2. Êâàíòîâûå îäíî÷àñòè÷íûå çàäà÷è 33Ïðîöåññ ïåðåõîäà ê ñîáñòâåííîìó áàçèñó íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçàöè-åé ìàòðèöû H , âî ìíîãèõ ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ èìåþò-ñÿ âñòðîåííûå äîñòàòî÷íî ìîùíûå ïðîöåäóðû äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèö,ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðî-èçâîëüíûõ ìàòðèö äîâîëüíî áîëüøèõ ðàçìåðîâ. �åçóëüòàòîì ïðîöåäóðûäèàãîíàëèçàöèè áóäåò âåêòîð-ñòîëáåö ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãàìèëüòî-íèàíà, èëè ñïåêòð ñèñòåìû,
E =




E1

E2

. . .

En



, (2.19)à òàêæå ìàòðèöà C, ñîñòîÿùàÿ èç âåêòîð-ñòîëáöîâ, îòâå÷àþùèõ ðàçëî-æåíèþ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé Φ

′ ïî èñõîäíîìó áàçèñó Φ:
C =







C11

C21

C31

. . .

Cn1







C12

C22

C32

. . .

Cn2




. . .

. . .

. . .

. . .

. . .




C1n

C2n

C3n

. . .

Cnn







; (2.20)
Φ
′

i =
∑

j

CjiΦj . (2.21)Íà �èñ. 2.3 ïîêàçàíû ñîáñòâåííûå �óíêöèè ãàìèëüòîíèàíà (2.9) ïðèa =

1, îòâå÷àþùèå ÷åòûðåì íàèìåíüøèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà-÷è, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, äëÿ a = 1 èìååò âèä
Φi (x) =

√
2sin (πxi) ; (2.22)

Ei =
π2i2

2
; i = 1, 2, . . . ,∞,



34 ×àñòü 1. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

1 2
3 4�èñ. 2.3: Ïåðâûå ÷åòûðå ñîáñòâåííûå �óíêöèè ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íîéïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíà êîîðäèíàòà ÷àñòè-öû, ïî âåðòèêàëüíîé � àìïëèòóäà âîëíîâîé �óíêöèè. Òî÷êàìè îòìå÷åíî÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è, ñïëîøíîé ëèíèåé � òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðå-øåíèå



2. Êâàíòîâûå îäíî÷àñòè÷íûå çàäà÷è 35Òàáëèöà 2.1: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ñ àíàëèòè÷åñêèìðåøåíèåì (2.22) çàäà÷è î ÷àñòèöå â ÿìå ñ áåñêîíå÷íûìè ñòåíêàìèÒî÷íîå çíà÷åíèå ýíåð-ãèè, ñì. (2.22) Çíà÷åíèå ýíåð-ãèè, ïîëó÷åííîå÷èñëåííûì ðàñ-÷åòîì Îòíîñèòåëüíàÿðàçíèöà,
Ea

i −Ei

Ea
i

Ea
1 = π2

2
= 4.9348 E1 = 4.9344 0.8 × 10−6

Ea
1 = 2π2 = 19.7932 E2 = 19.7327 0.3 × 10−5

Ea
1 = 9π2

2
= 44.4132 E3 = 44.3804 0.7 × 10−5

Ea
1 = 8π2 = 78.9568 E4 = 78.8530 1.3 × 10−3

òî÷êàìè îòìå÷åíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå äèàãîíàëèçàöèåé ìàò-ðèöû ãàìèëüòîíèàíà ïðè ïîìîùè âñòðîåííîé ïðîöåäóðû äèàãîíàëèçà-öèè â ñèñòåìå Matlab äëÿ n = 100. Â òàáë. 2.1 ïðèâåäåíû ÷åòûðå íàè-ìåíüøèõ çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íîé ÿìå, à òàêæå ïîêàçàíàîòíîñèòåëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì îòâåòàìè.Õîòÿ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äîâîëüíî âûñîêà, îñîáåííî äëÿîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé E1, âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðàýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà âîçðàñòàåò.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ðåøåíèè îäíî÷àñòè÷íûõ çàäà÷ âñåãäà ñïðà-âåäëèâà îñöèëëÿöèîííàÿ òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ÷èñëî íóëåé ñîá-ñòâåííîé âîëíîâîé �óíêöèè íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì íîìåð ýíåðãåòè-÷åñêîãî óðîâíÿ, êîòîðîìó îíà îòâå÷àåò (ïðè ýòîì íå ó÷èòûâàþòñÿ âû-ðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ).



36 ×àñòü 1. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
U(x)

x

0 a

xi

0

-U0�èñ. 2.4: Êîíå÷íàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà
2.2 Êîíå÷íàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î ÷àñòèöå â êîíå÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå (�èñ. 2.4),ãäå

U (x) =






∞, åñëè x ≤ 0;

−U0, åñëè 0 < x < a;

0, åñëè x ≥ a.

(2.23)Â ÿìå êîíå÷íîé ãëóáèíû ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû äåëÿòñÿ íà ñâÿçàííûåñîñòîÿíèÿ Ed è ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà Ec, ýíåðãèÿ êîòîðûõóäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
Ec > min (U (±∞)) . (2.24)Ñîáñòâåííûå âîëíîâûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå çíà÷åíèÿì ýíåðãèè Ecèç íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, çà ïðåäåëàìè ÿìû âåäóò ñåáÿ êàê ïëîñêèå âîë-íû:
Ψk−→

x→∞
const × eikx, (2.25)
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U(x)

x

0 a

xi

0

a’

Y(x)

-U0

~e
- xk

�èñ. 2.5: Çà ïðåäåëàìè ÿìû âîëíîâûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå ñâÿçàííûìñîñòîÿíèÿì, ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþòà ñîáñòâåííûå âîëíîâûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì,çà ïðåäåëàìè ÿìû çàòóõàþò ýêñïîíåíöèàëüíî (�èñ. 2.5):
Ψn∼e−κx, κ > 0. (2.26)Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå âîëíîâûõ �óíêöèé ñâÿçàííûõñîñòîÿíèé íåäîñòàòî÷íî îãðàíè÷èâàòüñÿ ëèøü ðàçìåðàìè ÿìû, òàê êàêâîëíîâûå �óíêöèè ñóùåñòâóþò è ïðè x > a. �ðàíèöà îáëàñòè a′, íàêîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå, äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà èç óñëîâèÿ çàòóõàíèÿïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ íà ðàññòîÿíèÿõ x ∼ a′ (ñì. �èñ. 2.5). Åñëè ïîñëåðåøåíèÿ çàäà÷è è íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé âûÿñíèòñÿ, ÷òî îíèèìåþò êîíå÷íîå çíà÷åíèå â òî÷êå x = a′, òî ñëåäóåò óâåëè÷èòü ðàçìåðîáëàñòè, íà êîòîðîé èùåòñÿ ðåøåíèå, è ðåøèòü çàäà÷ó çàíîâî.Ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé î ÿìå ñ áåñêîíå÷íûìè ñòåíêàìè, òåïåðü ñïåê-òðàëüíàÿ çàäà÷à �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−1

2
Ψ′′ (x) + (U (x) −E) Ψ (x) = 0; 0 < x < a′. (2.27)�àçáèâàÿ îáëàñòü 0 < x < a′ íà n îòðåçêîâ äëèíû h è àïïðîêñèìèðóÿ�óíêöèè àíàëîãè÷íî (2.5), ïîëó÷àåì:
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− 1

h2
(Ψi−1−2Ψi+Ψi+1) + (Ui − E)Ψi= 0; i = 1, . . . , n, (2.28)ãäå

Ui ≡ U (xi) =

{
−U0, åñëè 0 ≤ xi ≤ a;

0, åñëè a ≤ xi ≤ a′.
(2.29)Ìàòðèöà H áóäåò òåïåðü òàêîé:

H =




1/h2 + U1 −1/2h2 0 0 . . . 0

−1/2h2 1/h2 + U2 −1/2h2 0 . . . 0

0 −1/2h2 1/h2 + U3 −1/2h2 . . . 0

0 0 −1/2h2 1/h2 + U4 . . . 0... ... ... ... . . . ...
0 0 0 0 . . . 1/h2 + Un




.

(2.30)Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû â çàäà÷å ðàññìàòðèâàëàñü äâóìåðíàÿ ïîòåíöè-àëüíàÿ ÿìà (êâàäðàòíàÿ ÿìà øèðèíû a è ãëóáèíû U0), â ìàòðèöå (2.30)áûëî áû íå òðè, à ïÿòü íåíóëåâûõ äèàãîíàëåé.Èç-çà òîãî, ÷òî â ÿìå êîíå÷íîé ãëóáèíû èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
k ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé, ñðåäè âñåõ n ðåøåíèé (2.30) áóäåò n−k ðåøåíèé,îòâå÷àþùèõ ñîñòîÿíèÿì íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ïðè ÷èñëåííîé äèàãî-íàëèçàöèè ìàòðèöû (2.30) ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïðîáëåìå, ñâÿçàííîé ñòåì, ÷òî ìàòðèöà H ìîæåò áûòü ïëîõî îáóñëîâëåííîé, ò.å. íåêîòîðûå ååñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Ñòåïåíü îáóñëîâëåííîñòèìàòðèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè, êîòîðîå äëÿ ñèììåò-ðè÷íîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû ðàâíî îòíîøåíèþ ìîäóëåé ìàêñèìàëüíî-ãî è ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Áîëüøèå ÷èñëà îáóñëîâëåí-íîñòè (ïîðÿäêà 1000 è áîëüøå) îòâå÷àþò ïëîõî îáóñëîâëåííûì ìàòðè-öàì, ïðè ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèè êîòîðûõ âîçíèêàþò î÷åíü áîëüøèåïîãðåøíîñòè, ïðèâîäÿùèå ê íåâåðíûì ðåçóëüòàòàì. Èç-çà òîãî, ÷òî çíà-÷åíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû, îòâå÷àþùèå ñîñòîÿíèÿì íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà,



2. Êâàíòîâûå îäíî÷àñòè÷íûå çàäà÷è 39ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ Ec > 0, ÷èñëî îáó-ñëîâëåííîñòè ìàòðèöû H ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå, ñêîëü óãîäíî áîëü-øèå, çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ëèøü ÷èñëîì ðàçáèåíèÿ n. Â ñîâðåìåííûõìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ èìåþòñÿ âñòðîåííûå ïðîöåäóðû îöåíêè ÷èñëàîáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö äî èõ äèàãîíàëèçàöèè.Äëÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû (2.30) ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïðèåì. Ñäâèíåì âñþ ïîòåíöèàëüíóþ êàðòèíó íà�èñ. 2.5 íà äîñòàòî÷íî áîëüøóþ âåëè÷èíó U ′ > 0, òàê ÷òî
|U ′| ≫ |U0| , (2.31)è, ñîîòâåòñòâåííî, ê êàæäîìó ýëåìåíòó, ñòîÿùåìó íà ãëàâíîé äèàãîíàëèìàòðèöû H , äîáàâèòñÿ ñëàãàåìîå, ðàâíîå U ′:

H ′ = H +




U ′ 0 . . . 0

0 U ′ . . . 0... ... . . . ...
0 0 . . . U ′



. (2.32)Ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âñå âåëè÷èíû â çàäà÷å áóäóò îäíîãî ïîðÿä-êà, è ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû H ñòàíåò ìåíüøå.Ñîîòâåòñòâåííî, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû H ′ áóäóò îòëè-÷àòüñÿ îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû H íà âåëè÷èíó U ′:

E ′ = E + U ′, (2.33)à íà ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñäâèã ïîòåíöèàëüíîé êàðòèíû íå îêàæåò âëè-ÿíèÿ:
Ψ′ = Ψ. (2.34)



40 ×àñòü 1. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÎÄÍÎ×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
1 2
3 4
5�èñ. 2.6: Âîëíîâûå �óíêöèè ÷àñòèöû â êîíå÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

Íà �èñ. 2.6 ïîêàçàíû âîëíîâûå �óíêöèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé â êî-íå÷íîé ÿìå ñ ïàðàìåòðàìè U0 = 30, a = 2, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿýíåðãèè ðàâíû
E1 = −28.910;

E2 = −25.649;
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E3 = −20.256;

E4 = −12.823;

E5 = −3.675;ïðè äàííûõ ïàðàìåòðàõ â ÿìå ñóùåñòâóåò 5 ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé. Ïðî-ñòðàíñòâåííîå ðàçáèåíèå ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (2.28) áûëî âûáðàíî ñøàãîì h = 0.005, ãðàíèöà îáëàñòè ðåøåíèÿ a′ = 2a = 4; äëÿ óìåíüøåíèÿ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû H áûë îñóùåñòâëåí ñäâèã âñåé ïîòåíöè-àëüíîé êàðòèíû íà âåëè÷èíó U ′ = 400, ÷òî äàëî âîçìîæíîñòü ïðîâåñòèäèàãîíàëèçàöèþ ìàòðèöû H ′ ñ ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè C = 468.75.Ìàòðèöà H â (2.30) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îáùåãî âèäà äëÿ çàäà÷è î÷àñòèöå â îäíîìåðíîé êîíå÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Çàäàâàÿ ðàçëè÷íûåçíà÷åíèÿ Ui, ìîæíî ðåøèòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (2.27) äëÿ ïîòåíöè-àëüíîé ÿìû ïðîèçâîëüíîé �îðìû.
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2.3 Îäíî÷àñòè÷íàÿ çàäà÷à â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâ-ëåíèèÑïåêòð êâàíòîâîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, íå çàâèñÿùèì îò âûáî-ðà áàçèñà. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âûáèðàëñÿ óçåëü-íûé áàçèñ, íàïðÿìóþ ñâÿçàííûé ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèåìâîëíîâîé �óíêöèè ÷àñòèöû. �àññìîòðèì òåïåðü, êàê ìîæíî îäíî÷àñòè÷-íóþ çàäà÷ó ðåøèòü â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ÷àñòèöå â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå âûáåðåì òåïåðüáàçèñ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, áàçèñíûå �óíêöèè êîòîðîãî èìåþòâèä

Φk=
1√
L
eikx, (2.35)ãäå L � øèðèíà ÿìû èëè øèðèíà îáëàñòè, â êîòîðîé ëîêàëèçîâàí ïîòåí-öèàë èëè âîëíîâûå �óíêöèè ÷àñòèöû.Ôîðìàëüíî âèä íîâîãî áàçèñà ïðè ïîñòðîåíèè ãàìèëüòîíîâîé ìàòðè-öû ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïî àíàëîãèè ñ (2.13),

Φk=1= |100 . . . 0〉 ; Φk=2= |010 . . . 0〉 ; . . .; Φk=n= |000 . . . 1〉 , (2.36)îäíàêî òåïåðü åäèíèöà îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ áàçèñíàÿ �óíêöèÿîïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû Φk ñ èìïóëüñîì k.�àññìîòðèì çàäà÷ó î ÷àñòèöå â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå
U (x) = − U

ch2x
, (2.37)ãäå ââåäåíà áåçðàçìåðíàÿ ñèñòåìà åäèíèö m→ 1, ~ → 1.Èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è [1℄, ñïåêòð ñâÿçàííûõñîñòîÿíèé ñèñòåìû èìååò âèä
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En = −1

8

(
1 − 2n+

√
1 + 8U

)2

, (2.38)ãäå n � íîìåð ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ. Ïðè U = 16 â ñèñòåìå 6 ñâÿçàííûõñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèÿìè:
E1 = −13.4105; E2 = −8.7316; E1 = −5.0527; (2.39)
E4 = −2.3738; E5 = −0.6949; E6 = −0.0160.�ðà�èê çàâèñèìîñòè U(x) âìåñòå ñ ðàçðåøåííûìè óðîâíÿìè ýíåðãèèïðèâåäåí íà �èñ. 2.7.�åøåíèå çàäà÷è â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, òàê, êàê ýòî áûëîñäåëàíî äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðè øèðèíåîáëàñòè îïðåäåëåíèÿ L = 2a = 8 è ñåòêå ðàçáèåíèÿ èç 800 îòðåçêîâ äàåòäëÿ ïåðâûõ ïÿòè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé çíà÷åíèÿ
E1 = −13.4110; E2 = −8.7319; E1 = −5.0532; (2.40)

E4 = −2.3743; E5 = −0.6845,à çàâèñèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ àìïëèòóä âåðîÿòíîñòè îò êîîðäèíà-òû ïîêàçàíà íà �èñ. 2.8.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ñëåäóåò ñíà÷àëàçàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí â òåðìèíàõ èìïóëüñíîãî áàçèñà (2.36). Ïåðâîåñëàãàåìîå â (2.9), îòâå÷àþùåå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû, çàïèøåòñÿâ âèäå
〈Φp | Hkin | Φp′〉 =

p2

2
δpp′, (2.41)ò.å. ýòî ñëàãàåìîå äèàãîíàëüíî â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè.Ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû, òåïåðü áó-äåò íåäèàãîíàëüíûì:
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�èñ. 2.7: Âèä ïîòåíöèàëüíîé ÿìû è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà äëÿ (2.37)

�èñ. 2.8: �àñïðåäåëåíèå ÷àñòèöû ïî êîîðäèíàòå äëÿ ïåðâûõ ïÿòè ñâÿçàí-íûõ ñîñòîÿíèé. �åøåíèå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè
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〈Φp | U(x) | Φp′〉 ≡ U (p, p′) =

1

2a

a∫

−a

U (x) ei(p
′−p)xdx. (2.42)Ïîäñòàâëÿÿ (2.37) â (2.42) è ââîäÿ ñåòêó ðàçáèåíèÿ èç m îòðåçêîââäîëü îñè x ñ øàãîì h = 2a/m, ïîëó÷àåì:

U (p, p′) =
1

2a

m∑

i=1

U(xi)e
i(p′−p)xih = −U

n

m∑

i=1

cos [(p− p′) xi]

ch2xi
. (2.43)�åçóëüòàò ðàñ÷åòà ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèòñÿ, åñëè âûðàæåíèå (2.42)ðàññ÷èòàòü àíàëèòè÷åñêè: U (p, p′) = −Uπ

2a
p−p′

sh(π
2
(p−p′))

, ó÷èòûâàÿ áûñòðîåçàòóõàíèå ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè ïðè |x| ≥ 4.Ïîñëå òîãî, êàê îïðåäåëåí âèä ãàìèëüòîíèàíà â èìïóëüñíîì ïðåä-ñòàâëåíèè, ìîæíî ïîñòðîèòü ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó
H =




p21
2

+ U(p1, p1) U(p1, p2) U(p1, p3) . . .

U(p2, p1)
p22
2

+ U(p2, p2) U(p2, p3) . . .

U(p3, p1) U(p3, p2)
p23
2

+ U(p3, p3) . . .

. . . . . . . . . . . .




(2.44)è äèàãîíàëèçîâàòü åå. Çíà÷åíèÿ èìïóëüñà áóäóò ìåíÿòüñÿ îò−π/h äî π/hñ øàãîì π/a. �åçóëüòàòîì äèàãîíàëèçàöèè áóäóò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,ÿâëÿþùèåñÿ ñïåêòðîì ñèñòåìû (íàïîìíèì, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû íå çàâè-ñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ, â êîòîðîì îíà ïîñòðîåíà), è ñîáñòâåííûå �óíêöèè
Φ′(p), îòâå÷àþùèå ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, êîòîðûå òåïåðü áóäóòçàâèñåòü íå îò êîîðäèíàòû, à îò èìïóëüñà ÷àñòèöû. Íà �èñ. 2.9 ïîêàçà-íî ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñà ÷àñòèöû äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñâÿçàííûõ ñî-ñòîÿíèé; ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèåé çíà÷åíèé, ïîëó-÷åííûõ ïðè äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû, îòâå÷àþùåé ñåòêåðàçáèåíèÿ ïî èìïóëüñó èç m = 800 îòðåçêîâ.Ñïåêòð ñèñòåìû, ðàññ÷èòàííûé â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿm =

800, îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì
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�èñ. 2.9: �àñïðåäåëåíèå ÷àñòèöû ïî èìïóëüñó äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñâÿ-çàííûõ ñîñòîÿíèé. �åøåíèå â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, h = 2a
800

= 0.01

�èñ. 2.10: �àñïðåäåëåíèå ÷àñòèöû ïî êîîðäèíàòå äëÿ ïåðâûõ ïÿòè ñâÿ-çàííûõ ñîñòîÿíèé. �åøåíèå â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè
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E1 = −13.4110; E2 = −8.7316; E1 = −5.0527; (2.45)

E4 = −2.3737; E5 = −0.7056,è áëèçêèì ïî çíà÷åíèþ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ (2.39) è ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòàâ óçåëüíîì áàçèñå (2.40).×òîáû ïîëó÷èòü èç ñîáñòâåííûõ �óíêöèé â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëå-íèè ñîáñòâåííûå �óíêöèè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, íåîáõîäèìîâûïîëíèòü îáðàòíîå �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèå âèäà:
Φ′α (p) =

m∑

k=1

CkαΦk=
1√
2a

m∑

k=1

Ckαe
ix 2π

h
k. (2.46)Äëÿ íàøåé äèñêðåòíîé ñåòêè �îðìóëû ïåðåõîäà èç èìïóëüñíîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ â êîîðäèíàòíîå èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Φ′α (xj) =
1√
2a

m∑

k=1

Ckαcos

(
xj

2π

h
k

) (2.47)äëÿ ÷åòíûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé (íå÷åòíûå íîìåðà óðîâíåé), è
Φ′α (xj) =

1√
2a

m∑

k=1

Ckαsin

(
xj

2π

h
k

) (2.48)äëÿ íå÷åòíûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé (íå÷åòíûå íîìåðà óðîâíåé).�àñïðåäåëåíèå ÷àñòèöû ïî êîîðäèíàòå äëÿ ïåðâûõ ïÿòè ñâÿçàííûõñîñòîÿíèé, ïîëó÷åííîå èç (2.47) � (2.48), ïîêàçàíî íà �èñ. 2.10. Ýòîò ãðà-�èê ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷åí �èñ. 2.8, êîòîðûé ïîëó÷åí ðåøåíèåì çàäà÷èâ êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà çàìåòèì, ÷òî âûáîð áàçèñà äëÿ çàäà÷è äèà-ãîíàëèçàöèè êîíêðåòíîé êâàíòîâîé ñèñòåìû äèêòóåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîâîïðîñàìè óäîáñòâà ðàñ÷åòà è íàãëÿäíîñòüþ ïðåäñòàâëåíèÿ.
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×àñòü 2
ÊÂÀÍÒÎÂÛÅÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅÇÀÄÀ×È
Êâàíòîâûå ìíîãî÷àñòè÷íûå çàäà÷è, äàæå â ñëó÷àå ñèëüíî âçàèìîäåé-ñòâóþùèõ ÷àñòèö (ýëåêòðîíîâ, áîçîíîâ, ñïèíîâ), òàêæå ïîääàþòñÿ òî÷-íîìó ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ â ñëó÷àå íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ ñèñòåìû. Óäîá-íûì áàçèñîì â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ óçåëüíûå �óíêöèè â ïðåäñòàâëåíèè÷èñåë çàïîëíåíèÿ âî âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè, à âñå îïåðàòîðû ïðåäñòàâ-ëÿþòñÿ ÷åðåç òàê íàçûâàåìûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, êî-òîðûå àâòîìàòè÷åñêè áóäóò ó÷èòûâàòü ñèììåòðèþ è ñòàòèñòèêó ÷àñòèö.Ïåðåä îáçîðîì óçåëüíûõ êâàíòîâûõ ìîäåëåé ïîçíàêîìèìñÿ ñ ïðåä-ñòàâëåíèåì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ [1℄. Âíà÷àëå íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ áó-äóò îáîñíîâàíû ïðàâèëà, íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì äëÿ ðåøåíèÿ êâàí-òîâûõ çàäà÷ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Çàòåì, ñïåöèàëüíî äëÿ óçåëüíîãîáàçèñà, áóäåò ïîäðîáíî îáñóæäåíà òåõíèêà èñïîëüçîâàíèÿ âòîðè÷íîãîêâàíòîâàíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ âèäîâ ñòàòèñòèê.49



50 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È3 Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåä-ñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿÂòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå � ýòî ìàòåìàòè÷åñêèé �îðìàëèçì, êîòîðûé ïîç-âîëÿåò îïèñûâàòü òîæäåñòâåííûå (íåðàçëè÷èìûå) ÷àñòèöû åñòåñòâåí-íûì îáðàçîì, òàê ÷òî ïðèíöèï íåðàçëè÷èìîñòè ÷àñòèö ó÷èòûâàåòñÿ ññàìîãî íà÷àëà, ñ ïîñòðîåíèÿ áàçèñíûõ âîëíîâûõ �óíêöèé. Ýòîò ìåòîäíàçûâàþò òàêæå ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ, îí óäîáåí è äëÿ îïè-ñàíèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö.Îïèñàíèå êâàíòîâîé ìíîãî÷àñòè÷íîé çàäà÷è âî âòîðè÷íîì êâàíòîâà-íèè �îðìàëèçóåòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì ñ óñïåõîì ïðèìåíÿòü÷èñëåííûé àíàëèç.�àññìîòðèì ýòîò ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä ïîäðîáíåå íà êîíêðåòíûõïðèìåðàõ, è íà÷íåì ñ çàäà÷è îá îäíîìåðíîì ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòî-ðå, â êîòîðîé áóäóò ââåäåíû ïîíÿòèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òî-æåíèÿ ÷àñòèö.3.1 Îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîðÓðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðàèìååò ñëåäóþùèé âèä:
ĤΨ = EΨ, (3.1)

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2x2

2
.Çäåñü m � ìàññà îñöèëëÿòîðà, ω � ÷àñòîòà åãî êîëåáàíèé.�åøåíèå ýòîé çàäà÷è èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1℄): ñïåêòð èìååò âèä

En = ~ω

(
n+

1

2

)
, (3.2)ãäå n � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à âîëíîâûå �óíêöèè ýòîé ñèñòåìû



3. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ51
Ψn (x) =

1√
2nn!

√
π
Hn (z) e−z

2/2; z =

√
mω

~
x, (3.3)

Hn (z) � ïîëèíîìû Ýðìèòà, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëîé
Hn (z) = (−1)nez

2 dne−z
2

dzn
. (3.4)Âîëíîâûå �óíêöèè îñöèëëÿòîðà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

Ψ
′′

n+
(
λn − z2

)
Ψn= 0; λn =

2En
~ω

= 2n+ 1. (3.5)Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïóòåì âûäåëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ àñèìïòîòèê èòðåáîâàíèåì îãðàíè÷åííîñòè âîëíîâîé �óíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè [1℄.�àññìîòðèì äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ââåäåì áåçðàçìåðíûåîïåðàòîðû
Q̂ = x̂

√
mω/~, P̂ =

p̂√
mω~

; P =
1

i

∂

∂Q
. (3.6)Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ:

[
P̂ , Q̂

]
=

1

~
[p̂, x̂] = −i. (3.7)�àìèëüòîíèàí â íîâûõ îïåðàòîðàõ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ĥ =
~ω

2

(
P̂ 2 + Q̂2

)
. (3.8)Ââåäåì íîâûå îïåðàòîðû

â+ =
1√
2

(
Q̂− iP̂

)
, â =

1√
2

(
Q̂+ iP̂

)
, (3.9)òàê íàçûâàåìûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Îíè óäîâëåòâî-ðÿþò ñëåäóþùåìó êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ:

[
â, â+

]
=

1

2

[
Q̂,−iP̂

]
+

1

2

[
iP̂ , Q̂

]
= 1. (3.10)Òîãäà
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â+â =

1

2

(
Q̂2 + P̂ 2 − i

[
P̂ , Q̂

])
=

1

2

(
P̂ 2 + Q̂2

)
− 1

2
, (3.11)è ãàìèëüòîíèàí, âûðàæåííûé ÷åðåç îïåðàòîðû â, â+, ïðèíèìàåò âèä:

Ĥ = ~ω

(
â+â+

1

2

)
. (3.12)Åñëè òåïåðü ââåñòè áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ε = E

~ω
, òî óðàâíåíèåØðåäèíãåðà ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(
â+â+

1

2

)
Ψ = εΨ. (3.13)Òåïåðü íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü, êàê íîâûå îïåðàòîðû â è â+ äåéñòâó-þò íà âîëíîâûå �óíêöèè. �àññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðà â+ íà ïðî-èçâîëüíóþ ñîáñòâåííóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ Ψε. Èìååì (çäåñü è äàëåå¾øëÿïêè¿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ áóäåì îïóñêàòü):

HΨε=εΨε ⇒ a+HΨε=εa
+Ψε ⇒ (3.14)

⇒ a+

(
a+a+

1

2

)
Ψε=a

+

(
a+a− 1

2

)
Ψε= (H−1) a+Ψε.Èòàê,

(H−1) a+Ψε=εa
+Ψε, (3.15)èëè

Ha+Ψε=(ε+ 1) a+Ψε. (3.16)Òàêèì îáðàçîì, åñëè Ψε � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ãàìèëüòîíèàíà, ñîîò-âåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ε, òî Ψε+1=a
+Ψε � òàêæå ñîáñòâåí-íàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ε + 1. Ïîëàãàÿèñõîäíóþ �óíêöèþ Ψε íîðìèðîâàííîé íà åäèíèöó, íàéäåì íîðìèðîâêó

Ψε+1, äëÿ ÷åãî ðàññ÷èòàåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(Ψε+1,Ψε+1) =

((
a+Ψε

)∗
, a+Ψε

)
=
(
Ψεa, a

+Ψε

)
= (3.17)
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=

(
Ψε

(
H+

1

2

)
Ψε

)
= ε+

1

2
.Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿóâåëè÷åíèå íà åäèíèöó íîìåðà ñîñòîÿíèÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

a+Ψε=

√
ε+

1

2
Ψε+1. (3.18)Àíàëîãè÷íî ìîæíî âûâåñòè ïðàâèëî äëÿ îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ:

aΨε=

√
ε−1

2
Ψε−1. (3.19)Èç ýòèõ ïðàâèë ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-öèëëÿòîðà ýêâèäèñòàíòåí, ò.å. ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè ïîñòîÿííîè ðàâíî åäèíèöå (â åäèíèöàõ ~ω), íåèçâåñòåí òîëüêî îòñ÷åò ýíåðãèè �íèçøèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü. ßñíî, ÷òî îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ïðèäåéñòâèè íà âîëíîâóþ �óíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äàñò íóëü, òàê êàêíåëüçÿ ñîçäàòü óðîâåíü íèæå ñàìîãî íèæíåãî. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì óñëî-âèåì:

aΨ0= 0 ⇒ a+aΨ0= 0 ⇒
(
a+a +

1

2

)
Ψ0=HΨ0=ε0Ψ0=

1

2
Ψ0. (3.20)Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà ðàâíà 1/2, è ñïåêòðìîæíî ïðîíóìåðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

En = ~ωεn = ~ω

(
n+

1

2

)
, (3.21)÷òî ñîâïàäàåò ñ (3.2). Îäíîâðåìåííî íàõîäèì ïðàâèëà äåéñòâèÿ îïåðà-òîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ íà ñîáñòâåííûå âîëíîâûå �óíêöèè:

a+Ψn=
√
n+1Ψn+1, aΨn=

√
nΨn−1. (3.22)Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ ðåøèòü çàäà÷ó, ò.å.íàéòè òàêæå è ñàìè âîëíîâûå �óíêöèè. Âñïîìíèì, ÷òî
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a+ =

1√
2

(Q− iP ) =
1√
2

(
Q− ∂

∂Q

)
, (3.23)

a =
1√
2

(Q+ iP ) =
1√
2

(
Q+

∂

∂Q

)
.Òîãäà èìååì:

aΨ0= 0 =
1√
2

(Q− iP )Ψ0 ⇒ QΨ0= −∂Ψ0

∂Q
⇒ Ψ0=Ae

−Q2/2. (3.24)Íîðìèðîâêà íà åäèíèöó ïðèâîäèò ê ìíîæèòåëþ A = π−1/4.Òåïåðü, çíàÿ �óíêöèþ íóëåâîãî óðîâíÿ è ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì äåé-ñòâèÿ îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü âîëíîâóþ �óíêöèþ ëþáîãî
n-ãî óðîâíÿ:

a+Ψn=
√
n+1Ψn+1 ⇒ Ψn=

1√
n!

(
a+
)n

Ψ0; (3.25)
Ψn=

1√
2nn!

√
π

(
Q− ∂

∂Q

)n
e−Q

2/2 =
1√

2nn!
√
π
Hn (Q) e−

Q2

2 .Çäåñü Hn (Q) � ïîëèíîìû Ýðìèòà, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëîé (3.4). Ïî-ëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ (3.3).Ïðåäñòàâëåííûé âàðèàíò ðåøåíèÿ ïîêàçûâàåò, êàê ìîæíî â íîâîìïðåäñòàâëåíèè ðåøèòü çàäà÷ó îá îñöèëëÿòîðå, ïåðåéäÿ ê îïåðàòîðàìðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, à òàêæå ê áàçèñó âîëíîâûõ �óíêöèé â ïðåä-ñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ; â ýòîì ñëó÷àå õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñ-ëîì ÿâëÿåòñÿ íîìåð óðîâíÿ. Ïîëó÷åííûå ïðàâèëà äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ,à òàêæå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè, êàê áóäåò ïîêàçà-íî äàëåå, â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ ïðàâèëàìè äåéñòâèÿ è êîììóòàòîðàìèäëÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ â ñëó÷àå ñòàòèñòèêè Áîçå.
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a

na x
(n+1)a(n-1)a

Un-1 Un Un+1

kk k k k k

M MMMM

�èñ. 3.1: Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà àòîìîâ, ñîåäèíåííûõ îäèíàêîâûìè ïðó-æèíàìè
3.2 Ïîëå ñìåùåíèé â ñòðóíå�àññìîòðèì, êàê ìîæíî îïèñàòü ïîëå ñìåùåíèé â ñòðóíå ñ ïîìîùüþîïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé äâèæå-íèÿ è ãàìèëüòîíèàíà óäîáíî ñíà÷àëà èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíóþ ìîäåëü èïðåäñòàâèòü êîëåáàíèÿ â ñòðóíå êàê êîëåáàíèÿ â ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êåàòîìîâ, ñâÿçàííûõ óïðóãèìè ñèëàìè, ò.å. â ïîëå óïðóãèõ âîëí � çâóêîâûõêîëåáàíèé, à çàòåì ïåðåéòè â íåïðåðûâíûé ïðåäåë.�àññìîòðèì îäíîìåðíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ïåðèîäîì a èç îäè-íàêîâûõ àòîìîâ ìàññû M , ñîåäèíåííûõ ïðóæèíàìè ñ îäèíàêîâîé æåñò-êîñòüþ k (�èñ. 3.1).Íàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ òàêîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ïðîíó-ìåðóåì âñå àòîìû è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Íüþòîíà äëÿ n-ãî àòîìà. Íàíåãî äåéñòâóþò óïðóãèå ñèëû ñî ñòîðîíû (n− 1)-ãî àòîìà, íàïðàâëåííûåâëåâî, è ñî ñòîðîíû (n+ 1)-ãî àòîìà, íàïðàâëåííûå âïðàâî.Åñëè îáîçíà÷èòü ñìåùåíèå àòîìà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êàê Un,òî
MÜn = −k (Un − Un−1) + k (Un+1 − Un) = k (Un+1 + Un−1 − 2Un) . (3.26)Ïåðåéäåì òåïåðü ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó, óñòðåìëÿÿ ïåðèîä a ê íó-ëþ, è ðàçëîæèì ñìåùåíèå â ðÿä äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî a:
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Un+1 = U (xn + a) = U (xn) + U ′ (xn) a+

1

2
U ′′ (xn) a

2; (3.27)
Un−1 = U (xn − a) = U (xn) − U ′ (xn) a+

1

2
U ′′ (xn) a

2.Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèîáðåòàåò ïðèâû÷íûé âèä âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ:
MÜ (x) = ka2∂

2U

∂x2
. (3.28)Ââåäåì ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ρ = Ma è ìîäóëü óïðóãîñòè G = ka,òîãäà

ρÜ (x) = G
∂2U

∂x2
. (3.29)Êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ êàê c2 = G/ρ. Èìååì,òàêèì îáðàçîì, îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ñîáñòâåí-íûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ ρ è ìîäóëåì óïðóãîñòè

G. Íàïèøåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû � ñóììó êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöè-àëüíîé ýíåðãèé àòîìîâ:
H =

∑

n

[
MU̇2

n

2
+ k

(Un − Un−1)
2

2

]
= a

∑

n

[
ρ
U̇2
n

2
+G

(∂Un/∂x)
2

2

]
=(3.30)

=

∫
dx


ρ

(
U̇(x)

)2

2
+G

(∂U/∂x)2

2


.Ââåäåì �óðüå-êîìïîíåíòû ñìåùåíèé ïî êîîðäèíàòå:

U (x, t) =
1√
L

∑

k

U(k, t)eikx, (3.31)òîãäà ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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H = a

∑

k

[
ρ
U̇(k, t)U̇∗(k, t)

2
+Gk2U(k, t)U∗(k, t)

2

]
. (3.32)Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ó÷òåíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñìåùåíèå áûëîäåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé, íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû U∗ (−k, t) =

U(k, t).Ïîëüçóÿñü óðàâíåíèåì íà ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòüçàâèñèìîñòü îò âðåìåíè �óðüå-êîìïîíåíò ñìåùåíèé. Äåéñòâèòåëüíî,
Ü (k, t) = −c2U (k, t) ⇒ U (k, t) = U1 (k) eiωkt + U2 (k) e−iωkt; (3.33)

ωk = c |k| .Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì U∗ (k, t) = U(−k, t). Èìååì:
U∗ (k, t) = U∗1 (k) e−iωkt + U∗2 (k) eiωkt; (3.34)

U∗ (−k, t) = U∗1 (−k) e−iωkt + U∗2 (−k) eiωkt ⇒ U∗1 (−k) = U2 (k) .Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì:
U (k, t) = U (k) e−iωkt + U∗ (−k) eiωkt; (3.35)

U (x, t) =
1√
L

∑

k

[
U (k) eikx−iωkt + U∗ (k) e−ikx+iωkt

]
.Ââåäåì îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû:

Q (k, t) = U (k, t) ; (3.36)
P (k, t) = ρQ̇ (k, t) .Ïåðåïèøåì îïåðàòîð ýíåðãèè â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ:
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H =

∑

k

[
PkP−k

2ρ
+

(
ρω2

k

2

)
QkQ−k

]
, (3.37)ãäå Pk, Qk � ñîïðÿæåííûå îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è èìïóëüñû.Äè��åðåíöèðóÿ îïåðàòîð ýíåðãèè ïî èìïóëüñó, êîîðäèíàòå, à òàêæåèñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà

{
Q̇−k = ∂H

∂Pk
;

Ṗk = − ∂H
∂Q−k

.
(3.38)Äëÿ âûðàæåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ÷åðåç îïåðàòîðû â ïðåäñòàâëåíèè ÷è-ñåë çàïîëíåíèÿ ââåäåì îïåðàòîðû ak(t), a+

k (t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ak (t) =

√
ρωk
2~

Qk (t) + i
Pk(t)√
2ρωk~

; (3.39)
a+
k (t) =

√
ρωk
2~

Q−k (t) − i
P−k(t)√
2ρωk~

.Ââåäåííûå òàêèì îáðàçîì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ îáëà-äàþò âñåìè àòðèáóòàìè îïåðàòîðîâ, �èãóðèðóþùèõ ðàíåå â çàäà÷å äëÿîäíîãî îñöèëëÿòîðà. Â ýòîì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ââîäÿ ïðàâèëà êîììó-òàöèè äëÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ: [Pk, Q−k] = −i~.Îêîí÷àòåëüíî ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà ýíåð-ãèé ãàðìîíè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ:
H =

∑

k

~ωk

(
a+
k ak +

1

2

)
, (3.40)ïðè ýòîì ÷åðåç ýòè îïåðàòîðû ìîæíî âûðàçèòü è ñìåùåíèå:

U (k, t) = Q (k, t) =

√
~

2ρωk

(
ak (t) + a+

−k(t)
)
; (3.41)

(x, t) =
∑

k

√
~

2ρLωk

(
ak (t) eikx + a+

k (t)e−ikx
)
.Çíàÿ ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ îñöèëëÿòîðà, äàëåå ìîæíî ðàññ÷èòàòü èòåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà äàííîé ñèñòåìû.



3. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ59Òåïåðü ðàññìîòðèì �îðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ (èëè ïðåä-ñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ) â îáùåì ñëó÷àå.
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3.3 Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿÂîëíîâûå �óíêöèè â øðåäèíãåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè íåóäîáíû äëÿ îïè-ñàíèÿ àíñàìáëÿ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìîò-ðåòü �óíêöèþ äâóõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö Ψ(a, b), òî �óíêöèÿ Ψ(b, a)îïèñûâàåò òó æå àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îäíà ÷àñòèöà íàõîäèò-ñÿ â òî÷êå a, à âòîðàÿ � â òî÷êå b. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ ýòèõ �óíêöèéíå ìîãóò çàäàâàòüñÿ ïðîèçâîëüíî, è äîëæíû ðàçëè÷àòüñÿ òîëüêî �àçî-âûì ìíîæèòåëåì, òàê êàê ìîäóëè êâàäðàòîâ ýòèõ âîëíîâûõ �óíêöèéîïèñûâàþò îäíó è òó æå �èçè÷åñêóþ âåëè÷èíó è äîëæíû áûòü ðàâíû:
|Ψ(a, b)|2=|Ψ(b, a)|2. Ýòó ïðîáëåìó óñòðàíÿþò, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû âîëíî-âàÿ �óíêöèÿ äâóõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö áûëà ëèáî ñèììåòðè÷íà, ëèáîàíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ. Äëÿ ñèñòåìû,ñîñòîÿùåé èç ìíîãèõ ÷àñòèö, òàêàÿ ïðîáëåìà åùå áîëåå óñóãóáëÿåòñÿ,òàê êàê ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü ñèììåòðèþ èëè àíòèñèììåòðèþ ëþáîé ïà-ðû ÷àñòèö. Â ñëó÷àå àíòèñèììåòðèè ðåçóëüòàò ïðåäñòàâèì â âèäå òàêíàçûâàåìîãî äåòåðìèíàíòà Ñëýòåðà [3℄, ðàáîòàòü ñ êîòîðûì ÷ðåçâû-÷àéíî íåóäîáíî. Èíîãäà ïðåäëàãàåòñÿ òàêæå àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä �ñõåìà Þíãà [1℄ � äëÿ ó÷åòà òîæäåñòâåííîñòè, íî îí òàêæå íåóäîáåí äëÿïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.Ïðåäñòàâëåííûé íèæå àïïàðàò âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ (èëè �îð-ìàëèçì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ) ïîçâîëÿåò èçáåæàòü âûøåóêàçàííûõ òðóä-íîñòåé, óäîáåí äëÿ ðàáîòû (â òîì ÷èñëå, äëÿ �îðìàëèçàöèè çàäà÷ íàêîìïüþòåðå), è ñïåöèàëüíî íàïðàâëåí íà îïèñàíèå ñèñòåì òîæäåñòâåí-íûõ (íåðàçëè÷èìûõ) ÷àñòèö. Áóäåò ïîêàçàíî, êàê åñòåñòâåííûì îáðàçîìâñå îïåðàòîðû �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç îïåðàòî-ðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ �åðìèåâñêîãî èëè áîçåâñêîãî âèäà è êàêïðàêòè÷åñêè ðàáîòàòü ñ íèìè.



3. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ61Îäíî÷àñòè÷íûé áàçèñÂâåäåì âàêóóìíóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ |0〉 , îáîçíà÷àþùóþ ñîñòîÿíèå ðàñ-ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîé ÷àñòèöû. Çàòåì äîáàâèìâ ñèñòåìó îäíó ÷àñòèöó, è ðàññìîòðèì ïîëíûé íàáîð òàêèõ îäíî÷àñòè÷-íûõ ñîñòîÿíèé. Â êà÷åñòâå îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî âûáðàòü,íàïðèìåð, ïëîñêèå âîëíû, îáðàçóþùèå ïîëíûé íàáîð: |k〉 = eikx. Â �îð-ìàëèçìå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ òàêèå ñîñòîÿíèÿ áóäóò ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:
|k〉 ≡ a+

k |0〉 . (3.42)Ýòî òîæäåñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ââåäåííûé îïåðàòîð ðîæäåíèÿ a+
k ïîîïðåäåëåíèþ ðîæäàåò ÷àñòèöó â îäíî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè, îïèñûâàåìîìïëîñêîé âîëíîé ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k.Èòàê, îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿîïåðàòîðà ðîæäåíèÿ íà âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå. Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, ñîïðÿ-æåííàÿ ñ îäíî÷àñòè÷íîé, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 〈0| ak , ãäå ak � ñîïðÿ-æåííûé ñ a+

k îïåðàòîð (ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî êåò-âåêòîðó |k〉 ñîîò-âåòñòâóåò áðà-âåêòîð 〈k|). Èç-çà îðòîíîðìèðîâàííîñòè îäíî÷àñòè÷íîãîáàçèñà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå:
〈
0
∣∣ aka+

k′

∣∣ 0
〉

= δkk′. (3.43)Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ÷àñòèöû ïîêà íå ïîëó÷åíî íèêàêèõ íîâûõ ðåçóëüòà-òîâ, êðîìå ïåðåîáîçíà÷åíèé âîëíîâûõ �óíêöèé. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãîêâàíòîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîëåçíûì ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåì äâóõ è áîëåå÷àñòèö.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîëíûé íàáîð � íåîáÿçàòåëüíî ïëîñêèå âîëíû, àêâàíòîâîå ÷èñëî k � íåîáÿçàòåëüíî âîëíîâîé âåêòîð. Áîëåå òîãî, �óíê-öèè ëþáîãî äðóãîãî áàçèñà âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ëèíåéíûõ êîì-áèíàöèé ïëîñêèõ âîëí. Çíà÷èò, è îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèåíîâîìó áàçèñó, òàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îïå-
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k .Ïóñòü èìååòñÿ íîâûé íàáîð áàçèñíûõ �óíêöèé |n〉 . Òîãäà

|n〉 =
∑

k

|k〉 〈k | n〉 . (3.44)Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç ïîëíîòû áàçèñà è òîæäåñòâåííîãî ñîîò-íîøåíèÿ 1 ≡ ∑
k

|k〉 〈k| . Ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè îïåðàòîðîâ a+
k :

a+
n =

∑

k

a+
k 〈k | n〉. (3.45)Îïåðàòîð a+

n ðîæäàåò ÷àñòèöó â ñîñòîÿíèè |n〉 .Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè ââåñòè êîîðäèíàòíûå âîëíîâûå �óíêöèè, ÿâ-ëÿþùèåñÿ �óðüå-îáðàçîì îò ïëîñêèõ âîëí
|n〉 =

∑

k

eikx |k〉 , (3.46)òî ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ
a+ (x) ≡ Ψ+ (x) =

∑

k

e−ikxa+
k (3.47)ðîæäàþò ÷àñòèöó â ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå x (èõ íàçûâàþò ïîëåâûìèîïåðàòîðàìè � îïåðàòîðàìè ïîëÿ ÷àñòèö).Äâóõ- è ìíîãî÷àñòè÷íûé áàçèñû. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøå-íèÿ�àññìîòðèì òåïåðü ïîëíûé íàáîð ñîñòîÿíèé äâóõ ÷àñòèö. Â îáû÷íîì(øðåäèíãåðîâñêîì) ïðåäñòàâëåíèè ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ïðîèçâåäå-íèå ïëîñêèõ âîëí

|k′, k′′〉 = eik
′xeik

′′x, (3.48)íî òàêîé âûáîð íåîäíîçíà÷åí � çàäàííûì çíà÷åíèÿì âåêòîðîâ k′, k′′ ñîîò-âåòñòâóþò äâà ðàçíûõ ñîñòîÿíèÿ: â îäíîì ïåðâàÿ ÷àñòèöà èìååò èìïóëüñ



3. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ63
k′, à âòîðàÿ � k′′, â äðóãîì � íàîáîðîò. Ïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöû íåðàçëè-÷èìû, ò.å. îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî îäíî �èçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, à èìåí-íî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì îäíà ÷àñòèöà îáëàäàåò âîëíîâûì âåêòîðîì k′,à äðóãàÿ � âîëíîâûì âåêòîðîì k′′. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â øðåäèíãåðîâñêîìïðåäñòàâëåíèè òàêîå âûðîæäåíèå ïî ñèììåòðèè ìû äîëæíû ó÷åñòü, õîòÿíèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé �èçè÷åñêîé èí�îðìàöèè ýòîò �àêò íå âíîñèòâ çàäà÷ó.Ïîñìîòðèì, êàê çàïèñàòü ýòî ñîñòîÿíèå â �îðìàëèçìå âòîðè÷íîãîêâàíòîâàíèÿ:

|k′, k′′〉 → a+
k′a

+
k′′ |0〉 . (3.49)Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ íà âàêóóìíîå ñî-ñòîÿíèå ðîæäàþòñÿ äâå ÷àñòèöû, îäíà ÷àñòèöà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k′,à äðóãàÿ �  âîëíîâûì âåêòîðîì k′′. Î÷åíü âàæíî, ÷òî íîìåðà ÷àñòèö ïðèýòîì íå ââîäÿòñÿ, îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî îäíî è òî æå âòîðè÷íîêâàíòîâàííîå äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ìîæíî çàïèñàòü äâóìÿ ñïîñîáà-ìè. Òàê, äëÿ çàäàííûõ âåêòîðîâ k′, k′′ ìîæíî çàïèñàòü åùå îäíî ñîñòîÿ-íèå

|k′′, k′〉 → a+
k′′a

+
k′ |0〉 . (3.50)Ýòî òî æå ñàìîå �èçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ïîýòîìó îòëè÷àòüñÿ ýòè�óíêöèè ìîãóò òîëüêî ìíîæèòåëåì, ò.å.

a+
k′′a

+
k′ = Fa+

k′a
+
k′′ ; a+

k′a
+
k′′ =

1

F
a+
k′′a

+
k′. (3.51)Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ (êîììóòàöèîííûå) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ âëþáîì áàçèñå è äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäîâîò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó. ßñíî, ÷òî ìíîæèòåëü F íå äîëæåí çàâè-ñåòü îò k′, k′′ è èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ â êîììóòàöèîííîì ñîîòíî-øåíèè. Åäèíñòâåííûå ÷èñëà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòèì óñëîâèÿì, ýòî

F = ±1. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû òîëüêî äâà âèäà êîììóòàöèîííûõ ñî-îòíîøåíèé:
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a+
k′′a

+
k′ = +a+

k′a
+
k′′, (3.52)èëè

a+
k′′a

+
k′ = −a+

k′a
+
k′′. (3.53)Èòàê, âîçìîæíà ëèáî êîììóòàöèÿ, ëèáî àíòèêîììóòàöèÿ îïåðàòîðîâðîæäåíèÿ. ×àñòèöû, îïåðàòîðû êîòîðûõ êîììóòèðóþò, íàçûâàþòñÿ áî-çîíàìè, ÷àñòèöû ñ àíòèêîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè � �åðìèîíà-ìè. Ôåðìèîíàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîíû, ïðîòîíû è íåéòðîíû, ñëàãàþùèåàòîìû, à áîçîíàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, �îòîíû � êâàíòû ñâåòà, �îíî-íû � êâàíòû çâóêîâûõ êîëåáàíèé, íåéòðàëüíûå àòîìû ãåëèÿ è äð. Âñåýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû ðàçäåëåíû íà ýòè äâà îñíîâíûõ êëàññà.Ïðîàíàëèçèðóåì âàæíåéøèå ñâîéñòâà êâàíòîâûõ ñèñòåì, îáëàäàþ-ùèõ áîçå- èëè �åðìè-ñèììåòðèåé. Ïîêà ðå÷ü íå èäåò î òåðìîäèíàìèêå,îáñóæäàþòñÿ ëèøü êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì.Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè âîëíîâûå âåêòîðà ñîâïàäàþò: k′ =

k′′. Äëÿ ñëó÷àÿ áîçîíîâ ïîëó÷àåì òðèâèàëüíîå òîæäåñòâî, à äëÿ �åðìè-îíîâ íàõîäèì
a+
k′a

+
k′ = −a+

k′a
+
k′ ≡ 0. (3.54)Ïîëó÷àåì âàæíåéøåå ñâîéñòâî �åðìèîíîâ � â îäíîì è òîì æå êâàíòî-âîì ñîñòîÿíèè äâà �åðìèîíà íàõîäèòüñÿ íå ìîãóò � çíàìåíèòûé ïðèíöèï(èëè çàïðåò) Ïàóëè.Åùå îäíî ñâîéñòâî � ñâÿçü ìåæäó êîììóòàöèåé (ïåðåñòàíîâêîé) îïå-ðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è ïåðåñòàíîâêîé ÷àñòèö. �àññìîòðèì äâèæåíèå äâóõ÷àñòèö â ñèñòåìå èõ öåíòðà ìàññ. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ êîììóòàöèè ïðèìóòñëåäóþùèé âèä

a+
K+qa

+
K−q = ±a+

K−qa
+
K+q, (3.55)ïðè÷åì 2K � èìïóëüñ öåíòðà ìàññ, 2q � èìïóëüñ îòíîñèòåëüíîãî äâèæå-íèÿ.



3. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ65Ïóñòü öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è îïèñûâàåòñÿ ïëîñêîé âîë-íîé, à íàñ èíòåðåñóåò �óíêöèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Òîãäà âîëíî-âàÿ �óíêöèÿ äâóõ ÷àñòèö ïðåäñòàâèìà â âèäå Ψ (−→r 1,
−→r 2) = Ψ

(−→r ,−→K
)

=

Φ
(−→
K
)
ϕ (−→r ) = e2i

−→
K−→r ∑

q

g (q)ϕ−→
K

(q), ãäå −→r ,−→K � ðàäèóñû-âåêòîðû îòíî-ñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ è äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ; �óíêöèÿ Φ
(−→
K
) îòâå÷àåòçà äâèæåíèå ñèñòåìû êàê öåëîãî, à ϕ (−→r ) � çà âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáî-äû. Ïîñëåäíþþ �óíêöèþ ðàçëîæèì â ðÿä Ôóðüå, êîìïîíåíòû êîòîðîãîïðåäñòàâèìû â ÷èñëàõ çàïîëíåíèÿ: ϕ−→

K
(q) = a+

K+qa
+
K−q |0〉 . Ó÷òåì óðàâ-íåíèÿ êîììóòàöèè:

∑

q

g(q)a+
K+qa

+
K−q |0〉 = ±

∑

q

g(q)a+
K−qa

+
K+q |0〉 = (3.56)

= ±
∑

q

g(−q)a+
K+qa

+
K−q |0〉 .Çäåñü g(q) � êîý��èöèåíòû Ôóðüå. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåò-ñÿ çàìåíîé q → −q ïîä çíàêîì ñóììû. Âèäíî, ÷òî �óíêöèè g(q) äîëæíûáûòü ÷åòíûìè äëÿ áîçîíîâ è íå÷åòíûìè äëÿ �åðìèîíîâ (äëÿ ïðîñòîòûìû ïðåíåáðåãëè çäåñü ó÷åòîì äðóãèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, íàïðèìåð ñïèíîâ÷àñòèö, ÷òî, îäíàêî, íå èçìåíèò îáùíîñòè ðåçóëüòàòîâ).×åòíîñòü �óíêöèé g(q) íàïðÿìóþ ñâÿçàíà ñî çíà÷åíèåì îðáèòàëüíîãîìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, òàê ÷òî îðáèòàëüíûé ìîìåíò êîëè÷åñòâàäâèæåíèÿ äîëæåí áûòü ÷åòíûì äëÿ áîçîíîâ è íå÷åòíûì äëÿ �åðìèî-íîâ. Íî ïðîöåäóðà èçìåíåíèÿ çíàêà èìïóëüñà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿýêâèâàëåíòíà ïðîöåäóðå ïåðåñòàíîâêè ìåæäó ñîáîé ÷àñòèö. Áîëåå òîãî,�óíêöèè g(q) � ýòî øðåäèíãåðîâñêèå âîëíîâûå �óíêöèè îòíîñèòåëüíîãîäâèæåíèÿ, òîëüêî â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïîýòîìó îòñþäà ñëåäó-åò, ÷òî áîçîííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷íîé îòíî-ñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèö, à �åðìèîííàÿ � àíòèñèììåòðè÷íîé.Ýðìèòîâî ñîïðÿæåííàÿ äâóõ÷àñòè÷íàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ (áðà-âåêòîð)ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì î÷åâèäíûì îáðàçîì:



66 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
〈k′, k′′| = 〈0| ak′′ak′. (3.57)Íîðìèðîâêà ýòîé âîëíîâîé �óíêöèè

〈
0
∣∣ ak′′ak′a+

k′a
+
k′′

∣∣ 0
〉

= Nk′k′′ (3.58)äîëæíà áûòü âûáðàíà èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà. Áîëåå îáùåå ñîîòíîøå-íèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä:
〈
0
∣∣ ak′′′ak′a+

k′a
+
k′′

∣∣ 0
〉

= Nk′k′′δk′′′k′′. (3.59)Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-íèå ñîïðÿæåííîãî îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ 〈0| ak′′′ è ñîñòîÿíèÿ, ïîëó-÷åííîãî äåéñòâèåì äâóõ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è îäíîãî îïåðàòîðà óíè-÷òîæåíèÿ íà âàêóóìíóþ �óíêöèþ (â ðåçóëüòàòå ÷åãî òàêæå ïîëó÷àåò-ñÿ îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå). Òîãäà ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå � ýòî ïðîñòîóñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè ýòèõ äâóõ îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé. Ñëå-äîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå, ïîëó÷åííîå äåéñòâèåì äâóõ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿè îäíîãî îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âè-äå:
ak′a

+
k′a

+
k′′ |0〉 = Nk′k′′a

+
k′′ |0〉 , (3.60)òàê êàê òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå îð-òîãîíàëüíîñòè.Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ak ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèáîêàê îïåðàòîð ðîæäåíèÿ, äåéñòâóþùèé íà ëåâûé âàêóóìíûé âåêòîð, ëèáîêàê îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ, äåéñòâóþùèé íà ïðàâûé âàêóóìíûé âåêòîð.Ïðè äåéñòâèè íà ëåâûé âàêóóìíûé âåêòîð ýòîò îïåðàòîð óâåëè÷èâàåòïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå íà åäèíèöó, ïðè äåéñòâèè íà ïðàâûé âà-êóóìíûé âåêòîð îí óìåíüøàåò ýòî ÷èñëî íà åäèíèöó. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà íà ïðàâîå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå äîëæíî



3. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ67äàâàòü íóëü, òàê êàê íåëüçÿ óìåíüøèòü ÷èñëî ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè, ãäåèõ íåò:
ak′ |0〉 = 0. (3.61)Äîáàâèì äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííî-ñòè îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé

ak′a
+
k′′ |0〉 = δk′k′′ |0〉 . (3.62)�àññìîòðèì òåïåðü êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ îïåðàòîðîâðîæäåíèÿ ìû óæå èõ èìååì. Ïðèìåíÿÿ ê (3.54) îïåðàöèþ êîìïëåêñíî-ãî ñîïðÿæåíèÿ, íàõîäèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâóíè÷òîæåíèÿ:

ak′′ak′ = +ak′ak′′ (áîçîíû) ; (3.63)
ak′′ak′ = −ak′ak′′ (�åðìèîíû) .Íàèáîëåå èíòåðåñíû êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îäíèì îïå-ðàòîðîì óíè÷òîæåíèÿ è îäíèì îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ. Èç ïðåäûäóùèõñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì:

(ak′a
+
k′′ − a+

k′′ak′) = δk′k′′ (áîçîíû) ; (3.64)
(ak′a

+
k′′ + a+

k′′ak′) = δk′k′′ (�åðìèîíû) .Èç ýòèõ �îðìóë ïîêà íåëüçÿ íàïèñàòü îáùèå êîììóòàöèîííûå ñîîò-íîøåíèÿ, òàê êàê îíè äîëæíû áûòü îäèíàêîâû ïðè äåéñòâèè íå òîëüêîíà âàêóóìíóþ �óíêöèþ, íî è íà ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå. �àññìîòðèìäåéñòâèå êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé íà îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå:
(ak′a

+
k′′ ∓ a+

k′′ak′)a
+
k′ |0〉 = (±ak′a+

k′a
+

k′′ ∓ a+
k′′) |0〉 = (3.65)

= ± (Nk′k′′ − 1) a+
k′′ |0〉 ,



68 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èâåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò áîçîíàì, íèæíèé � �åðìèîíàì. Äëÿ òîãî,÷òîáû êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ è äëÿ ýòîãî îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòî-ÿíèÿ, è äëÿ ïðåäûäóùåãî âàêóóìíîãî áûëè îäèíàêîâû è íå çàâèñåëè îòêâàíòîâûõ ÷èñåë, ñëåäóåò ïîëîæèòü Nk′k′′ = 1 ± δk′k′′. Òîãäà ïðè ðàç-íûõ èìïóëüñàõ Nk′k′′ = 1, à ïðè îäèíàêîâûõ êâàíòîâûõ ÷èñëàõ ïîëó÷àåì
Nk′k′′ = 2 äëÿ áîçîíîâ è Nk′k′′ = 0 äëÿ �åðìèîíîâ. Ôèçè÷åñêè äëÿ �åð-ìèîíîâ ýòî è îçíà÷àåò çàïðåò Ïàóëè � îíè íå ìîãóò çàíèìàòü îäíî èòî æå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ áîçîíîâ, íàîáîðîò, óâåëè÷åíèå êîíñòàí-òû ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îíè áóäóò ñòðåìèòüñÿ çàíÿòü îäíî êâàíòîâîåñîñòîÿíèå.Îêîí÷àòåëüíî ïðàâèëà êîììóòàöèè è àíòèêîììóòàöèè äëÿ áîçîííûõè �åðìèîííûõ îïåðàòîðîâ ïðèíèìàþò âèä:

a+
k′a

+
k′′ ∓ a+

k′′a
+
k′ = 0;

ak′ak′′ ∓ ak′′ak′ = 0; (3.66)
ak′a

+
k′′ ∓ a+

k′′ak′ = δk′k′′.Âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò áîçîíàì, íèæíèé � �åðìèîíàì.Ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñ òðåìÿ è áîëåå òîæäåñòâåííûìè ÷àñòèöàìè ïîëó-÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà îïåðàòîðîâ ðîæ-äåíèÿ íà âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå. Âñå ñâîéñòâà ýòèõ ñîñòîÿíèé âûòåêàþòèç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (3.66), êîòîðûå îñòàþòñÿ äëÿ íèõ ñïðà-âåäëèâûìè.Â çàâåðøåíèå ðàçäåëà îòìåòèì åùå îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî, ñïðàâåä-ëèâîå äëÿ áîçîíîâ è íåîáõîäèìîå â äàëüíåéøåì:
〈
0
∣∣ ak′ak′a+

k′a
+
k′

∣∣ 0
〉

= 2
〈
0
∣∣ ak′a+

k′

∣∣ 0
〉
;

〈
0
∣∣ ak′ak′ak′a+

k′a
+
k′a

+
k′

∣∣ 0
〉

=
〈
0
∣∣ ak′ak′(1 + a+

k′ak′)a
+
k′a

+
k′

∣∣ 0
〉

=

= 2 + 2
〈
0
∣∣ ak′ak′a+

k′a
+
k′

∣∣ 0
〉

= 6;



3. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ69. . .
〈
0
∣∣ (ak′)

n(a+
k′

)n ∣∣ 0
〉

= n! (3.67)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ 
n áîçîíàìè áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

(n!)−
1
2
(
a+
k

)
|0〉 . (3.68)Ýòè �îðìóëû ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè âûðàæåíèÿìèäëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ðàññìîòðåííûìè ðàíåå. Ýòè ñîîòíî-øåíèÿ ïîçâîëÿò â äàëüíåéøåì ïðàâèëüíî îïèñàòü äåéñòâèå áîçåâñêèõîïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ íà âîëíîâûå �óíêöèè.Äëÿ ñëó÷àÿ �åðìèîíîâ òàêèõ �àêòîðèàëüíûõ ìíîæèòåëåé íå âîçíè-êàåò, òàê êàê â ëþáîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè íàõîäèòñÿ íå áîëåå îäíîé÷àñòèöû.Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ íåõâàòàåò ïðàâèë çàïèñè îïåðàòîðîâ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ÷åðåç îïåðàòîðûðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ýòîò âîïðîñ áóäåò îáñóæäàòüñÿ ïåðåä ðàññìîò-ðåíèåì êîíêðåòíûõ �èçè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ñåé÷àñ áîëåå ïîäðîáíî êîñíåì-ñÿ âîïðîñîâ î áàçèñå â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ è î äåéñòâèÿõîïåðàòîðîâ íà âîëíîâûå �óíêöèè ýòîãî áàçèñà â ñëó÷àå ñòàòèñòèêè Ôåð-ìè.Áàçèñ â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ. Äåéñòâèå îïåðàòî-ðîâ íà âîëíîâûå �óíêöèè èç ýòîãî áàçèñà â ñëó÷àå ñòàòèñòèêèÔåðìè�àññìîòðèì ñèñòåìó ÷àñòèö ñ �åðìè-ñòàòèñòèêîé, ò.å. áóäåì ïîëàãàòü,÷òî íà îäíîì óçëå ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîé÷àñòèöû (ïðèíöèï Ïàóëè). Ïîêà íå áóäåì îáñóæäàòü ïðîáëåìó ÷àñòèöñî ñïèíîì, òàê êàê ýòî íåñêîëüêî óñëîæíÿåò ðàññìîòðåíèå, íå ìåíÿÿ åãîïðèíöèïèàëüíî.



70 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÄëÿ ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì, êàêèìè ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâà ñ óç-êèìè çîíàìè (â ýòèõ âåùåñòâàõ âåëèêà ñòåïåíü ëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíàîêîëî èîííîãî îñòîâà), ìîæíî ââåñòè õîðîøåå êâàíòîâîå ÷èñëî � çàïîë-íåíèå íà óçëàõ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìîò-ðåíû ìîäåëè èìåííî òàêèõ ñèñòåì.Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, èìååòñÿ 3 ÷àñòèöû íà 6 óçëàõ, òîãäàóçåëüíûé áàçèñ â ÷èñëàõ çàïîëíåíèÿ ñëåäóåò âûáðàòü òàêèì:
Φ1= |000111〉 ; Φ2= |001011〉 ; Φ3= |001101〉 ;

Φ4= |001110〉 ; Φ5= |010011〉 ; Φ6= |010101〉 ;

Φ7= |010110〉 ; Φ8= |011001〉 ; Φ9= |011010〉 ;

Φ10= |011100〉 ; Φ11= |100011〉 ; Φ12= |100101〉 ; (3.69)
Φ13= |100110〉 ; Φ14= |101001〉 ; Φ15= |101010〉 ;

Φ16= |101100〉 ; Φ17= |110001〉 ; Φ18= |110010〉 ;

Φ19= |110100〉 ; Φ20= |111000〉 .Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü áàçèñà (åãî íàçûâàþò �îêîâñêèì) ðàâíà÷èñëó ñî÷åòàíèé C3
6 = 6!

3!(6−3)!
= 20, ò.å. â áàçèñå ïåðåáðàíû âñå âîçìîæíûåêîí�èãóðàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî óçëàì ñ ó÷åòîì òîæäåñòâåí-íîñòè ÷àñòèö. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ óïîðÿäî÷åííîãî áàçèñà âèäà (3.69)áóäåò îáñóæäàòüñÿ äàëåå.Ïðîáëåìà òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö óæå îáñóæäàëàñü âûøå, îäíàêîçäåñü óìåñòíî âåðíóòüñÿ ê íåé â êîíòåêñòå êîíêðåòíîé çàäà÷è. Ïóñòü â



3. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ71ñèñòåìå èìåþòñÿ âñåãî äâå ÷àñòèöû, òîãäà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ïîëó÷àþ-ùèåñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé îáåèõ ÷àñòèö, äîëæíû áûòü �èçè÷å-ñêè ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî |Ψ(1, 2)|2 = |Ψ(2, 1)|2.Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ðåçóëüòàòå òàêîé ïåðåñòàíîâêè âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñè-ñòåìû ìîæåò èçìåíèòüñÿ òîëüêî íà �àçîâûé ìíîæèòåëü:Ψ (1, 2) = eiαΨ(2, 1),ãäå α � íåêîòîðàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîâòîðíàÿ ïåðåñòàíîâêà ñíåîáõîäèìîñòüþ ïðèâîäèò ê óñëîâèþ e2iα = 1, ò.å. Ψ (1, 2) = ±Ψ(2, 1).Ñóùåñòâóåò, òàêèì îáðàçîì, âñåãî äâå âîçìîæíîñòè: âîëíîâàÿ �óíêöèÿëèáî ñèììåòðè÷íà (ýòî ñòàòèñòèêà Áîçå � Ýéíøòåéíà), ëèáî àíòèñèììåò-ðè÷íà (ýòî ñòàòèñòèêà Ôåðìè � Äèðàêà) ïðè ïåðåñòàíîâêå ëþáîé ïàðû÷àñòèö. Ýòîò æå ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí ðàíåå íàïðÿìóþ ïðè èçó÷åíèèäâóõ÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ â �îðìàëèçìå âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, â íàøåé êîíêðåòíîé çàäà÷å èç âñåõ �óíêöèé, îòëè÷à-þùèõñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé ÷àñòèö, ò.å. �àçîâûì ìíî-æèòåëåì (íàïðèìåð, Φ (4, 5, 6) , Φ (4, 6, 5) , Φ (5, 4, 6) , Φ (5, 6, 4) , Φ (6, 4, 5) ,

Φ (6, 5, 4)), â �îêîâñêîì áàçèñå íóæíî îñòàâèòü òîëüêî îäíó �óíêöèþ,íàïðèìåð �óíêöèþ Φ (4, 5, 6)= |000111〉 , à âñå îñòàëüíûå íå ðàññìàòðè-âàòü. �àçóìååòñÿ, åñëè ÷àñòèöà âñåãî îäíà (êàê â îäíî÷àñòè÷íîé çàäà÷åâî âíåøíåì ïîëå), òî ïðîáëåì ñ òîæäåñòâåííîñòüþ è ñèììåòðèåé íåò, íîòîãäà è íåò ñìûñëà ââîäèòü �îðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ.Ïîëó÷èâøèåñÿ óçåëüíûå ìíîãî÷àñòè÷íûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ îðòî-íîðìèðîâàííûìè, ïðè ýòîì ïîíèìàåòñÿ, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ�óíêöèé ðàâíî íóëþ, åñëè ñîñòîÿíèå õîòÿ áû îäíîãî óçëà â îäíîé �óíê-öèè îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ äðóãîé �óíêöèè.Ïîñëå �îðìèðîâàíèÿ �îêîâñêîãî áàçèñà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïðà-âèëà äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí íà áàçèñíûå âîëíîâûå�óíêöèè ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà òîæäåñòâåííîñòè. Äëÿ ýòîé öåëè è ñëóæàòðàññìîòðåííûå ðàíåå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö ai è a+
i(òîëüêî òåïåðü ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íå ÷èñëîì ÷àñòèö ñ èìïóëüñîì

k, à ÷èñëîì ÷àñòèö íà óçëå i) ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:



72 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
ai |n1n2 . . . ni . . . 〉 =

{
|n1n2 . . . 0 . . . 〉 , åñëè ni = 1,

0, åñëè ni = 0;
(3.70)

a+
i |n1n2 . . . ni . . . 〉 =

{
|n1n2 . . . 1 . . . 〉 , åñëè ni = 0,

0, åñëè ni = 1.Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ai ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèå ¾1¿óçëà i â ñîñòîÿíèå ¾0¿, à îïåðàòîð ðîæäåíèÿ a+
i � íàîáîðîò. Ïðè ýòîìåñëè íà óçëå i óæå áûëî ñîñòîÿíèå ¾0¿, ò.å. ÷àñòèö íà ýòîì óçëå íå áûëîè óíè÷òîæàòü íå÷åãî, òî ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà ai íà ýòî ñîñòîÿíèåïîëó÷àåì íóëü, ò.å. òàêîé âîëíîâîé �óíêöèè íå ñóùåñòâóåò. Àíàëîãè÷íî,åñëè íà óçëå i áûëî ìàêñèìàëüíîå çàïîëíåíèå, ò.å. ni = 1, òî äåéñòâèåîïåðàòîðà ðîæäåíèÿ a+

i òàêæå äàñò íóëü.Êðîìå óêàçàííûõ ïðàâèë äåéñòâèÿ íà âîëíîâûå �óíêöèè îïåðàòî-ðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, íåîáõîäèìî òàêæå ó÷åñòü àíòèñèììåòðèþâîëíîâûõ �óíêöèé ñèñòåìû èç �åðìè-÷àñòèö.Ïðîíóìåðóåì óçëû ñèñòåìû ïî ïîðÿäêó. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ëþ-áóþ áàçèñíóþ �óíêöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíî-ãî äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ íà âàêóóìíóþ �óíêöèþ |000 . . . 00〉 ,íàïðèìåð:
|001000〉 =a+

3 |000000〉 ;

|010001〉 =a+
2 a

+
6 |000000〉 ; (3.71)

|101010〉 =a+
1 a

+
3 a

+
5 |000000〉 .Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî âûïèñûâàòü îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ ñòðîãî ïî ïî-ðÿäêó íîìåðîâ è äåéñòâîâàòü èìè ïîñëåäîâàòåëüíî íà �óíêöèþ, íà÷èíàÿñïðàâà.Òåïåðü, äåéñòâóÿ íà àíòèñèììåòðè÷íûå âîëíîâûå �óíêöèè îïåðàòî-ðàìè ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ó÷òåì óïîðÿäî÷åíèå îïåðàòîðîâ, íàïðè-ìåð:



3. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ73
a+

4 |001000〉 =a+
4 a

+
3 |000000〉 = −a+

3 a
+
4 |000000〉 = − |001100〉 ;

a+
3 |101010〉 =a+

3 a
+
1 a

+
3 a

+
5 |000000〉 = −a+

1 a
+
3 a

+
3 a

+
5 |000000〉 ≡ 0;

a3 |101010〉 = a3a
+
1 a

+
3 a

+
5 |000000〉 = − |100010〉 . (3.72)Ñîãëàñíî ïîêàçàííûì âûøå ïðèìåðàì, íåîáõîäèìî îïåðàòîð, äåé-ñòâóþùèé íà �óíêöèþ, ïåðåìåùàòü, ïîïàðíî îáìåíèâàÿ åãî ñ äðóãèìèîïåðàòîðàìè ñ èçìåíåíèåì çíàêà ïðè êàæäîì îáìåíå, ïîêà îí íå çàé-ìåò íóæíîå ìåñòî â ñîîòâåòñòâèè ñ óïîðÿäî÷åíèåì ïî íîìåðàì óçëîâ.Îáðàùàåì âíèìàíèå íà ïîñëåäíèé èç òðåõ ïðèìåðîâ � êîãäà îïåðàòîðóíè÷òîæåíèÿ �äîáðàëñÿ� äî ñâîåãî ìåñòà (óçëà 3), òàì óæå áûë îïåðàòîððîæäåíèÿ. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðàâèëàì äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ, ñíà÷àëà îïå-ðàòîð ðîæäåíèÿ óâåëè÷èò íà åäèíèöó çàïîëíåíèå óçëà, à çàòåì îïåðàòîðóíè÷òîæåíèÿ âåðíåò óçåë ê èñõîäíîìó ñîñòîÿíèþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåóïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàòîðîâ ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíî äåéñòâîâàòü îïåðàòî-ðàìè íà âîëíîâóþ �óíêöèþ, íà÷èíàÿ îò ñàìîãî ïðàâîãî îïåðàòîðà.Ôîðìàëüíî âñå ïåðå÷èñëåííûå ïðèìåðû ìîæíî ñóììèðîâàòü ñ ïîìî-ùüþ àíòèêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé:

aia
+
j + a+

j ai = δij ;

a+
i a

+
j + a+

j a
+
i = 0; (3.73)

aiaj + ajai = 0.Ýòè ñîîòíîøåíèÿ íàäî ïîíèìàòü èìåííî â ñìûñëå äåéñòâèÿ èõ íàâîëíîâûå �óíêöèè, íàïðèìåð:
a+
i a

+
j |0101 . . . 〉 +a+

j a
+
i |0101 . . . 〉 = 0. (3.74)Ïðèâåäåííûå àíòèêîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäà-þò ñ âûâåäåííûìè ðàíåå ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ �åðìè-îïåðàòîðîâ â èì-ïóëüñíîì áàçèñå, òàê êàê îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèéïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó îíè èíâàðèàíòíû.



74 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÎñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü îïåðàòîð ni = a+
i ai, êîòîðûé äåéñòâóåò íàâîëíîâûå �óíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âîëíî-âóþ �óíêöèþ Φ = |0101 . . . 〉):

a+
2 a2Φ=a+

2 a2 |0101 . . . 〉 = 1 × a+
2 |0001 . . . 〉 =

= 1 × 1 |0101 . . . 〉 =1 × Φ=Φ; (3.75)
a+

3 a3Φ=a+
3 a3 |0101 . . . 〉 =

(
1−a3a

+
3

)
|0101 . . . 〉 =

=(1−1) |0101 . . . 〉 = 0 |0101 . . . 〉 = 0 × Φ ≡ 0.Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà ni = a+
i ai ñîâïàäàþòñ ÷èñëîì ÷àñòèö íà óçëå i. Îïåðàòîð ni íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ÷èñëà÷àñòèö.Åñëè â ñèñòåìå èìåþòñÿ ýëåêòðîíû ñî ñïèíîì, òî äëÿ êàæäîé ïðîåê-öèè ñïèíà ñïðàâåäëèâû ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðàâèëà, è âîëíîâûå �óíê-öèè áàçèñà áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé ñîñòàâíîé âèä:

|001000, 000100〉 =a+
3↑a

+
4↓ |000000, 000000〉 ; (3.76)

|101010, 100100〉 =a+
1↑a

+

3↑a
+
5↑a

+
1↓a

+

4↓ |000000, 000000〉 .Îáû÷íî ãðóïïèðóþò ñíà÷àëà âñå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ñ îäíèì ñïèíîì,çàòåì ñ äðóãèì, è ïîòîì â ïðîöåññå ðàñ÷åòà ïðèäåðæèâàþòñÿ ýòîãî óïîðÿ-äî÷åíèÿ. Òåïåðü äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ èìååò-ñÿ ïàðà êâàíòîâûõ ÷èñåë � íîìåð óçëà è ïðîåêöèÿ ñïèíà σ. Ñîîòíîøåíèÿàíòèêîììóòàöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
aiσa

+
jσ′ + a+

jσ′aiσ = δijδσσ′ ;

a+
iσa

+
jσ′ + a+

jσ′a
+
iσ = 0; (3.77)



3. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ75
aiσajσ′ + ajσ′aiσ = 0.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè â ñèñòåìå Na óçëîâ, N↑ ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíîìââåðõ è N↓ ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíîì âíèç, òî ðàçìåðíîñòü áàçèñà áóäåò R =

C
N↑
Na
C
N↓
Na
.Âñåãî ñêàçàííîãî âûøå äîñòàòî÷íî äëÿ ÷èñëåííîé �îðìàëèçàöèè êâàí-òîâûõ çàäà÷, îñîáåííîñòè áîçå-ñòàòèñòèêè è ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ áóäóòîáñóæäàòüñÿ íèæå ïðè ðàññìîòðåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé.Ïðåæäå ÷åì ðàññìîòðåòü êîíêðåòíûå ìîäåëè �èçèêè êîíäåíñèðîâàí-íûõ ñðåä, îáñóäèì, êàê ìîæíî ïåðåïèñàòü îïåðàòîðû �èçè÷åñêèõ âåëè-÷èí â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ.Îïåðàòîðû �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí�àññìîòðèì ñíà÷àëà îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå íà îäíî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿ-íèÿ (íàïðèìåð, îïåðàòîð èìïóëüñà, îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö è ò.ï.). Ïóñòüèçâåñòíî, êàê äåéñòâóåò íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A íà îäíî÷àñòè÷-íûå âîëíîâûå �óíêöèè |k〉 â øðåäèíãåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Òàêîéîïåðàòîð ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ìàòðèöåé èëè ñîâîêóïíîñòüþìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïîëíîì áàçèñå îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé. Òîãäàíà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð |ξ〉 îïåðàòîð A äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
A |ξ〉 =

∑

k′

A |k′〉 〈k′ | ξ〉 =
∑

k′,k′′

|k′′〉 〈k′′ | A | k′〉 〈k′ | ξ〉 =

=
∑

k′,k′′

|k′′〉Ak′′k′ 〈k′ | ξ〉 . (3.78)Â (3.78) ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà A íà âåêòîð |ξ〉 âûðàæåí ÷åðåçèçâåñòíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Ak′′k′.Ïðåäñòàâèì ñîñòîÿíèå |ξ〉 ÷åðåç îïåðàòîðû âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ:
|ξ〉 =

∑

k

|k〉 〈k | ξ〉 =
∑

k

〈k | ξ〉 a+
k |0〉 , (3.79)òîãäà
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A |ξ〉 =

∑

k′,k′′

〈k′′ | A | k′〉 〈k′ | ξ〉 a+
k′′ |0〉 . (3.80)Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì ak′a

+
k′′ |0〉 = δk′k′′ |0〉 , ïîëó÷àåì:

A |ξ〉 =
∑

k′′,k′′′

〈k′′ | A | k′′′〉
(
a+
k′′ak′′′

)∑

k′

〈k′ | ξ〉 a+
k′ |0〉 . (3.81)Çàìåòèì, ÷òî âòîðàÿ ñóììà â (3.81) � èñõîäíàÿ �óíêöèÿ |ξ〉 . Ñëåäî-âàòåëüíî, îïåðàòîð A â �îðìàëèçìå âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ èìååò âèä

A =
∑

k′,k′′

〈k′′ | A | k′〉 a+
k′′ak′. (3.82)Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îïåðà-òîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ óíè÷òîæàåò ÷àñòèöó â ñîñòîÿíèè k′ è ðîæäà-åò â ñîñòîÿíèè k′′ ñ àìïëèòóäîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñîîòâåòñòâóþùåìóìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó îïåðàòîðà ìåæäó îäíî÷àñòè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè

〈k′′ | A | k′〉.Ñóììó (3.82) ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå äèàãðàìì Ôåéíìàíà (�èñ. 3.2).Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ (äâå è áîëåå ÷à-ñòèöû), òî ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ òàêæå ìîæíî ïîêà-çàòü, òîëüêî òåïåðü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âû÷èñëÿåòñÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâó-þùèìè îäíî÷àñòè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè ìíîãî÷àñòè÷íûõ �óíêöèé.�àññìîòðèì äàëåå êîíêðåòíûå ïðèìåðû îäíî÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ.Íàïðèìåð, îïåðàòîð èìïóëüñà p = ~

i
∂
∂x

èìååò â ïðåäñòàâëåíèè âòî-ðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ ñëåäóþùèé âèä:
p =

∑

k′k′′

〈
k′
∣∣∣∣

~

i

∂

∂x

∣∣∣∣ k
′′
〉
a+
k′′ak′ =

∑

k′k′′

[
~

i

∫
dx e−ik

′x(ik′′)eik
′′x

]
a+
k′′ak′ =

=
∑

k′k′′

~k′δk′k′′a
+
k′′ak′ = ~

∑

k

ka+
k ak. (3.83)
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A

k
’’

k’

q

�èñ. 3.2: Ôåéíìàíîâñêàÿ äèàãðàììà äëÿ (3.82). Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà
A ÷àñòèöà èç ñîñòîÿíèÿ k′ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå k′′. q = k′′ − k′



78 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÏîëó÷àåì îäèíàðíóþ ñóììó, òàê êàê îïåðàòîð èìïóëüñà â áàçèñåïëîñêèõ âîëí äèàãîíàëåí. Àíàëîãè÷íî, îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèèèìååò âèä
K =

p2

2m
=

~
2

2m

∑

k

k2a+
k ak; (3.84)îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö �

N =
∑

k

a+
k ak. (3.85)Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ âíåøíåãî ïîëÿ, íàïðèìåð â ñèòóàöèè, êîãäà çàðÿ-æåííàÿ ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì ñòàòè÷åñêîì êóëîíîâñêîì ïîëå

V = e2

r
, èìååì

e2

r
=
∑

k′k′′

〈
k′
∣∣∣∣
e2

r

∣∣∣∣ k
′′
〉
a+
k′′ak′ = (3.86)

= e2
∑

k′k′′

(∫
d3r1 e

−ik′r1 1

|r − r1|
e−ik

′′r1

)
a+
k′′ak′.Çäåñü óæå áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü íåäèàãîíàëüíûå ñëàãàåìûå, îïèñû-âàþùèå èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ âíåøíèìïîëåì.Äëÿ ðàñ÷åòà ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êóëîíîâñêèéïîòåíöèàë â âèäå

e2

r
=

1

Ω

∫
4πe2

q2
eiqrd3q. (3.87)Òîãäà íàõîäèì:

〈
k′
∣∣∣∣
e2

r

∣∣∣∣ k
′′
〉

= 4πe2
∫
d3r1d

3qeiq(r−r1) 1

q2

1

Ω
ei(k

′−k′′)r1 =

= 4πe2
∫
d3qeiqr

1

q2

1

Ω

∫
d3r1e

i(k′−k′′−q)r1 =
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= 4πe2

∫
d3qeiqr

1

q2
δk′−k′′,q ≡

(∫
d3q ≡

∑

q

)
≡

≡
∑

q

V (q)eiqrδk′−k′′,q. (3.88)Çäåñü V (q) � �óðüå-êîìïîíåíòà êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà Vc = 4πe2

q2
.Åñëè êóëîíîâñêèé öåíòð íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, èìååì:

e2

r
=
∑

kq

V (q) a+
k ak+q. (3.89)�àññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîðû, êîòîðûå äåéñòâóþò íà ñîñòîÿíèÿ äâóõ-÷àñòè÷íîé ñèñòåìû è ìîãóò èçìåíÿòü ñîñòîÿíèÿ ñðàçó äâóõ ÷àñòèö. Âøðåäèíãåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè òàêèå îïåðàòîðû çàäàþòñÿ íàáîðîì ìàò-ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñëåäóþùåãî âèäà:

〈k4k3 | B | k2k1〉 . (3.90)Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñ îäíîé ÷àñòèöåé, ïîëó÷àåì âèä äâóõ-÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà â �îðìàëèçìå âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ:
B =

1

2

∑

k1k2k3k4

〈k4k3 | B | k2k1〉 a+
k4
a+
k3
ak2ak1 . (3.91)Ñîîòíîøåíèå (3.91) ñòðîãî äîêàçûâàåòñÿ, äîêàçàòåëüñòâî ñì., íàïðèìåð,â [1℄.Êàæäûé ÷ëåí â ñóììå îïèñûâàåò óíè÷òîæåíèå äâóõ ÷àñòèö â ñîñòîÿ-íèÿõ k1 è k2 è ðîæäåíèå äâóõ ÷àñòèö â ñîñòîÿíèÿõ k3 è k4, ò.å. �àêòè÷åñêèêàæäîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïàðû ÷àñòèö. Ôåéíìà-íîâñêàÿ äèàãðàììà, îïèñûâàþùàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîêàçàíà íà �èñ. 3.3.�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìåæ÷àñòè÷íîå êóëîíîâñêîå âçàèìî-äåéñòâèå V = e2

r12
. Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò â áàçèñå ïëîñêèõ âîëí èìååò ñëå-äóþùèé âèä:
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B

k 4

k 1 k
3

k
2

�èñ. 3.3: Ôåéíìàíîâñêàÿ äèàãðàììà äëÿ (3.91). Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà
B ÷àñòèöà â ñîñòîÿíèè k1 ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå k3, à ÷àñòèöà â ñîñòîÿíèè
k2 � â ñîñòîÿíèå k4

〈k4k3 | V | k2k1〉 =

∫
e−ik4r1−ik3r2

e2

r
eik2r2+ik1r1d3r1d

3r2. (3.92)�àñêëàäûâàÿ âçàèìîäåéñòâèå â ðÿä Ôóðüå àíàëîãè÷íî îäíî÷àñòè÷íî-ìó ñëó÷àþ, èìååì (�èñ. 3.4):
〈k4k3 | V | k2k1〉 =

∫
d3q V (q)

∫
ei(k1−k4+q)r1d3r1e

i(k2−k3−q)r2d3r2 =

=
∑

q

V (q)δk1−k4,qδk2−k3,q. (3.93)
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k
+

q
1

k 1 k
2

k
-q

2

q

�èñ. 3.4: Ôåéíìàíîâñêàÿ äèàãðàììà äëÿ (3.94). Âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñî-õðàíåíèÿ èìïóëüñà: îäíà ÷àñòèöà îòäàåò èìïóëüñ q ÷åðåç âèðòóàëüíûé�îòîí, à äðóãàÿ � ïîëó÷àåòÎêîí÷àòåëüíî íàõîäèì:
e2

r12
=

1

2

∑

k1k2q

V (q) a+
k1+q

a+
k2−qak2ak1 . (3.94)

3.4 Ïîëåâûå îïåðàòîðû è âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèåÅñòü íåñêîëüêî äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ �è-çè÷åñêèõ âåëè÷èí ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Ïóñòü âíåêîòîðîì îáúåìå íàõîäÿòñÿ ÷àñòèöû, ÷èñëî êîòîðûõ íåâåëèêî; ïîêà íåáóäåì ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, òàê ÷òî êàæäóþ èçíèõ ìîæíî îïèñûâàòü îäíîé è òîé æå îäíî÷àñòè÷íîé âîëíîâîé �óíêöèåé
Ψ(r). Ýòà �óíêöèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà
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i~
∂Ψ

∂t
= HΨ. (3.95)Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèöû ïî êîîðäèíàòàì ðàâ-íà |Ψ(r)|2. Îïåðàòîð Ëàãðàíæà ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L =

∫
d3rΨ∗

(
i~
∂

∂t
−H

)
Ψ, (3.96)ïðè ýòîì ìèíèìèçàöèÿ äåéñòâèÿ ∫ dtL(t) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Øðå-äèíãåðà.Ââåäåì îáîáùåííûå êîîðäèíàòû Ψ è èìïóëüñû P = ∂L

∂Ψ
= i~Ψ∗, èñîîòíîøåíèÿ êîììóòàöèè:

[Ψ (x) , P (x′)] =
~

i
δ (x− x′) ⇒

[
Ψ (x) ,Ψ+(x′)

]
= δ (x− x′) . (3.97)Ñîîòíîøåíèå (3.97) îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìóþ êîììóòàöèþ (äëÿ ñëó-÷àÿ �åðìè-÷àñòèö êîììóòàòîð ïðåâðàùàåòñÿ â àíòèêîììóòàòîð) âåëè-÷èí Ψ,Ψ+. Ýòî è åñòü ïîëåâûå îïåðàòîðû, îïðåäåëÿþùèå êâàíòîâîå ïîëåðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ìîæíî ðàçëîæèòü âåëè÷èíû Ψ,Ψ+ ïî ïîëíî-ìó íàáîðó �óíêöèé îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ â ñòàíäàðòíîì øðåäèíãå-ðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè φk(x), íàïðèìåð, ïî ïëîñêèì âîëíàì:

Ψ (x) =
∑

k

akφk (x) ; (3.98)
Ψ+ (x) =

∑

k

a+
k φ
∗
k (x) .Çäåñü ak, a+

k � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, èãðàþùèå ðîëü îïåðàòîðîâðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé k. Íåñëîæíî ïî-êàçàòü, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòíûì ñîîòíîøåíèÿì êîììóòàöèè(èëè àíòèêîììóòàöèè), ââåäåííûì ðàíåå äëÿ îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëå-íèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ.Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñ ââîäîì êâàíòîâûõ ÷èñåë k ââîäèòñÿ òàêæå äîïîëíè-òåëüíîå êâàíòîâàíèå èñõîäíîé âîëíîâîé �óíêöèè. Îòñþäà è ïðîèñõîäèòíàçâàíèå âñåãî ìåòîäà âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ.



3. Ôîðìàëèçì âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ83Ó÷òåì òåïåðü âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö. Ëþáàÿ �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà,ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíî÷àñòè÷íîìó îïåðàòîðó A, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
A→

∫
d3rΨ+ (r) ÂΨ (r) , (3.99)ñ ó÷åòîì (3.98) èìååì:

A→
∑

kk′

〈∣∣∣φkÂ
∣∣∣φk′

〉
a+
k ak′, (3.100)÷òî ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòîì â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåëçàïîëíåíèÿ.Äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà ñëåäóåò íàïèñàòü ïðîèçâåäåíèå ïëîò-íîñòåé âåðîÿòíîñòè ïîä çíàêîì ñóììèðîâàíèÿ ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû:

B → 1

2

∫
d3r1d

3r2B (r1 − r2)Ψ+ (r1) Ψ (r1)Ψ+ (r2) Ψ (r2) . (3.101)Ýòî ñîîòíîøåíèå òàêæå ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðàçëîæåíèÿ (3.98) ïðèâîäèòê ïðàâèëüíîìó îòâåòó:
B → 1

2

∑

k1k2k3k4

〈φk4φk3 | B | φk2φk1〉a+
k4
a+
k3
ak2ak1. (3.102)
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4 Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì.Ñòàòèñòèêà Ôåðìè4.1 Ìîäåëü ñèëüíîé ñâÿçèÂ òâåðäîì òåëå ýëåêòðîí âåäåò ñåáÿ êàê êâàçè÷àñòèöà: â îòñóòñòâèå ïðè-ìåñåé îí íå ðàññåèâàåòñÿ íà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå, èìååò îïðåäå-ëåííûé êâàçèèìïóëüñ (íå ÿâëÿþùèéñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðàèìïóëüñà), çàêîí äèñïåðñèè, îòëè÷íûé îò çàêîíà äèñïåðñèè ñâîáîäíîé÷àñòèöû (εq 6= ~

2q2

2m
) è, ñîîòâåòñòâåííî, íå èìååò îïðåäåëåííîé êîîðäèíà-òû (¾ðàçìàçàí¿ ïî êðèñòàëëó).Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå âñå æå èìååò ìàêñèìóìûâáëèçè èîííîãî îñòîâà è áëèçêà ê àòîìíîé âîëíîâîé �óíêöèè ëîêàëè-çîâàííîãî íà ñîîòâåòñòâóþùåé îðáèòàëè ýëåêòðîíà. Âäàëè îò èîíà âîë-íîâàÿ �óíêöèÿ ýëåêòðîíà àñèìïòîòè÷åñêè ïåðåõîäèò â ïëîñêóþ âîëíó,ñîîòâåòñòâóþùóþ ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ. Òàêèå �óíêöèè φ(r) íàçûâà-þòñÿ �óíêöèÿìè Âàíüå [4℄.�àññìîòðèì èäåàëüíûé, áåç äå�åêòîâ è ïðèìåñåé, êðèñòàëë â ïðè-áëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè. Ïóñòü ñíà÷àëà àòîìû ðåøåòêè íàõîäÿòñÿ íàáîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, è ýëåêòðîíû ïîëíîñòüþ ëîêàëèçî-âàíû êàæäûé íà ñâîåì óçëå. Áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî âàëåíòíûå ýëåê-òðîíû íà âåðõíèõ îðáèòàëÿõ, è ðàññìîòðèì ïðîñòîé óðîâåíü ñ äâóìÿýëåêòðîíàìè, îäèí ýëåêòðîí ñî ñïèíîì ââåðõ è äðóãîé � ñî ñïèíîì âíèç.Çàòåì ïîïûòàåìñÿ �ïîñòðîèòü� èç óåäèíåííûõ èîíîâ êðèñòàëë, ïðèáëè-æàÿ èõ äðóã ê äðóãó. Ïðè äîñòàòî÷íî áëèçêîì ðàññòîÿíèè (îáû÷íî ýòîðàññòîÿíèå ïîðÿäêà áîðîâñêîãî ðàäèóñà aB = ~

2

me2
� ðàäèóñà îðáèòû ýëåê-òðîíà âîêðóã ÿäðà àòîìà âîäîðîäà), àòîìû íà÷èíàþò âçàèìîäåéñòâîâàòüè îáðàçóþò êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó, êàê ïðàâèëî, çà ñ÷åò ïåðåêðûòèÿýëåêòðîííûõ îðáèòàëåé è îáðàçîâàíèÿ ñâÿçåé ðàçëè÷íîãî âèäà: èîííîé,
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U

| |Y
2

�èñ. 4.1: Àòîìû êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ñîçäàþò ïåðèîäè÷åñêèé ïî-òåíöèàë U ; âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååò õîðîøî âûðàæåííûå ìàêñèìóìûâáëèçè óçëîâ ðåøåòêèêîâàëåíòíîé, ìîëåêóëÿðíîé, ìåòàëëè÷åñêîé è ò.ä. Íàñ áóäåò èíòåðåñî-âàòü, â ïåðâóþ î÷åðåäü, òî, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ýòîì ñ ýëåêòðîííûìèñîñòîÿíèÿìè, ïðåæäå ëîêàëèçîâàííûìè ó ñâîèõ àòîìîâ, òàê êàê íà ðàñ-ñòîÿíèè ïîðÿäêà áîðîâñêîãî ðàäèóñà ýëåêòðîíû íà÷èíàþò ÷óâñòâîâàòüñîñåäíèå àòîìû è ñëàáî òóííåëèðîâàòü îò îäíîãî àòîìà ê äðóãîìó (îáû÷-íî ýòî áëèæàéøèé ñîñåä) ñ âåðîÿòíîñòüþ t (|ri − rj|) = tij (ri, rj � êî-îðäèíàòû àòîìîâ). Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ òàêèõ ñëàáî äåëîêàëèçîâàííûõýëåêòðîíîâ èìååò âñå åùå õîðîøî âûðàæåííûé ìàêñèìóì â ìåñòàõ ïî-ëîæåíèÿ óçëîâ ðåøåòêè (�èñ. 4.1), ïîýòîìó õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñëîìâ ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè ýëåêòðîíà ñ óçëîì ÿâëÿåòñÿ íîìåð óçëà i.Åñëè ââåñòè îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ a+
iσ è óíè÷òîæåíèÿ aiσ ýëåêòðîíàñî ñïèíîì σ íà óçëå i (óäîâëåòâîðÿþùèå �åðìèåâñêèì êîììóòàöèîííûìñîîòíîøåíèÿì aiσa

+
i′σ′ + a+

i′σ′aiσ = δii′σσ′) êàê êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿâ øðåäèíãåðîâñêîé âîëíîâîé �óíêöèè,
Ψσ (r)=

∑

iσ

aiσφi(r), (4.1)
Ψ+
σ (r)=

∑

iσ

a+
iσφ
∗
i (r),òî îíè îçíà÷àþò èìåííî �ðîæäåíèå� èëè �óíè÷òîæåíèå� ýëåêòðîíîâ âñîñòîÿíèÿõ φi � ïîëíîì íàáîðå óçåëüíûõ îäíî÷àñòè÷íûõ �óíêöèé ýëåê-



86 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èòðîíà � �óíêöèÿõ Âàííüå, ñîâïàäàþùèõ, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñ ëîêà-ëèçîâàííûìè �óíêöèÿìè ýëåêòðîíà íà îðáèòàëè àòîìà âáëèçè àòîìà, èñ ïëîñêèìè âîëíàìè âäàëè îò íåãî. Ôóíêöèè φi îáðàçóþò ïîëíûé îð-òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, íà îñíîâå êîòîðîãî ìîæíî ïðîâåñòè ïðîöåäóðóâòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ðàíåå äëÿ ýòîé öåëè áûëèñïîëüçîâàí áàçèñ ïëîñêèõ âîëí.�àìèëüòîíèàí ñèñòåìû, âûðàæåííûé ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ èóíè÷òîæåíèÿ, çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
H =

∑

iσ

ε0a
+
iσaiσ +

∑

i6=j,σ
tija

+
iσajσ. (4.2)Ïåðâîå ñëàãàåìîå (ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ) îïèñûâàåò �çàòðàâî÷íóþ�ýíåðãèþ ýëåêòðîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ íà óçëàõ ñ óçåëüíîé ýíåðãèåé ε0, èïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îïåðàòîðîâ ÷èñëà ÷àñòèö niσ = a+

iσaiσ ñ ó÷åòîìïðîåêöèè ñïèíà σ, óìíîæåííûõ íà ýíåðãèþ ýëåêòðîííîãî óðîâíÿ ε0 â àòî-ìå. Âòîðîé ÷ëåí ãàìèëüòîíèàíà (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ) îïèñûâàåò òóí-íåëèðîâàíèå (èëè ïåðåñêîêè) ýëåêòðîíîâ íà ñîñåäíèå óçëû ñ àìïëèòóäîé
tij è ñîõðàíåíèåì ïðîåêöèè ñïèíà (�èñ. 4.2). Ýòà àìïëèòóäà, ñîãëàñíî�îðìàëèçìó âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîìîïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

tij =

〈
φi

∣∣∣∣
p2

2m

∣∣∣∣ φj
〉
. (4.3)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �óíêöèè φi ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò íà áîëü-øèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àìïëèòóäà ïåðåñêîêà �àêòè÷åñêèïðîïîðöèîíàëüíà ïåðåêðûòèþ âîëíîâûõ �óíêöèé íà ñîñåäíèõ óçëàõ ðå-øåòêè è çàâèñèò îò êîîðäèíàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

tij ∼ e
− |ri−rj|

aB , (4.4)
aB � õàðàêòåðíûé (áîðîâñêèé) ðàäèóñ âîëíîâîé �óíêöèè ýëåêòðîíà. Òà-êèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
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1 2 3

t21 t23

t23

e0 2e0 0

t13

�èñ. 4.2: Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèéäëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.2) â ñëó÷àå ñèñòåìû èç 3 óçëîâ è 3 ýëåêòðîíîâ
ïðèáëèæåíèå áëèæàéøèõ ñîñåäåé è ïîëàãàòü, ÷òî ýëåêòðîíû ïåðåäâèãà-þòñÿ òîëüêî íà ñîñåäíèå àòîìû.



88 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
4.2 �àìèëüòîíîâà ìàòðèöà è áàçèñ äëÿ ìîäåëè ñèëü-íîé ñâÿçèÎáñóäèì òåïåðü âîïðîñ, êàê äëÿ ýëåêòðîíîâ â íåáîëüøîì êëàñòåðå, ñî-ñòîÿùåì èç 5-20 óçëîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, îïèñûâàåìûõ ìîäåëüþñèëüíîé ñâÿçè, ïîñòðîèòü ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó. Äëÿ ýòîãî íàäî âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëàìè äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿíà óçåëüíûé áàçèñ.Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ïðîöåäóðó �îðìèðîâàíèÿ óçåëüíîãî áàçèñà � �î-êîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Âîïðîñ ïåðåáîðà ñîñòîÿíèé � íåòðè-âèàëüíûé. Äåëî â òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé â áàçèñå î÷åíü áûñòðîðàñòåò ñ ðàçìåðîì ñèñòåìû1, ïîýòîìó î÷åíü âàæíûì ñòàíîâèòñÿ âîïðîñ îïîèñêå íîìåðà íåîáõîäèìîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè �îðìèðîâàíèè ãàìèëüòîíî-âîé ìàòðèöû. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ñðàçó �îðìèðîâàòü áàçèñ, óïîðÿäî÷åí-íûé ïî ÷èñëàì çàïîëíåíèÿ, â êîòîðîì ìîæíî îðãàíèçîâàòü ý��åêòèâíóþïðîöåäóðó ïîèñêà íóæíîãî ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð, ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåç-êà ïîïîëàì. Îäèí èç âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ �îðìèðîâàíèÿ óçåëüíîãîáàçèñà ïðèâåäåí íèæå.Àëãîðèòì �îðìèðîâàíèÿ óçåëüíîãî áàçèñà.Ïóñòü òðåáóåòñÿ ñ�îðìèðîâàòü äâà óçåëüíûõ áàçèñà � îäèí äëÿ ñèñòåìû èç 6óçëîâ è 4 ÷àñòèö ñ áîçå-ñòàòèñòèêîé, à äðóãîé � äëÿ òîé æå ñèñòåìû è ÷àñòèö ñ�åðìè-ñòàòèñòèêîé áåç ñïèíà.Ïåðâîå ñîñòîÿíèå �îðìèðóåòñÿ ðàçìåùåíèåì âñåõ ÷àñòèö íà ïîñëåäíåì óçëå: Φ1= |000004〉 .Äàëåå êàæäîå ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå Φi ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî Φi−1 ïî ñëåäóþ-ùåìó ïðàâèëó (�èñ. 4.3).Ñëó÷àé 1: íà ïîñëåäíåì óçëå íàõîäÿòñÿ îäíà èëè áîëåå ÷àñòèö. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðåäïîñëåäíèé óçåë äîáàâëÿåòñÿ îäíà ÷àñòèöà, à ñ ïîñëåäíåãî óçëà óáèðàåòñÿ îäíà÷àñòèöà.1Íàïðèìåð, ðàçìåðíîñòü áàçèñà ñèñòåìû èç m = 20 óçëîâ, ñîäåðæàùåé N = 10÷àñòèö ñ áîçå-ñòàòèñòèêîé, ðàâíà R = CN

N+m−1 = (N+m−1)!
N1(m−1)! = 29!

10! 19! = 20030010,äëÿ �åðìè-÷àñòèö áåç ó÷åòà ñïèíà ðàçìåðíîñòü áàçèñà áóäåò R = CN
m = m!

N !(m−N)! =
20!

10!10! = 184756.
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Случай 2

поиск первого

ненулевого разряда

�èñ. 4.3: Ôîðìèðîâàíèå óçåëüíîãî áàçèñà äëÿ ñèñòåìû èç 6 óçëîâ è 4áîçå-÷àñòèöÑëó÷àé 2: íà ïîñëåäíåì óçëå íåò ÷àñòèö. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñêóçëà, áëèæàéøåãî ê ïîñëåäíåìó, íà êîòîðîì åñòü ÷àñòèöû. Ïîñëå ýòîãî íà óçåë, ðàñ-ïîëîæåííûé ñëåâà îò íàéäåííîãî, äîáàâëÿåòñÿ îäíà ÷àñòèöà, à íà ïîñëåäíèé óçåëïîìåùàþòñÿ âñå îñòàâøèåñÿ íà íàéäåííîì óçëå ÷àñòèöû. Òàêèì îáðàçîì, çàïîëíåíèåíà íàéäåííîì óçëå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ.Ïðîöåäóðà ðåàëèçóåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íà ïåðâîì óçëå íå îêàæóòñÿ âñå ÷àñòèöû.Ïîëó÷åííûé áàçèñ è áóäåò óçåëüíûì áàçèñîì äëÿ 4 áîçå-÷àñòèö íà 6 óçëàõ, â íåì áóäåò
C4

6+4−1 = 9!
4! 5! = 126 ñîñòîÿíèé.Óçåëüíûé áàçèñ äëÿ �åðìè-÷àñòèö áåç ñïèíà ïîëó÷àåòñÿ èç áàçèñà äëÿ áîçå-÷àñòèö èñêëþ÷åíèåì âñåõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ íà êàêîì-ëèáî óçëå åñòü çàïîëíåíèåáîëüøå åäèíèöû. Â ýòîì áàçèñå áóäåò C4

6 = 6!
4! 2! = 15 ñîñòîÿíèé:

Φ1= |001111〉 ; Φ2= |010111〉 ; Φ3= |011011〉 ; Φ4= |011101〉 ;

Φ5= |011110〉 ; Φ6= |100111〉 ; Φ7= |101011〉 ; Φ8= |101101〉 ;

Φ9= |101110〉 ; Φ10= |110011〉 ; Φ11= |110101〉 ; Φ12= |110110〉 ;

Φ13= |111001〉 ; Φ14= |111010〉 ; Φ15= |111100〉 .



90 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÅñëè ïðåäñòàâèòü áàçèñíûå �óíêöèè íà �èñ. 4.3 êàê ÷èñëà, òî âèäíî, ÷òî ýòè ÷èñ-ëà óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: ïåðâûì ñòîèò íàèìåíüøåå ÷èñëî (000004),äàëåå èäåò (000013) è ò.ä. äî ïîñëåäíåãî, íàèáîëüøåãî ÷èñëà (400000). Ýòî îáñòîÿ-òåëüñòâî ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ïðîñòóþ è ý��åêòèâíóþ ïðîöåäóðó ïîèñêà íóæíîéâîëíîâîé �óíêöèè â áàçèñå (íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ìåòîäà äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì).Åñëè ÷èñëî óçëîâ â ñèñòåìå âåëèêî, òî ïðîöåäóðà ïîèñêà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà êêàæäîìó èç ðàçðÿäîâ â îòäåëüíîñòè.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óçëû â ñèñòåìå ìîãóò áûòü ïðîíóìåðîâàíûíåçàâèñèìî îò èõ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ, ñèñòåìà ìîæåò èìåòüïðîèçâîëüíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà íå çà-âèñÿò îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå ïðîíóìåðîâàíû óçëû, âàæíî ëèøü íåìåíÿòü ýòó íóìåðàöèþ â ïðîöåññå ðàñ÷åòà.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïåðåä êàæäîé áàçèñíîé �óíêöèåé ìîæíî ïî-ñòàâèòü ëþáîé �àçîâûé ìíîæèòåëü, äåéñòâèòåëüíûé èëè ìíèìûé, ýòîíå èçìåíèò ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñðåäíèõ. Â äàëü-íåéøåì ýòè ìíîæèòåëè áóäóò âûáèðàòüñÿ äåéñòâèòåëüíûìè äëÿ óäîáñòâàðàñ÷åòà.�àññìîòðèì îòäåëüíî �îðìèðîâàíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îò êàæ-äîãî èç ñëàãàåìûõ ãàìèëüòîíèàíà (4.2).Ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíîâ, ëîêà-ëèçîâàííûõ íà óçëàõ,
H0 =

∑

iσ

ε0a
+
iσaiσ = ε0

∑

iσ

niσ, (4.5)ïðåäñòàâëÿåò ñóììó îïåðàòîðîâ ÷èñëà ÷àñòèö. Äåéñòâèå êàæäîãî èç íèõíå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ âîëíîâîé �óíêöèè, à ñâîäèòñÿ ëèøü ê ïîÿâ-ëåíèþ ïåðåä âîëíîâîé �óíêöèåé ìíîæèòåëÿ, ñîâïàäàþùåãî ñ ÷èñëîì÷àñòèö ñî ñïèíîì σ íà óçëå i:
n̂iσ
∣∣ . . . n(i−1)σniσn(i+1)σ . . .

〉
= niσ

∣∣ . . . n(i−1)σniσn(i+1)σ . . .
〉
. (4.6)Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà H0, òàêèì îáðàçîì, èìåþò ñëåäóþ-ùèé âèä:
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〈Φm | H0 | Φp〉 = ε0

∑

iσ

n
(p)
iσ δmp, (4.7)âåðõíèé èíäåêñ ó ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî îíî îòíîñèòñÿ êáàçèñíîé �óíêöèè ñ íîìåðîì p: Φp.Êèíåòè÷åñêîå ñëàãàåìîå ãàìèëüòîíèàíà

Hk =
∑

i6=j
tija

+
iσajσ (4.8)ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöå íåäèàãîíàëüíûõ ñëàãà-åìûõ. �àññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðà a+
iσajσ íà ïðîèçâîëüíóþ áàçèñíóþ�óíêöèþ Φ = | . . . niσ . . . njσ . . . 〉 (ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, i < j).Ñîãëàñíî (3.72), èìååì:

ajσ | . . . niσ . . . njσ . . . 〉 =





0, åñëè njσ = 0;

(−1)

P

k<j,σ
nkσ
∣∣∣ . . . niσ . . . (njσ − 1) . . .

〉
, åñëè njσ 6= 0.(4.9)Äàëåå,

a+
iσ

∣∣∣ . . . niσ . . . (njσ − 1) . . .
〉

= (4.10)
=





0, åñëè niσ = 1;

(−1)

P

k<i,σ
nkσ
∣∣∣ . . . (niσ + 1) . . . (njσ − 1) . . .

〉
, åñëè niσ 6= 1.Â èòîãå íàõîäèì:

a+
iσajσ | . . . niσ . . . njσ . . . 〉 = (4.11)

=





0, åñëè njσ = 0 èëè niσ = 1;

(−1)

P

i<k<j,σ
nkσ
∣∣∣ . . . (niσ + 1) . . . (njσ − 1) . . .

〉
, åñëè njσ 6= 0 èëè niσ 6= 1.
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1 2

34

t12

t14 t32

t34

e0 3n

e0 1n

�èñ. 4.4: Ïåðèîäè÷åñêè çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óçëîâ ñ äâóìÿáåññïèíîâûìè �åðìè-÷àñòèöàìè â ñîñòîÿíèè Φ5= |1010〉Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â ìíîæèòåëå ïåðåä âîëíîâîé �óíêöèåé ðàâåíñóììå ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ íà óçëàõ, ëåæàùèõ ìåæäó óçëàìè i è j.Ïîëó÷åííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ∣∣∣ . . . (niσ + 1) . . . (njσ − 1) . . .
〉 íå ñîâ-ïàäàåò ñ �óíêöèåé | . . . niσ . . . njσ . . . 〉 , ÷òî è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â ãà-ìèëüòîíîâîé ìàòðèöå íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.Ôîðìóëà (4.11) óäîáíà äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, òàê êàê óæåíå íóæíî ïðåäñòàâëÿòü áàçèñíóþ �óíêöèþ êàê ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâðîæäåíèÿ íà âàêóóìíóþ �óíêöèþ, êàê ýòî äåëàëîñü â (3.72), äîñòàòî÷íîïîäñ÷èòàòü ÷èñëî åäèíèö ìåæäó óçëàìè i è j.�àññìîòðèì ñèñòåìó èç ïåðèîäè÷åñêè çàìêíóòîé öåïî÷êè èç ÷åòûðåõ óçëîâ ñ äâó-ìÿ áåññïèíîâûìè �åðìè-÷àñòèöàìè (�èñ. 4.4), ãàìèëüòîíèàí êîòîðîé èìååò âèä (4.2)ñ ïàðàìåòðàìè ε0 = 0.3, tij = −1:

H =

4∑

i=1

(0.3ni − a+
i ai+1 − a+

i ai−1).



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 93Ââèäó ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé óçëû 1 è 4 ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, è âñóììå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî i − 1 ≡ 4 ïðè i = 1; i + 1 ≡ 1 ïðè i = 4.Áàçèñ ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä:
Φ1 = |0011〉 , Φ2 = |0101〉 , Φ3= |0110〉 ,

Φ4 = |1001〉 , Φ5 = |1010〉 , Φ6 = |1100〉 .Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ (4.6) è (4.11), ïîëó÷àåì ãà-ìèëüòîíîâó ìàòðèöó:
H =




0.6 −1 0 0 1 0

−1 0.6 −1 −1 0 1

0 −1 0.6 0 −1 0

0 −1 0 0.6 −1 0

1 0 −1 −1 0.6 −1

0 1 0 0 −1 0.6




.

Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íàõîäèòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äâóõ ÷àñòèö ε0

4∑
i=1

ni =

2ε0 = 0.6, îäèíàêîâàÿ äëÿ âñåõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé. Êèíåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíè-àíà äàåò ëèáî (−1) ïðè ïåðåñêîêå ÷àñòèöû íà ñîñåäíèé óçåë, åñëè íà÷àëüíûé èíäåêñîòëè÷àåòñÿ îò êîíå÷íîãî èíäåêñà íà åäèíèöó (ïåðåñêîêè 1 ↔ 2, 2 ↔ 3, 3 ↔ 4), ëèáî
(+1), åñëè ïåðåñêîê ïðîèñõîäèò ñ ïîñëåäíåãî óçëà íà ïåðâûé, èëè íàîáîðîò (4 ↔ 1).�àçíèöà â çíàêå âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïåðåñòà-âèòü îïåðàòîðû â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.72), ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ìíîæèòåëÿ (−1).Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïîëó÷àåì ñïåêòðñèñòåìû:

E1 = −1.4; E2 = −1.4; E3 = 0.6;

E4 = 0.6; E5 = 2.6; E6 = 2.6.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè â îäíîìåðíîé öåïî÷êå íå÷åòíîå êîëè÷å-ñòâî ÷àñòèö, òî çíàê ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåñêîêà áóäåò âñåãäà îäè-íàêîâ (êàê åñëè áû íå áûëî àíòèñèììåòðèè), òàê êàê âñå âðåìÿ ëèáîîïåðàòîðû íå íóæíî ïåðåñòàâëÿòü âîâñå, ëèáî ïåðåñòàíîâîê � ÷åòíîå êî-ëè÷åñòâî.Èç-çà òîãî, ÷òî ìàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà â äàííîì ïðèìåðå ñèììåò-ðè÷íà (à â îáùåì ñëó÷àå � ýðìèòîâà), ìîæíî ïî÷òè âäâîå ñýêîíîìèòüâðåìÿ ðàñ÷åòà, âû÷èñëÿÿ òîëüêî íèæíþþ (ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ) èëèâåðõíþþ ÷àñòè ìàòðèöû è ãëàâíóþ äèàãîíàëü.



94 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÎáðàòèì âíèìàíèå íà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Åñëè ñäåëàòü ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ íóëåâûìè, ò.å. ðàçîðâàòü ñâÿçü 4 ↔ 1, ÷òî ýêâèâàëåíòíî çàïðåòóïåðåñêîêà ÷àñòèö ìåæäó ïåðâûì è ïîñëåäíèì óçëàìè, òî ãàìèëüòîíîâàìàòðèöà, ïðèâåäåííàÿ ðàíåå, ïðèìåò âèä:
H =




0.6 −1 0 0 0 0

−1 0.6 −1 −1 0 0

0 −1 0.6 0 −1 0

0 −1 0 0.6 −1 0

0 0 −1 −1 0.6 −1

0 0 0 0 −1 0.6




, (4.12)
è ñïåêòð ýòîé ñèñòåìû òàêîé:

E1 = −1.6361; E2 = −0.4; E3 = 0.6;

E4 = 0.6; E5 = 1.6; E6 = 2.8361.
(4.13)

Âèäíî, ÷òî â ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöå èñ÷åçëè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñ
(+1), îòâå÷àþùèå ïåðåñêîêàì ìåæäó ïîñëåäíèì è ïåðâûì óçëàìè. Ïî-ëó÷àåòñÿ, ÷òî èçìåíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ìàò-ðèöû, ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ñïåêòðà è âîëíîâûõ�óíêöèé (äëÿ íåáîëüøîãî êëàñòåðà èç ÷åòûðåõ óçëîâ òàêîå èçìåíåíèåäîâîëüíî ñóùåñòâåííî). Ïîýòîìó ïðàâèëüíûé âûáîð ãðàíè÷íûõ óñëîâèéíåîáõîäèì ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé �èçè÷åñêîé çàäà÷è.
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4.3 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçèáåç âçàèìîäåéñòâèÿÄëÿ ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè áåç âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ìîæíîàíàëèòè÷åñêè íàéòè ñïåêòð è ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî óðîâ-íÿì ýíåðãèè. �àçóìååòñÿ, òîò æå îòâåò ïîëó÷èòñÿ ïðè ïîìîùè òî÷íîéäèàãîíàëèçàöèè ïîñòðîåííîé ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû.Ïåðåéäåì ê �óðüå-ïðåäñòàâëåíèþ, ðàçëîæèâ óçåëüíûå îïåðàòîðû aiσ,

a+
iσ ïî áàçèñó ïëîñêèõ âîëí:

aiσ =
1√
Na

∑

k

akσe
i
−→
k
−→
R i , (4.14)

a+
iσ =

1√
Na

∑

k

a+
kσe
−i−→k −→R i. (4.15)Ïîäñòàâëÿÿ (4.14) è (4.15) â ãàìèëüòîíèàí (4.2), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðå-îáðàçîâàíèé è ó÷åòà ïîëíîòû áàçèñà ïëîñêèõ âîëí ïîëó÷àåì ãàìèëüòî-íèàí â äèàãîíàëüíîì âèäå:

H =
∑

kσ

εka
+
kσakσ, (4.16)

εk = ε0 +
∑

Ri

t(Ri)e
−i−→k −→R i .Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïåðåõîäà èç óçåëüíîãî áàçèñà â èìïóëüñíûé ãà-ìèëüòîíîâà ìàòðèöà ïðèíèìàåò äèàãîíàëüíûé âèä, ò.å. èìïóëüñíîå ïðåä-ñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ â äàííîé çàäà÷å ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêèì. Êîý��è-öèåíò ïðè îïåðàòîðå ÷èñëà ÷àñòèö â íîâîì ïðåäñòàâëåíèè â (4.16) è åñòüýíåðãèÿ ÷àñòèö êàê �óíêöèÿ èìïóëüñà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî εk � îäíî÷à-ñòè÷íûé ñïåêòð, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû åñòü
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E =

∑

kσ

εk 〈nkσ〉 . (4.17)Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàíîíè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè (4.14) � (4.15) íîâûåîïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ �åðìèåâñêèìè, èäëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû òå æå ñîîòíîøåíèÿ êîììóòàöèè. Ýòî ëåãêî äîêàçû-âàåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ â àíòèêîììóòàòîðû.Äåéñòâèòåëüíî, äîêàæåì (îïóñêàÿ, äëÿ ïðîñòîòû, ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâî-áîäû), ÷òî
aka

+
k′ + a+

k′ak = δkk′. (4.18)Èìååì:
aka

+
k′ + a+

k′ak =
1

Na

∑

ij

(
aia

+
j + a+

i aj
)
ei(k

′rj−kri) =

=
1

Na

∑

ij

δije
i(k′rj−kri) =

1

Na

∑

i

ei(k
′−k)ri = δkk′. (4.19)Ñîîòíîøåíèå (4.19) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî áàçèñà φk(r), ïîêîòîðîìó ìîæíî ðàçëîæèòü îïåðàòîðû, à íå òîëüêî äëÿ ïëîñêèõ âîëí.Òàêæå áóäåò ñïðàâåäëèâ è ïðèíöèï Ïàóëè.Èññëåäóåì çàêîí äèñïåðñèè ýëåêòðîíà εk, îñòàâèâ â ãàìèëüòîíèàíå(4.2) ïåðåñêîêè òîëüêî ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè ñ îäèíàêîâîé àìïëèòó-äîé tij = −t.Îòðèöàòåëüíûé çíàê ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ tij âûáðàí èç óäîáñòâàäàëüíåéøåãî îïèñàíèÿ ñïåêòðà ñèñòåìû â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå; òà-êàÿ âîçìîæíîñòü âûáîðà çíàêà îáóñëîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòüþ ñëåäóþùå-ãî ñâîéñòâà ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè: ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïåêòð ñèñòåìû(4.2) íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè çíàêà ïåðåä àìïëèòóäîé ïåðåñêîêà tâ ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî.�àçîáüåì ñèñòåìó íà äâå ïîäðåøåòêè A è B, âëîæåííûå îäíà â äðó-ãóþ, òàê, ÷òî áëèæàéøèì ñîñåäîì óçëà A îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ óçåë B,è íàîáîðîò. Êî âñåì óçëàì A ïðèìåíèì óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå
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U = exp

(
iπ
∑

σ

∑

iA

a+A
iσ a

A
iσ

)
, (4.20)êîòîðîå ìåíÿåò çíàê îïåðàòîðîâ òèïà A: a+A

iσ → −a+A
iσ , a

A
iσ → −aAiσ. Ýòîñëåäóåò èç îïåðàòîðíîãî òîæäåñòâà

e−iϕa
+
iσaiσaiσe

iϕa+iσaiσ = aiσe
iϕ, (4.21)êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî ïàðà-ìåòðó ϕ.�àññìîòðèì äåéñòâèå ïðåîáðàçîâàíèÿ U íà ãàìèëüòîíèàí (4.2):

U−1HU = U−1 (H0 +Hkin)U = U−1H0U + U−1HkinU, (4.22)ãäå Hkin = t
∑
〈ij〉,σ

a+
iσajσ.Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (4.22) ïîëó÷àåì, ÷òî â ñóììå âîçíèêàþòêîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ âèäà a+AaB èëè a+BaA, è, òàê êàê çíàê ïåðåä îïå-ðàòîðàìè òèïà A èçìåíèëñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ U , òî è îáùèéçíàê ïåðåä âòîðûì ñëàãàåìûì â (4.22) ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (4.22) áóäåò ñîäåðæàòü êîìáèíàöèè îïåðàòîðîââèäà a+AaA èëè a+BaB. Òàê êàê ÷èñëî èçìåíåíèé çíàêîâ â ýòîì ñëó÷àåâñåãäà áóäåò ÷åòíûì,

U−1a+AaAU = U−1a+AUU−1aAU = a+AaA, (4.23)òî ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðà-çîâàíèÿ U .Äàëåå äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè ψ èìååì:
Hψ = Eψ ⇒ U−1HψU = U−1EψU ⇒

⇒ U−1HUU−1ψU = U−1EUU−1ψU ⇒
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⇒ U−1HUU−1ψU = EU−1ψU ⇒ (4.24)
⇒ U−1HUΨ = EΨ; Ψ = U−1ψU.Èç (4.24) ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð ñèñòåìû îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðè óíè-òàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè U , è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Òàêèì îáðàçîì, çíàê ïåðåä àìïëèòóäîé ïåðåñêîêà ìîæíî âûáðàòü èçñîîáðàæåíèé óäîáñòâà. Ïðè âûáîðå çíàêà �ìèíóñ� íèç çîíû ïðîâîäèìîñòèáóäåò íàõîäèòüñÿ â öåíòðå çîíû Áðèëëþýíà, è äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøå-íèå (4.16) äëÿ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõñîñåäåé áóäåò èìåòü âèä

εk = ε0 − 2t (cos kxa + cos kya + cos kza ) . (4.25)�àññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû îäíîìåðíûé ñëó÷àé:
εk = ε0 − 2tcos ka . (4.26)Ýòîò çàêîí äèñïåðñèè îïèñûâàåò ïîëîñó ýíåðãèè øèðèíîé 2Zt (Z � ÷èñëîáëèæàéøèõ ñîñåäåé, Z = 2 � äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ), òàê íàçûâàåìóþçîíó ïðîâîäèìîñòè (�èñ. 4.5). Øèðèíà çîíû ïðîïîðöèîíàëüíà âåðîÿò-íîñòè ïåðåñêîêà. Ïðè óâåëè÷åíèè êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ çîíà áóäåòïîñëåäîâàòåëüíî çàïîëíÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ïàóëè, òàê÷òî çàíÿòû áóäóò âñå ñîñòîÿíèÿ íèæå íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî ýíåð-ãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ, íàçûâàåìîãî óðîâíåì Ôåðìè EF . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòàâåëè÷èíà áóäåò çàâèñåòü îò êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ (ñì. �èñ. 4.5).Åñëè ñèñòåìà êîíå÷íà è èìååò Lx óçëîâ, òî è ðàçðåøåííûõ èìïóëüñîââ ñèñòåìå òàêæå êîíå÷íîå ÷èñëî:

k(x)
n =

2π

aLx
n; −Lx

2
+ 1 ≤ n ≤ Lx

2
. (4.27)
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k

p/a- /ap

e0-2t

e0+2t

4
t

ek

EF

�èñ. 4.5: Ñïåêòð ñâîáîäíîé ÷àñòèöû
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k

p/a- /ap

e0-2t

e0+2t

ekek

e0+2t

e0-2t

e0+t

e0-t

�èñ. 4.6: Îäíî÷àñòè÷íûå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè äëÿ ñèñòåìû èç øåñòèóçëîâ. Ñðåäíèå óðîâíè äâàæäû âûðîæäåíû ïî èìïóëüñóÏðè ýòîì çàêîí äèñïåðñèè (4.26) îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâ, òîëüêî ðàçðåøåí-íûõ ñîñòîÿíèé � èìïóëüñîâ, çàïîëíÿåìûõ ÷àñòèöàìè, ñòàíåò êîíå÷íîå÷èñëî.�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà îäíîìåðíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ öåïî÷êóèç 6 óçëîâ ñ 3 ÷àñòèöàìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.27), â ñèñòåìå èìååòñÿ 6ðàçðåøåííûõ îäíî÷àñòè÷íûõ óðîâíåé ýíåðãèè:
E1 = ε0 − 2tcos(0) = ε0 − 2t, E2,3 = ε0 − 2tcos

(π
3

)
= ε0 − t, (4.28)

E4,5 = ε0 − 2tcos

(
2π

3

)
= ε0 + t, E6 = ε0 − 2tcosπ = ε0 + 2t.Âèäíî, ÷òî ñðåäíèå óðîâíè äâàæäû âûðîæäåíû ïî èìïóëüñó (�èñ. 4.6).Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ïàóëè, â êàæäîì ñîñòîÿíèè íå ìîæåòáûòü áîëüøå îäíîé ÷àñòèöû, ïðè ýòîì äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ýíåðãèÿäîëæíà áûòü ìèíèìàëüíà. Çíà÷èò, îäíà ÷àñòèöà ðàçìåñòèòñÿ íà íèæíåìóðîâíå, à äâå äðóãèå � íà âòîðîì è òðåòüåì. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ðàâíà

E(0) = Emin = E1 + E2 + E3 = 3ε0 − 4t, (4.29)



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 101
ek

e0+2t

e0-2t

e0+t

e0-t

ek ek
1 2 3 ek ek

4 5

�èñ. 4.7: Îñíîâíîå (1) è ïåðâîå âîçáóæäåííîå (2-5) ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñè-ñòåìû èç òðåõ ÷àñòèö íà øåñòè óçëàõ. Ïåðâîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå÷åòûðåõêðàòíî âûðîæäåíîïðè÷åì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì. Ñëåäóþùåå, ïåð-âîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå, èìååò ýíåðãèþ E(1) = 3ε0 − 2t è ÿâëÿåòñÿâûðîæäåííûì (�èñ. 4.7).Äàëåå, ðàñïîëàãàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ÷àñòèöû, ïîëó÷àåì âñå20 óðîâíåé ïîëíîé ýíåðãèè ýòîé òðåõ÷àñòè÷íîé çàäà÷è. Îíè äîëæíû âòî÷íîñòè ñîâïàäàòü ñî ñïåêòðîì, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå òî÷íîé äèà-ãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû.Ýòó çàäà÷ó óäàëîñü òàê ïðîñòî ðåøèòü ïîòîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàëèñüñâîáîäíûå ÷àñòèöû. Êàê òîëüêî â ðàññìîòðåíèå áóäåò âêëþ÷åíî âçàèìî-äåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òî÷íîãî àíàëèòè÷å-ñêîãî îòâåòà ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ. Èíîãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îòâåò ïðèïîìîùè ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèé èëè òåîðèè âîçìóùåíèé, äëÿ íåêîòîðûõîäíîìåðíûõ ñèñòåì â ñëó÷àå êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà èçâåñòíûòî÷íûå îòâåòû, îäíàêî îáùåé ñõåìû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íåò. Â ýòîé ñè-òóàöèè íà ïåðâûé ïëàí âûñòóïàþò òî÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, êîòîðûåïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü òî÷íûé îòâåò äëÿ êîíå÷íîé êëàñòåðíîé ñèñòåìû.�àññìîòðèì äàëåå îäíó èç îñíîâíûõ ìîäåëåé, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò ìåæ-÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå � ìîäåëü Õàááàðäà.
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4.4 Ìîäåëü ÕàááàðäàÄëÿ îáúÿñíåíèÿ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ �ìåòàëë � èçîëÿòîð� â ïåðåõîäíûõìåòàëëàõ  óçêèìè çîíàìè Õàááàðä â 1964 ã. [5℄ ïðåäëîæèë ìîäåëü, êî-òîðàÿ â ðåæèìå ñèëüíîé ñâÿçè, ó÷èòûâàÿ ïåðåñêîêè ýëåêòðîíîâ íà ñî-ñåäíèå àòîìû è êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå íà óçëå, ïîçâîëèëà îïèñàòüïåðåõîä èç ïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ â äèýëåêòðè÷åñêîå. Ýòà ìîäåëü (è ååðàñøèðåííûå àíàëîãè) â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàëà ïîïóëÿðíîé â ñâÿçè ñèññëåäîâàíèåì âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ, íàíîñòðóêòóð,êâàíòîâûõ òî÷åê è ÿì.Äëÿ âûâîäà ìîäåëè Õàááàðä èñõîäèë èç ñòàíäàðòíîãî ãàìèëüòîíèàíàäëÿ �åðìè-ãàçà ñ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì:

H =
∑

pσ

εpa
+
pσapσ +

1

2

∑

p1p2p′1p
′
2σσ
′

Vp1p2p′1p′2a
+
p1σa

+
p2σ′

ap′2σ′ap′1σ. (4.30)Âêëàä â ñïåêòð îò êèíåòè÷åñêîé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà (4.30) àíàëî-ãè÷åí ðàññìîòðåííîìó â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå: äëÿ ïðîñòîé êóáè÷åñêîéðåøåòêè εp ∼ cos(pa) .Âòîðîå ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåê-òðîíîâ, çàïèñàíî â îáùåì âèäå. Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ñ óçêè-ìè çîíàìè (øèðèíà çîí ∼ 0.1 ÷ 1 ýÂ), òî ýëåêòðîíû èìåþò áîëüøóþý��åêòèâíóþ ìàññó è ñèëüíî ëîêàëèçîâàíû. Ïîýòîìó, êàê è â ïðèáëè-æåíèè ñèëüíîé ñâÿçè, õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ íîìåð óçëà.Âåðíåìñÿ ïîýòîìó îáðàòíî îò èìïóëüñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê óçåëüíûìîïåðàòîðàì:
apσ =

1√
N

∑

j

aiσe
i−→p −→r j . (4.31)Çäåñü èíäåêñ j ïîäðàçóìåâàåò áàçèñ âîëíîâûõ �óíêöèé Âàííüå â êðè-ñòàëëå, ñîâïàäàþùèõ ñ óçåëüíûìè âîëíîâûìè �óíêöèÿìè òî÷íî íà óçëå



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 103è èìåþùèõ àñèìòîòàìè ïëîñêèå âîëíû âäàëè îò àòîìà.Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ê êèíåòè÷åñêîé ÷àñòè ãà-ìèëüòîíèàíà (4.30), ïîëó÷àåì:
Hkin =

∑

k 6=j,σ
tkja

+
kσajσ; tkj =

∑

pσ

εpe
i−→p (−→r k−−→r j) ∼ e

− |
−→r k−

−→r j|
aB . (4.32)(Çäåñü è äàëåå âñå ýíåðãèè îòñ÷èòûâàþòñÿ îò óðîâíÿ ε0.)Ïîäñòàâèâ (4.31) â ïîòåíöèàëüíóþ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà (4.30), ïîëó-÷èì:

Hint =
1

2

∑

ijkl

σσ′

Vijkla
+
iσa

+
jσ′alσ′akσ; (4.33)

Vijkl =
1

N2

∑

p1p2

p′1p
′
2

Vp1p2p′1p′2e
−i(−→p 1

−→r i+
−→p 2
−→r j−−→p ′2−→r l−−→p ′1−→r k).

Êàê ïðàâèëî, â ìåòàëëàõ è ïîëóìåòàëëàõ ïðè êîíå÷íîé êîíöåíòðàöèèýëåêòðîíîâ âåëèêî ýêðàíèðîâàíèå êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, ïîýòîìó ñó-ùåñòâåííûé âêëàä â ýíåðãèþ ýëåêòðîíîâ äàåò èõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäóñîáîé ëèáî íà îäíîì óçëå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, ëèáî íà ñîñåäíèõóçëàõ. Ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè òîëüêî íà îäíîìóçëå (òàê íàçûâàåìîå �on-site âçàèìîäåéñòâèå�), ò.å. ïîëàãàÿ
Vijkl ≡ Viiii = V (|r| = 0) = U, (4.34)ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí Õàááàðäà:

H =
∑

i6=j,σ
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+
iσajσ +
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2

∑

iσ

Ua+
iσaiσa

+
i,−σai,−σ. (4.35)
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0�èñ. 4.8: Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèéäëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.36) â ñëó÷àå ñèñòåìû èç òðåõ óçëîâ è òðåõ ýëåê-òðîíîâÇäåñü ïåðâûé ÷ëåí ãàìèëüòîíèàíà (êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ) îïèñûâàåò ïå-ðåñêîêè ýëåêòðîíîâ íà ñîñåäíèå óçëû ñ àìïëèòóäîé tij , âòîðîé ÷ëåí îïè-ñûâàåò êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå ýëåêòðîíîâ íà óçëå ñ ïîòåíöèàëîì U èó÷èòûâàåò, ÷òî îäíîâðåìåííî íà óçëå ìîãóò íàõîäèòüñÿ ÷àñòèöû òîëüêîñ ïðîòèâîïîëîæíûì ñïèíîì.Â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé ãàìèëüòîíèàí (4.35) çàïèøåòñÿâ ñëåäóþùåì âèäå:
H = −t

∑

〈ij〉,σ
a+
iσajσ + U

∑

i

ni↑ni↓. (4.36)Âî âçàèìîäåéñòâóþùåé ÷àñòè êîý��èöèåíò 1/2 ñêîìïåíñèðîâàëñÿ çà ñ÷åòñóììèðîâàíèÿ ïî ñïèíàì. Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè âñåãî äâà ïàðàìåòðà:ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåñêîêà íà ñîñåäíèé óçåë t è êóëîíîâñêîå îòòàë-êèâàíèå íà óçëå U (�èñ. 4.8). Áîëåå òîãî, åñëè îòñ÷èòûâàòü âñå ýíåðãèèâ åäèíèöàõ t, òî îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð t/U .Çíàê ïåðåñêîêà (ìèíóñ) âûáèðàåòñÿ èç óäîáñòâà îòñ÷åòà ïîëó÷àþùèõ-ñÿ çîí ñèììåòðè÷íî îò öåíòðà çîíû Áðþëëèýíà. Ìîæíî ïîêàçàòü, êàêè äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåëè áåç âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷òî ñïåêòð ñèñòåìû íå ìå-íÿåòñÿ îò ñìåíû çíàêà ïåðåñêîêà â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ áëèæàéøèõñîñåäåé.Ýêñïåðèìåíòàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè Õàááàðäà èç ñïåê-



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 105òðàëüíûõ è äðóãèõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ òâåðäîòåëüíûõ ñòðóê-òóð äàþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: t ∼ 1÷1.5 ýÂ, U ∼ 6÷10 ýÂ [6℄. Òàêèìîáðàçîì, êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì,÷òî çàòðóäíÿåò èñïîëüçîâàíèå êàêèõ-ëèáî àíàëèòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ èëèïðèáëèæåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà.Ìîäåëü Õàááàðäà áûëà ðåøåíà òî÷íî òîëüêî â îäíîìåðíîì ñëó÷àåìåòîäîì Àíçàö Áåòå è ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàñ-ñåÿíèÿ [7, 8, 9℄. Â îáùåì ñëó÷àå èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ èðàçëîæåíèÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ïàðàìåòðó t/U . Ñàì Õàááàðä èñ-ïîëüçîâàë áëèçêèé ê ïðèáëèæåíèþ ñðåäíåãî ïîëÿ ïîäõîä (òàê íàçûâàå-ìûå ïðèáëèæåíèÿ �Õàááàðä-I� è �Õàááàðä-III� [5, 9℄), ÷òîáû ïîêàçàòü íà-ëè÷èå ðàñùåïëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí ýëåêòðîíà çà ñ÷åò êóëîíîâñêîãîâçàèìîäåéñòâèÿ. �àçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè è áëèçêèå ê ìîäåëè Õàááàðäàîïèñàíèÿ (t-J -ìîäåëü, ìîäåëü Ýìåðè, s-d -ìîäåëü è äð.) èñïîëüçóþòñÿ äëÿîïèñàíèÿ òðàíñïîðòíûõ, ñâåðõïðîâîäÿùèõ, ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ñèëüíî-êîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðî-âîäíèêîâ, �óëëåðåíîâ, ñïèíîâûõ ñèñòåì, íàíîñòðóêòóð (òàêèõ êàê êâàí-òîâûå ÿìû, òî÷êè, íàíîìàãíèòû). Ýòè ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àíàëèçàòàêèõ ñëîæíûõ ÿâëåíèé, êàê ý��åêò Êîíäî, êóëîíîâñêàÿ áëîêàäà è äð.Ìîäåëü Õàááàðäà îêàçàëàñü óäà÷íîé äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû ñèëü-íîâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ, ïîçâîëÿþùåé àäåêâàòíî îïèñûâàòüíå òîëüêî ýíåðãåòè÷åñêèå çîíû, íî è âëèÿíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íàñòðóêòóðó óðîâíåé, �àçîâûå ïåðåõîäû ìåæäó ïðîâîäÿùèì è äèýëåêòðè-÷åñêèì ñîñòîÿíèÿìè, ìàãíèòíîå óïîðÿäî÷åíèå.Íàïðèìåð, åñëè â ñèñòåìå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì óçëîâ(òàê íàçûâàåìîå ïîëîâèííîå çàïîëíåíèå), òî ïðè áîëüøîì êóëîíîâñêîìâçàèìîäåéñòâèè (U/t≫ 1) âñå ýëåêòðîíû ïðàêòè÷åñêè �çàïåðòû� íà ñâî-èõ óçëàõ, îáðàçóÿ àíòè�åððîìàãíèòíîå óïîðÿäî÷åíèå:
. . . ↑↓↑↓↑↓↑↓↑↓ . . . .Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí Õàááàðäà ýêâèâà-



106 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èëåíòåí ãåéçåíáåðãîâñêîìó àíòè�åððîìàãíèòíîìó ãàìèëüòîíèàíó, êîòî-ðûé áóäåò ðàññìîòðåí äàëåå ïðè èçó÷åíèè ñïèíîâîé ñòàòèñòèêè.Èç-çà ñëîæíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèìå-íÿþòñÿ ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ýòèõ ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî è ìåòîäû òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè.�àìèëüòîíîâà ìàòðèöà ìîäåëè Õàááàðäà è åå ðàñøèðåííûõàíàëîãîâÖåëüþ ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêà ÷èñëåííîé çàäà÷è äëÿ íà-õîæäåíèÿ ñïåêòðà ìîäåëè Õàááàðäà.�àññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðà ïîä çíàêîì ñóììû â êóëîíîâñêîé ÷à-ñòè (4.35) íà áàçèñíóþ �óíêöèþ â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè:
a+
iσaiσa

+
i,−σai,−σ | . . . niσ . . . ni,−σ . . . 〉 = niσni,−σ | . . . niσ . . . ni,−σ . . . 〉 . (4.37)Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé äèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëå-ìåíò:

〈m | Hint | p〉 = U
∑

i

n
(p)
i↑ n

(p)
i↓ δmp. (4.38)Èòàê, ñëàãàåìîå â (4.35), îòâå÷àþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ÷àñòè-öàìè, èçìåíÿåò òîëüêî äèàãîíàëü â ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöå.�àññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ïåðèîäè÷åñêè çàìêíóòóþ ñèñòåìó èç òðåõóçëîâ è äâóõ ÷àñòèö ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèíàìè (�èñ. 4.9), ãàìèëüòî-íèàí êîòîðîé èìååò âèä (4.35) ñ ïàðàìåòðàìè t = −1; U = 4.3:

H = −
3∑

i = 112

σ

(
a+
iσai+1,σ + a+

iσai−1,σ

)
+ 4.3

3∑

i=1

a+
i↑ai↑a

+
i↓ai↓. (4.39)

Èç-çà ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé i−1 ≡ 3 ïðè i = 1 è i+1 ≡ 1ïðè i = 3.
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1

23�èñ. 4.9: Ñèñòåìà èç òðåõ óçëîâ è äâóõ ÷àñòèö ñ ïðîòèâîïîëîæíûìèñïèíàìè â ñîñòîÿíèè Φ3= |100, 001〉



108 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÓçåëüíûé áàçèñ ñèñòåìû áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
Φ1= |001, 001〉 ; Φ2= |010, 001〉 ; Φ3= |100, 001〉 ;

Φ4= |001, 010〉 ; Φ5= |010, 010〉 ; Φ6= |100, 010〉 ; (4.40)
Φ7= |001, 100〉 ; Φ8= |010, 100〉 ; Φ9= |100, 100〉 .Ïåðâûå òðè ÷èñëà áàçèñíîé �óíêöèè îòâå÷àþò çà ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöûñî ñïèíîì ââåðõ, ñëåäóþùèå òðè � çà ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì âíèç;âñåãî â ñèñòåìå C1

3C
1
3 = 9 ñîñòîÿíèé. Ïîñòðîèì ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó:

H =




4.3 −1 −1 −1 0 0 −1 0 0

−1 0 −1 0 −1 0 0 −1 0

−1 −1 0 0 0 −1 0 0 −1

−1 0 0 0 −1 −1 −1 0 0

0 −1 0 −1 4.3 −1 0 −1 0

0 0 −1 −1 −1 0 0 0 −1

−1 0 0 −1 0 0 0 −1 −1

0 −1 0 0 −1 0 −1 0 −1

0 0 −1 0 0 −1 −1 −1 4.3




. (4.41)
Òàê êàê ÷èñëî ýëåêòðîíîâ ñ êàæäîé èç ïðîåêöèé ñïèíà � íå÷åòíîå,òî ïîëîæèòåëüíîãî çíàêà â êèíåòè÷åñêîì ñëàãàåìîì íå ïîÿâëÿåòñÿ (âòîì ñëó÷àå, åñëè áàçèñíûå �óíêöèè çàïèñàíû â âèäå (4.40)). Íà ãëàâíîéäèàãîíàëè ìàòðèöû � âêëàä îò âçàèìîäåéñòâèÿ, íî òîëüêî â 1, 5 è 9-éñòðîêàõ, òàê êàê òîëüêî ýòè áàçèñíûå �óíêöèè èìåþò óçëû ñ äâîéíûìçàïîëíåíèåì.Äëÿ áîëåå íàãëÿäíîãî èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íà ñïåêòðñèñòåìû ðàññìîòðèì ðàñøèðåííûé àíàëîã ìîäåëè Õàááàðäà. Ââåäåì êó-ëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè íà ñîñåäíèõ óçëàõ, ïî-ëàãàÿ åãî áîëåå ñëàáûì, íî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîïîñòàâèìûì ñ àì-ïëèòóäîé ïåðåñêîêà. Ýêñïåðèìåíò ãîâîðèò î íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà òàêèõ



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 109ñëàãàåìûõ. Â ýòîì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâîâàòü ìîãóò ýëåêòðîíû íå òîëüêîñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèíàìè, íî è ýëåêòðîíû ñ îäíîé ïðîåêöèåé ñïèíà.�àìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä
H = −t

∑

i6=j,σ
a+
iσajσ + U

∑

i

ni↑ni↓ + V
∑

〈ij〉,σσ′
niσniσ′ . (4.42)Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäóýëåêòðîíàìè íà ñîñåäíèõ óçëàõ, îíî ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë çàïîë-íåíèÿ íà êóëîíîâñêóþ ýíåðãèþ V . Ïàðàìåòð V � ýòî ýêðàíèðîâàííûéêóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë, V = V (|ri − rj |), êîòîðûé ìîæíî âçÿòü îäèíà-êîâûì äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ óçëîâ.Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îò òàêîãî âêëàäà â ãàìèëüòîíèàí òàêæå áóäóòäèàãîíàëüíûìè:

〈m | HV | p〉 = V
∑

〈ij〉,σσ′
n

(p)
iσ n

(p)
jσ′δmp. (4.43)Åñëè ðàññìîòðåòü ÷àñòèöû ñ �åðìè-ñòàòèñòèêîé, íî áåç ó÷åòà ñïèíà,òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (4.42) èñ÷åçíåò, è ìîäåëü ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

H = −t
∑

i6=j
a+
i aj + V

∑

〈ij〉
ninj . (4.44)�àññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêè çàìêíóòóþ ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ óçëîâ èäâóõ ÷àñòèö, îïèñûâàåìóþ ãàìèëüòîíèàíîì (4.44) ñ ïàðàìåòðàìè t = 1;

V = 2.1. Â ñèñòåìå áóäåò C2
4 = 6 ñîñòîÿíèé, óçåëüíûé áàçèñ áóäåò ñëåäó-þùèì:

Φ1= |0011〉 ; Φ2= |0101〉 ; Φ3= |0110〉 ; (4.45)
Φ4= |1001〉 ; Φ5= |1010〉 ; Φ6= |1100〉 .Ïîñòðîèì ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû:



110 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
H =




2.1 −1 0 0 1 0

−1 0 −1 −1 0 1

0 −1 2.1 0 −1 0

0 −1 0 2.1 −1 0

1 0 −1 −1 0 −1

0 1 0 0 −1 2.1




. (4.46)
Òåïåðü íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íåíóëåâûå âêëàäû ðàñïîëîæåíû íà 1,3, 4 è 6-é ñòðîêàõ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûå �óíêöèè èìåþò÷àñòèöû íà ñîñåäíèõ óçëàõ; êðîìå òîãî, òàê êàê â ñèñòåìå òåïåðü ÷åòíîå÷èñëî îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, âêëàä îò ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèéäàåò èçìåíåíèå çíàêà (ýëåìåíòû H15, H26, H51, H62).Ñïåêòð ìîäåëè Õàááàðäà è ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿÄëÿ ìîäåëè Õàááàðäà è åå ìîäè�èêàöèé óæå íåëüçÿ ñòðîãî ïðîâåñòèàíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ ÷àñòèö.Îäíàêî ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó ïðèáëèæåííî è îáñóäèòü êà÷åñòâåííûåèçìåíåíèÿ ñïåêòðà ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ.�àññìîòðèì îáû÷íóþ ìîäåëü Õàááàðäà äëÿ ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíàìè:

H = −t
∑

i6=j,σ
a+
iσajσ + U

∑

i

ni↑ni↓. (4.47)Âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñ ýëåê-òðîíîì ñî ñïèíîì σ âçàèìîäåéñòâóþò íå êîíêðåòíûå ýëåêòðîíû ñî ñïè-íîì−σ, à ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ 〈n−σ〉 ñî ñïèíîì−σ � íåêîòîðîåñðåäíåå ïîëå. Ýòî ïðèáëèæåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ñðåäíåãî ïî-ëÿ. Â îáùåì ñëó÷àå îíî íå ïðèìåíèìî â ðàìêàõ ìîäåëè Õàááàðäà, òîëüêîâ ïðåäåëå U → 0 åãî ìîæíî ñ íåêîòîðîé îñòîðîæíîñòüþ èñïîëüçîâàòüäëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà âëèÿíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íà ñïåêòð ñèñòåìû.Â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ èìååì:
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ni↑ni↓ ≈ 〈ni↑〉ni↓ + ni↑ 〈ni↓〉 ≡ 〈n↑〉ni↓ + ni↑ 〈n↓〉 . (4.48)Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ó÷òåíî, ÷òî âñå óçëû ýêâèâàëåíòíû, è ñðåäíèå÷èñëà çàïîëíåíèÿ íà íèõ îäèíàêîâû, òàê ÷òî ìîæíî óáðàòü èíäåêñ óçëàïîä çíàêîì ñðåäíåãî.�àìèëüòîíèàí (4.47) ïðèíèìàåò òîãäà ñëåäóþùèé âèä:

H = −t
∑

i6=j,σ
a+
iσajσ + U

∑

iσ

niσ 〈n−σ〉, (4.49)ò.å. çàäà÷à èç ìíîãî÷àñòè÷íîé ïðåâðàòèëàñü â ý��åêòèâíóþ îäíî÷àñòè÷-íóþ.Ïåðåõîäÿ â èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå, ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí â äèà-ãîíàëüíîì âèäå:
H =

∑

kσ

εkσa
+
kσakσ; εkσ = εk + U 〈n−σ〉 . (4.50)Çäåñü εk � èçâåñòíûé çàêîí äèñïåðñèè äëÿ ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè áåç âçà-èìîäåéñòâèÿ (4.26). Âèäíî, ÷òî êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ðàñùåïëÿåòýíåðãèþ ýëåêòðîíà, ñíèìàÿ âûðîæäåíèå ïî ïðîåêöèè ñïèíà.Äàëüíåéøèé õîä àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è äëÿ ðàñ÷åòàâåëè÷èí 〈n±σ〉 ïðèâîäèò ê ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé (òàêíàçûâàåìîé ìîäåëè Ñòîíåðà [10, 11℄, îïèñûâàþùåé ïîÿâëåíèå â ñèñòå-ìå �åððîìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ), íå èìåþùåé àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ,ðàññìîòðåíèå êîòîðîé âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé êíèãè.�àññìîòðèì ñïåêòð ñèñòåìû, èçîáðàæåííîé íà �èñ. 4.9, ñ áàçèñîì(4.40), è êà÷åñòâåííî ñîïîñòàâèì åãî ñ ðåçóëüòàòîì â ïðèáëèæåíèè ñðåä-íåãî ïîëÿ. �àìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä (t = −1):

H = −
3∑

i = 1

σ

(
a+
iσai+1,σ + a+

iσai−1,σ

)
+ U

3∑

i=1

ni↑ni↓. (4.51)



112 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÂ áàçèñå (4.40) ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó:
H =




U −1 −1 −1 0 0 −1 0 0

−1 0 −1 0 −1 0 0 −1 0

−1 −1 0 0 0 −1 0 0 −1

−1 0 0 0 −1 −1 −1 0 0

0 −1 0 −1 U −1 0 −1 0

0 0 −1 −1 −1 0 0 0 −1

−1 0 0 −1 0 0 0 −1 −1

0 −1 0 0 −1 0 −1 0 −1

0 0 −1 0 0 −1 −1 −1 U




. (4.52)
Â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ðåøåíèå èìååò âèä

εk = −2cos ka , (4.53)è ðàçðåøåííûå îäíî÷àñòè÷íûå óðîâíè äëÿ îäíîé ïðîåêöèè ñïèíà
ε1 = −2cos(0) = −2; ε2,3 = −2cos(±2π

3
) = ±1. (4.54)Ñ�îðìèðóåì ñïåêòð ïîëíûõ ýíåðãèé ñèñòåìû. Òàê êàê ñïèíû ó ÷à-ñòèö â ñèñòåìå ðàçíûå, òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îáå ÷àñòèöû çàéìóòíèæíèé óðîâåíü ε1, è ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

E(0) = 2ε1 = −4, (4.55)ïðè÷åì îíî ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì (�èñ. 4.10).Ñëåäóþùåå (ïåðâîå âîçáóæäåííîå) ñîñòîÿíèå ïîëó÷àåòñÿ èç îñíîâíî-ãî ïåðåõîäîì îäíîé ÷àñòèöû íà ñëåäóþùèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü:
E(1) = ε1 + ε2 = −1. (4.56)
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ek

-2

1

�èñ. 4.10: Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äëÿ ñèñòåìû èç òðåõ óçëîâ è äâóõ ÷àñòèöñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèíàìè



114 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
ek

-2

1

ek

-2

1

ek

-2

1

ek

-2

1

�èñ. 4.11: Ïåðâîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå äëÿ ñèñòåìû èç òðåõ óçëîâ èäâóõ ÷àñòèö ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèíàìè ÷åòûðåõêðàòíî âûðîæäåíî:äâàæäû ïî èìïóëüñó è äâàæäû ïî ñïèíó



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 115Ýòî ñîñòîÿíèå 4-êðàòíî âûðîæäåíî: äâàæäû ïî èìïóëüñó è äâàæäûïî ïðîåêöèè ñïèíà (�èñ. 4.11).Íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ñëåäóþùåå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå áóäåòòàêæå ÷åòûðåõêðàòíî âûðîæäåíî, è îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì ñëåäóþùèéñïåêòð:
E1 = −4; E2,3,4,5 = −1; E6,7,8,9 = 2. (4.57)Êàê æå ìåíÿåòñÿ ñèòóàöèÿ ïðè íåíóëåâîì êóëîíîâñêîì âçàèìîäåé-ñòâèè? Ïîëîæèì U = 0.3, òîãäà òî÷íàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèöû (4.52)äàåò ñëåäóþùèé îòâåò:

E1 = −3.903; E2,3 = −1; E4,5 = −0.8069; (4.58)
E6 = 2; E7,8 = 2.1069; E9 = 2.2033;Ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ èçìåíèëî áû ñïåêòð íà âåëè÷èíó ïîðÿä-êà

△E = U (〈n↓〉 + 〈n↑〉) = U

(
1

3
+

1

3

)
= 0.2 (4.59)(äëÿ òî÷íîãî ðàñ÷åòà âåëè÷èíû △E â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ íåîá-õîäèìî ðåøàòü ñàìîñîãëàñîâàííóþ ìîäåëü Ñòîíåðà, íî äëÿ êà÷åñòâåííîéîöåíêè äîñòàòî÷íî ðåçóëüòàòà (4.59)).Äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàçíèöà ðåçóëüòàòîâ (4.58) è (4.59)íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 2.5%, îäíàêî äëÿ âîçáóæäåííûõ óðîâíåé ïðèáëè-æåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ ðàáîòàåò õóæå. Òåì íå ìåíåå, îñíîâíàÿ òåíäåíöèÿâåðíà: âåñü ñïåêòð ñìåñòèëñÿ ââåðõ, è ìíîãèå óðîâíè ñäâèíóòû íà âåëè-÷èíó, áëèçêóþ ê △E.Åñëè ïðè ñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè åùå óäàåòñÿ êà÷åñòâåííî ïðîñëå-äèòü çà èçìåíåíèåì ñïåêòðà, òî ïðè U ∼ t ýòî ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì.Èìåííî îòñóòñòâèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìî-



116 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èñòè èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííóþ äèàãîíàëèçàöèþ ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëèÕàááàðäà.Èíâàðèàíòû â ìîäåëè ÕàááàðäàÂñå ïðèìåðû êîíêðåòíûõ ñèñòåì, ðàññìîòðåííûå ðàíåå äëÿ ìîäåëè ñèëü-íîé ñâÿçè è ìîäåëè Õàááàðäà, îáëàäàëè îäíîé îáùíîñòüþ, à èìåííî: âñèñòåìå ðàññìàòðèâàëîñü îïðåäåëåííîå ÷èñëî ÷àñòèö (ëèáî äâå áåññïè-íîâûå â 4-óçåëüíîì ñëó÷àå, ëèáî äâå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì ñïèíîì äëÿòðåõ óçëîâ è ò.ï.). Óçåëüíûé áàçèñ òàêæå ñðàçó ïîäáèðàëñÿ ñ ó÷åòîì ñî-õðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö. Ýòî âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà ÷èñëî ÷àñòèöñîõðàíÿåòñÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ìîäåëè. Ïîëíîìó ÷èñëó ÷àñòèö,êàê ëþáîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíå, ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö
N =

∑

iσ

a+
iσaiσ. (4.60)Åñëè ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå ñîõðàíÿåòñÿ, òî ýòî ñïðàâåäëèâî â ëþáîìïðåäñòàâëåíèè, â òîì ÷èñëå è â ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêîì, è

[H,N ] = HN −NH = 0, (4.61)ò.å. îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö äîëæåí êîììóòèðîâàòü ñ ãàìèëüòîíèàíîì(4.35). Îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö òîãäà èìååò îáùóþ ñ îïåðàòîðîì ýíåð-ãèè ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ �óíêöèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó äëÿçàäàííîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå. Äîêàæåì ñâîéñòâî (4.61).Êîììóòàöèÿ îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö ñî âòîðûì ÷ëåíîì èç (4.35) î÷å-âèäíà, òàê êàê îí ñàì ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ÷èñëà ÷àñòèöíà óçëå. Äîêàæåì êîììóòàòèâíîñòü ñ êèíåòè÷åñêîé ÷àñòüþ ãàìèëüòîíè-àíà. Èìååì:
∑

ijk

σσ′

[
tija

+
iσajσ, a

+
kσ′akσ′

]
=
∑

ijk

σσ′

tij
(
a+
iσajσa

+
kσ′akσ′ − a+

kσ′akσ′a
+
iσajσ

)
=
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=
∑

ijk

σσ′

tij
(
a+
iσ

(
δjkδσσ′ − a+

kσ′ajσ
)
akσ′ − a+

kσ′akσ′a
+
iσajσ

)
=

=
∑

ijk

σσ′

tij
(
δjkδσσ′a

+
iσakσ′ − a+

iσa
+
kσ′ajσakσ′ − a+

kσ′akσ′a
+
iσajσ

)
=

=
∑

ijk

σσ′

tij
(
δjkδσσ′a

+
iσakσ′ − a+

kσ′(δikδσσ′ − akσ′a
+
iσ)ajσ − a+

kσ′akσ′a
+
iσajσ

)
=

=
∑

ijk

σσ′

tij
(
δjkδσσ′a

+
iσakσ′ − δikδσσ′a

+
kσ′ajσ

)
≡ 0. (4.62)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàññìîòðåòü óçåëüíûé áàçèñ ìîäåëè Õàááàðäà ñïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ÷àñòèö è ðàñïîëîæèòü ñíà÷àëà âîëíîâûå �óíêöèèñ îäíîé ÷àñòèöåé â ñèñòåìå, çàòåì ñ äâóìÿ, è ò.ä., òî ïîëó÷èì ãàìèëüòî-íîâó ìàòðèöó â ñëåäóþùåì áëî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäå:
H =




N = 1 0 0

0 N = 2 0

0 0 . . .


 . (4.63)Áëîêè áóäóò ðàñïîëîæåíû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ïðè÷åì âåðõíèé áó-äåò ñîîòâåòñòâîâàòü çàäà÷å ñ îäíîé ÷àñòèöåé, ñëåäóþùèé � çàäà÷å ñ äâó-ìÿ ÷àñòèöàìè è ò.ä. Ìåæäó áëîêàìè ïåðåêðûòèé íå áóäåò, è îñòàëüíûåìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òîãàìèëüòîíèàí ñîõðàíÿåò ÷èñëî ÷àñòèö, è ïðè äåéñòâèè åãî íà âîëíîâóþ



118 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È�óíêöèþ ÷èñëî ÷àñòèö îñòàåòñÿ ïðåæíèì, òàê ÷òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíòòàêæå îñòàíåòñÿ âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåãî áëîêà.Äëÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì ìîæíî äîêàçàòü òàêæå, ÷òî ãàìèëüòîíèàí (4.35)êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì SZ ïîëíîé ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z,
SZ =

1

2

∑

i

(
a+
i↑ai↑ − a+

i↓ai↓
)

=
1

2

∑

i

(ni↑ − ni↓), (4.64)òàê êàê îïåðàòîð ïðîåêöèè ñïèíà ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ÷èñåë çàïîëíå-íèÿ, à äëÿ îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö êîììóòàöèÿ ñïðàâåäëèâà.Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà äðîáèòñÿ âíóòðè áëîêà ïî ÷èñ-ëó ÷àñòèö åùå íà ïîäáëîêè ñ çàäàííîé ïðîåêöèåé ñïèíà:

H =




N = 1

SZ = −1/2
0 0 0 0 0

0
N = 1

SZ = +1/2
0 0 0 0

0 0
N = 2

SZ = −1
0 0 0

0 0 0
N = 2

SZ = 0
0 0

0 0 0 0
N = 2

SZ = +1
0

0 0 0 0 0 . . .




,

(4.65)ò.å. â ìîäåëè Õàááàðäà êàæäóþ çàäà÷ó ñ êîíêðåòíûì çàïîëíåíèåì è ïðî-åêöèåé ñïèíà ìîæíî ðåøàòü íåçàâèñèìî. Ïîëíàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà òàêæåÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì â ìîäåëè Õàááàðäà.Çàìåòèì, ÷òî ó÷åò èíâàðèàíòîâ ìîäåëè ìîæåò ñèëüíî óìåíüøèòüðàçìåð ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ìîäåëè, ÷òî ÷àñòî íåîáõîäèìî ïðèðàñ÷åòå íà êîìïüþòåðå.



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 119Â ìîäåëè Õàááàðäà ñóùåñòâóþò è äðóãèå èíâàðèàíòû, íàïðèìåð ïå-ðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòü óçëîâ â ðàññìàòðè-âàåìûõ êëàñòåðàõ ïîçâîëÿþò ââåñòè îïåðàòîð òðàíñëÿöèè, ÷òî òàêæåìîæåò óìåíüøèòü ðàçìåð ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ýòîò âîïðîñ áóäåòðàññìîòðåí äàëåå.Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ïðèâåäåì ñèòóàöèþ, êîãäà íåâîçìîæíî âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ ðàññìîòðåííûìè èíâàðèàíòàìè è ïðèõîäèòüñÿ ðåøàòü çà-äà÷ó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Åñëè ýëåêòðîíû â ìîäåëè (4.35)âçàèìîäåéñòâóþò åùå è ñ ïîïåðå÷íûìè ïîëÿìè, òî â ãàìèëüòîíèàíå ïî-ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí âèäà
△H ∼

∑

iσ

(
aiσ + a+

iσ

)
, (4.66)

êîòîðûé íå ñîõðàíÿåò ÷èñëî ÷àñòèö, ïîýòîìó â ãàìèëüòîíîâîé ìàòðè-öå ïîÿâÿòñÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìåæäó áëîêàìè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì÷àñòèö. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷ó ñëåäóåò ðåøàòü â áîëüøîì êàíîíè÷åñêîìàíñàìáëå, ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö è ó÷åòîì õèìè÷åñêîãî ïîòåíöè-àëà.



120 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
4.5 �àñ÷åò êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñðåäíèõÏîñëå òîãî, êàê ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíîâîéìàòðèöû è ïîëó÷åí ñïåêòð, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ðàñ÷åò ðàçëè÷íûõêâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñðåäíèõ, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ñðåäíåå ÷èñëî ÷à-ñòèö íà êîíêðåòíîì óçëå; ïàðíûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè 〈ninj〉, îçíà-÷àþùèå óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû íà óçëå i ïðè íàëè-÷èè äðóãîé ÷àñòèöû íà óçëå j; îòäåëüíî ïîòåíöèàëüíàÿ èëè êèíåòè÷åñêàÿýíåðãèè; íåäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè 〈a+

i aj
〉 è ò.ä.Äèàãîíàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû äàåò êðîìå ñïåêòðà En òàê-æå è ñîáñòâåííûå âîëíîâûå �óíêöèè Ψn â âèäå êîý��èöèåíòîâ ðàçëî-æåíèÿ Cmn ïî èñõîäíûì áàçèñíûì �óíêöèÿì Φm. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòûîïåðàòîðîâ â áàçèñå Φ òàêæå èçâåñòíû, ñ èõ ïîìîùüþ âîçìîæåí ðàñ÷åòðàçëè÷íûõ ñðåäíèõ. Íàïðèìåð, ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö íà óçëå â îñíîâíîìñîñòîÿíèè:

〈ni〉 = 〈Ψ0 | ni | Ψ0〉 =
∑

nm

C∗n0Cm0 〈Φn | ni | Φm〉 = (4.67)
=
∑

nm

C∗n0Cm0n
(n)
i δnm =

∑

n

|Cn0|2n(n)
i .Òàê êàê îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö äèàãîíàëåí â óçåëüíîì ïðåäñòàâëå-íèè, òî ïîëó÷àåòñÿ îäèíàðíàÿ ñóììà, êàæäîå ñëàãàåìîå êîòîðîé � âêëàäóçåëüíîé áàçèñíîé �óíêöèè â �óíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, óìíîæåí-íûé íà ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ðàññ÷èòûâàþòñÿáîëåå ñëîæíûå äèàãîíàëüíûå êîððåëÿòîðû, íàïðèìåð:

〈ninj〉 =
∑

n

|Cn0|2n(n)
i n

(n)
j . (4.68)Íåäèàãîíàëüíûå êîððåëÿòîðû ïðåäñòàâèìû â âèäå
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ek

2t

-2t

t

-t

ek
1 2

�èñ. 4.12: Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èç øåñòè óçëîâ ñ äâóìÿ íåâçàèìî-äåéñòâóþùèìè áåññïèíîâûìè �åðìè-÷àñòèöàìè äâóêðàòíî âûðîæäåíî
〈
a+
i aj
〉

=
∑

nm

C∗n0Cm0

〈
Φn

∣∣ a+
i aj

∣∣ Φm

〉
, (4.69)çäåñü íåîáõîäèìî ðàññ÷èòûâàòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïîä çíàêîì ñóììûñ ó÷åòîì âñåõ ïðàâèë âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ.Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü ïðîáëåìó âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Äîïó-ñòèì, íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü ñðåäíåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ 〈ni〉 â êàêîì-ëèáîâûðîæäåííîì ñîñòîÿíèè. �àññìîòðèì ñèñòåìó èç äâóõ íåâçàèìîäåéñòâó-þùèõ áåññïèíîâûõ �åðìè-÷àñòèö íà ïåðèîäè÷åñêè çàìêíóòîé öåïî÷êå èçøåñòè óçëîâ ñ ïàðàìåòðîì ïåðåñêîêà t = −1. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå òàêîéñèñòåìû äâàæäû âûðîæäåíî ïî èìïóëüñó: E(0) = E1,2 = −3 (�èñ. 4.12).�àñ÷åò ìåòîäîì òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ñðåäíåãî ÷èñëà çàïîëíåíèÿêàæäîãî óçëà â ýòèõ âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëü-òàò, ïðåäñòàâëåííûé â òàáë. 4.5.Èç òîïîëîãèè çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî âñå óçëû ýêâèâàëåíòíû, è âî âñåõ



122 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÒàáëèöà 4.1: �àñ÷åò ñðåäíåãî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ìåòîäîì òî÷íîé äèàãî-íàëèçàöèè
i 1 2 3 4 5 6〈
n

(1)
i

〉
0.417 0.417 0.167 0.417 0.417 0.167

〈
n

(2)
i

〉
0.250 0.250 0.500 0.250 0.250 0.500ÿ÷åéêàõ òàáë. 4.5 äîëæíû ñòîÿòü îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå 1/3. Îä-íàêî ðàñ÷åò äàåò äðóãîé ðåçóëüòàò � ÷èñëà çàïîëíåíèÿ íà ðàçíûõ óçëàõïîëó÷èëèñü ðàçëè÷íûå, ÷òî ñòàâèò ïîä ñîìíåíèå êîððåêòíîñòü ÷èñëåí-íîãî ðàñ÷åòà.Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ íåëüçÿ ðàñ-ñìàòðèâàòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþ-ùèå îäíîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè, èìåþò îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü ðåàëèçà-öèè. Âîëíîâûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå ýòèì ñîñòîÿíèÿì, ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-íî íåçàâèñèìûìè. Îäíàêî â ïðîñòðàíñòâå m×m, ãäå m � êðàòíîñòü âû-ðîæäåíèÿ, âåêòîðà ýòèõ ñîñòîÿíèé ìîãóò áûòü îðèåíòèðîâàíû êàê óãîä-íî (�èñ. 4.13). Áîëåå òîãî, èõ îðèåíòàöèÿ çàâèñèò îò àëãîðèòìà, ïðèïîìîùè êîòîðîãî ïðîèñõîäèò äèàãîíàëèçàöèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû.Ïðàâèëüíûé ðàñ÷åò êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñðåäíèõ äîëæåí ó÷èòû-âàòü òîò �àêò, ÷òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿm-êðàòíî âûðîæäåííîãî ñîñòîÿíèÿñ ýíåðãèåé E åñòü ñóïåðïîçèöèÿ m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âîëíîâûõ �óíê-öèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ E ãàìèëüòîíîâîé ìàòðè-öû.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóêðàòíî âûðîæäåííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿñèñòåìû èç øåñòè óçëîâ è äâóõ áåññïèíîâûõ �åðìè-÷àñòèö (ñì. �èñ. 4.12)âîëíîâàÿ �óíêöèÿ áóäåò èìåòü âèä

Ψ =
1√
2

(
Ψ1+e

iϕΨ2

)
, (4.70)ãäå �óíêöèÿ Ψ1 îòâå÷àåò ñîñòîÿíèþ 1 íà �èñ. 4.12, à �óíêöèÿ Ψ2 �ñîñòîÿíèþ 2, ïðè÷åì ýòè �óíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû: 〈Ψ1 | Ψ2〉 = 0.
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Y1 Y1

Y2 Y2

F =Y1 1

F =Y2 2

F =aY +bY1 1 2

F =a Y +b Y2 1 2’ ’

�èñ. 4.13: Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå âåêòîðîâ ïàðû ëèíåéíî íåçà-âèñèìûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé Ψ1, Ψ2, è Φ1, Φ2, îòâå÷àþùèõ äâóêðàòíîâûðîæäåííîìó ñîñòîÿíèþÑðåäíåå çàïîëíåíèå íà óçëå â ýòîì ñëó÷àå
〈ni〉 =

〈
1√
2

(
Ψ1+e

−iϕΨ2

) ∣∣∣∣ ni
∣∣∣∣

1√
2

(
Ψ1+e

iϕΨ2

)〉
= (4.71)

=
1

2
〈Ψ1 | ni | Ψ1〉 +

1

2
〈Ψ2 | ni | Ψ2〉 =

1

2

(〈
n

(1)
i

〉
+
〈
n

(2)
i

〉)

è íå çàâèñèò îò âûáîðà �àçîâîãî ìíîæèòåëÿ eiϕ.Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ èç òàáë. 4.5, óáåæäàåìñÿ, ÷òîòåïåðü ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò 〈ni〉 = 1/3.



124 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
4.6 �àñ÷åò äâóìåðíîé �åðìèîííîé ñèñòåìû äëÿ çà-äà÷è î äðîáíîì êâàíòîâîì ý��åêòå ÕîëëàÊàê ïðèìåð ðàñ÷åòà äîñòàòî÷íî ñëîæíîé âçàèìîäåéñòâóþùåé �åðìèîí-íîé ñèñòåìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâóìåðíîì �åðìè-ãàçå â ñèëüíîì ìàã-íèòíîì ïîëå â óñëîâèÿõ êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà [215, 216, 217, 218℄.Äðîáíûé è öåëûé êâàíòîâûå ý��åêòû ÕîëëàÊ 80-ì ãîäàì XX â. áûëà ðàçâèòà òåõíîëîãèÿ ïîëó÷åíèÿ ñëîæíûõ ïëîñ-êèõ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ñâåðõñòðóêòóð (íàïðèìåð, ÷åðåäóþùèåñÿ ñëîèïîëóïðîâîäíèêà GaAs â ÷èñòîì âèäå, à òàêæå ñ ïðèìåñüþ àëþìèíèÿ �
AlGaAs) ñ ïîïåðå÷íûìè ðàçìåðàìè ïîðÿäêà ñîòåí è äàæå äåñÿòêîâ àíã-ñòðåì. Íà îñíîâå òàêèõ ñòðóêòóð èçãîòàâëèâàþò ñèñòåìû êâàíòîâûõ ÿì �íàíîñòðóêòóðû. Â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü âîçìîæíûì ðåàëèçîâàòü äâóìåð-íûå �èçè÷åñêèå ñòðóêòóðû (ò.å. äâóìåðíûé ýëåêòðîííûé ãàç). ÈçìåðÿÿÝ.Ä.Ñ. Õîëëà è ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå â ïîïåðå÷íîì ìàãíèòíîì ïîëå âýòèõ ñòðóêòóðàõ, �îí Êëèòöèíã ñ ñîàâòîðàìè [216℄ â 1980 ã. îáíàðóæèë,÷òî â ñèëüíûõ ïîëÿõ (∼ 5−10 Òë) õîëëîâñêàÿ ïðîâîäèìîñòü êâàíòóåòñÿè êðàòíà îòíîøåíèþ �óíäàìåíòàëüíûõ �èçè÷åñêèõ êîíñòàíò e2/2π~, ãäå
e � çàðÿä ýëåêòðîíà (�èñ. 4.14). Ýòîò ý��åêò áûë íàçâàí öåëûì êâàí-òîâûì ý��åêòîì Õîëëà (÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ àááðåâèàòóðà IQHE IntegerQuantum Hall E�et), è â 1985 ã. ó÷åíûì-ïåðâîîòêðûâàòåëÿì áûëà ïðè-ñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ.Â 1981 ã. Ëà�ëèíó [217℄ â ðàìêàõ òåîðèè êâàíòîâàíèÿ óðîâíåé ýëåê-òðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå óäàëîñü îáúÿñíèòü ýòîò ý��åêò. Âñëåä çà ýòèìïîñëåäîâàëî ñëåäóþùåå îòêðûòèå áóêâàëüíî ÷åðåç äâà ãîäà, â 1982 ã.,Ä.Ñ. Öóè, Õ.Ë. Øòåðìåð è À.Ñ. �îññàðä [218℄ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ(T = 5 K) è ñèëüíûõ ïîëÿõ (H ∼ 10 Òë) íàáëþäàëè ñòóïåíüêè õîëëîâ-ñêîé ïðîâîäèìîñòè óæå ïðè çíà÷åíèÿõ (e2/2π~) /3 (�èñ. 4.15). Â äàëüíåé-
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4 H, Тл8

1

1/2

6

3

1/3

rxy/(2 /e )πħ
2

rxx, кОм1
1

11�èñ. 4.14: Çàâèñèìîñòü õîëëîâñêîé ïðîâîäèìîñòè ρxy è ìàãíèòîñîïðîòèâ-ëåíèÿ ρxx îò íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öåëîì êâàíòîâîì ý��åê-òå Õîëëàøåì íàáëþäàëàñü öåëàÿ ñåðèÿ ñòóïåíåê µe2/2π~, ãäå µ = 1/3, 1/5, 1/7, 2/9, . . .Ýòîò ý��åêò íàçâàëè äðîáíûì êâàíòîâûì ý��åêòîì Õîëëà (FQHE� Frational Quantum Hall E�et). Åãî òàêæå óäàëîñü îáúÿñíèòü (1983 ã.,Ëà�ëèí) [219℄, ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî äâóìåðíûé ýëåêòðîííûé ãàç âñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäèò â íîâîå îñíîâíîå ñî-ñòîÿíèå � íåñæèìàåìóþ êâàíòîâóþ æèäêîñòü (æèäêîñòü Ëà�ëèíà). Â1998 ã. òåîðåòèêó Ëà�ëèíó è ýêñïåðèìåíòàòîðàì Òñóè è Øòåðìåðó áû-ëà ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ çà îòêðûòèå è îáúÿñíåíèå äðîáíîãîêâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ öåëûé è äðîáíûé ý��åêòû Õîëëà íàáëþäàþò âäâóìåðíûõ èíâåðñèîííûõ ñëîÿõ ÌÄÏ-ñòðóêòóð n- è p-òèïà (íàïðèìåð,íà îñíîâå êðåìíèÿ), à òàêæå â ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ãåòåðîñòðóêòóðàõ(ñâåðõðåøåòêàõ) íà îñíîâå GaAs, InP, InAs, GaSb è äð.Òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå öåëîãî è äðîáíîãî ý��åêòîâ Õîëëà ñì.,íàïðèìåð, â [220℄.Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ äðîáíîãî êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà íà-ïðàâëåíû åùå íà îäíî èíòåðåñíîå ÿâëåíèå � ðåàëèçàöèþ ðåãóëÿðíîé ðå-
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5 H, Тл10
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�èñ. 4.15: Ïîïåðå÷íàÿ ïðîâîäèìîñòü ρxy è ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå ρxx âäðîáíîì êâàíòîâîì ý��åêòå Õîëëàøåòêè èç íîñèòåëåé çàðÿäà (â äâóìåðèè � ïëîñêîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè).Â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ âñå áîëåå äîêàçàòåëüíî ñòàëè çâó÷àòü ñëîâà î ðåà-ëèçàöèè âáëèçè FQHE ýòîãî íîâîãî ñîñòîÿíèÿ äâóìåðíîãî ýëåêòðîííî-ãî ãàçà � êðèñòàëëà Âèãíåðà. Âïåðâûå âîçìîæíîñòü òàêîé âèãíåðîâñêîéêðèñòàëëèçàöèè â äâóìåðíîé ýëåêòðîííîé ñèñòåìå â ñèëüíîì ìàãíèòíîìïîëå åùå â 1975 ã. ðàññìîòðåëè Å.Þ. Ëîçîâèê è Â.È. Þäñîí [221℄.Äåëî â òîì, ÷òî âáëèçè �àêòîðîâ çàïîëíåíèÿ ïåðâîé çîíû Ëàíäàó
µ = 1/3 è µ = 1/5, íî âíå ðåàëèçàöèè ñòóïåíåê FQHE ýêñïåðèìåíòàëü-íî íàáëþäàþò ðåçêîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ïîâûøåíèå ìàãíèòîñîïðîòèâëå-íèÿ ñ âîçðàñòàíèåì òåìïåðàòóðû (àêòèâàöèîííûé çàêîí ρ ∼ eEg/kT , ãäå
Eg ∼ 5Ê � ýíåðãèÿ àêòèâàöèè). Æèàíã è äð. [222℄ âáëèçè �àêòîðà çà-ïîëíåíèÿ µ = 1/5 (à òî÷íåå, ïðè µ = 0.19 è µ = 0.21) íàáëþäàëè àê-òèâàöèîííûé çàêîí âèäà ρxx ∼ expEg/T , ïðè÷åì ýíåðãèÿ àêòèâàöèè
Eg ∼ 1 K. �îëäìàí ñ ñîòðóäíèêàìè [223℄ ïîëó÷èëè òàêîå ïîâåäåíèå ìàã-íèòîñîïðîòèâëåíèÿ ïðè 2/9 < µ < 1/5 è ïðè µ <∼ 1/5. Äîðîæêèí èäð. [224℄ ýêñïåðèìåíòàëüíî äîêàçûâàþò äèýëåêòðèçàöèþ ïðè µ < 0.28.Ñàäæîòî ñ ñîòð. [225℄ íàáëþäàþò äèýëåêòðèçàöèþ îêîëî ñòóïåíåê FQHEïðè µ = 1/5 è µ = 2/9.



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 127Ôàêòè÷åñêè ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó íàäåæíî ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòà-íîâëåíî, ÷òî îêîëî �àêòîðîâ çàïîëíåíèÿ µ = 1/3 è µ = 1/5 èìååò ìåñòîàêòèâàöèîííûé çàêîí ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèÿ ρxx. Ýòî êîñâåííî ñâèäå-òåëüñòâóåò î äèýëåêòðèçàöèè ñèñòåìû, î ëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíîâ è ðåà-ëèçàöèè ðåãóëÿðíîé ðåøåòêè èç íîñèòåëåé çàðÿäà. Â ïðèíöèïå, ñîîáðà-æåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê âîçìîæíîñòè ëîêàëèçàöèè (âïåðâûå ðàññìîòðåí-íûå Ëîçîâèêîì è Þäñîíîì) äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû: ïðè óñèëåíèè ìàã-íèòíîãî ïîëÿ ìàãíèòíàÿ äëèíà lH � ìàñøòàá ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëè-çàöèè âîëíîâîé �óíêöèè ýëåêòðîíà � â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿóìåíüøàåòñÿ, ò.å. ïðè ñâîåì äâèæåíèè âîêðóã ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîòîêàíîñèòåëè çàðÿäà âñå áîëåå ñæèìàþò ðàäèóñ ¾âèòêîâ¿ (åñëè ïîëüçîâàòüñÿêëàññè÷åñêîé àíàëîãèåé äâèæåíèÿ) è �àêòè÷åñêè èìåþò îïðåäåëåííûåêîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå. Ïðè íàëè÷èè ñèëüíîãî êóëîíîâñêîãî îòòàë-êèâàíèÿ îáðàçóåòñÿ ãàç ïðàêòè÷åñêè êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö â äâóìåðíîìïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå ìîãóò âûñòðîèòüñÿ â ðåãóëÿðíóþ ïëîñêóþ òðå-óãîëüíóþ ñòðóêòóðó äëÿ ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè, �çàïèðàÿ� ñåáÿ â òî÷êàõðàâíîâåñèÿ (ñì., íàïðèìåð, �èñ. 4.16). Äåéñòâèòåëüíî, äâóìåðíàÿ êîí-öåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé n = µ/2πl2H . Ñ äðóãîéñòîðîíû, â òðåóãîëüíîé ïëîñêîé ðåøåòêå ñ ïåðèîäîì a èìååì èç ãåîìåò-ðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé n = 2/
√

3a2. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå
(
a

lH

)2

=
4π√
3µ
. (4.72)Ïðè óñèëåíèè ïîëÿ µ óìåíüøàåòñÿ, è ý��åêòèâíî óâåëè÷èâàåòñÿ ïåðèîä

a. Ôèçè÷åñêèå ðàçìåðû ýëåêòðîíà (âåðíåå, ýëåêòðîííîãî �áëèíà�), îïðå-äåëÿåìûå âåëè÷èíîé ìàãíèòíîé äëèíû lH , óìåíüøàþòñÿ îòíîñèòåëüíîèõ ðàññòîÿíèÿ äðóã îò äðóãà a, è îíè âñå áîëåå ëîêàëèçóþòñÿ. Òàêàÿñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ äèýëåêòðèêîì ñ õàðàêòåðíîé ýíåðãèåé àêòèâàöèè
Eg ∼ 1 − 5 K, êàê è íàáëþäàåòñÿ íà ýêñïåðèìåíòå. Çàìåòèì, ÷òî Egîêàçûâàåòñÿ áëèçêîé ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ê õàðàêòåðíûì çíà÷åíèÿìýíåðãèè êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â äâóìåðíîé çàäà÷å (�èñ. 4.16),
Eêóë ∼ e2/εlH (òî÷íåå, Eêóë (r) = 2 e

2

ε0
ln r ), ãäå ε − äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïî-
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�èñ. 4.16: Êëàññè÷åñêàÿ òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà � âèãíåðîâñêèé êðèñòàëëñòîÿííàÿ. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî â GaAs ε ∼ 13, èìååì ìàñøòàá Eêóë . 10−3 ýÂâ ìàãíèòíîì ïîëå ∼ 1 − 5 Òë.Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òî÷íîå òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå âèãíå-ðîâñêîé êðèñòàëëèçàöèè � î÷åíü íåïðîñòàÿ çàäà÷à. Êàêèå-ëèáî àíàëèòè-÷åñêèå îöåíêè â ñèëüíîâçàèìîäåéñòâóþùåì ýëåêòðîííîì ãàçå ïðîáëåìà-òè÷íû èç-çà îòñóòñòâèÿ ïàðàìåòðîâ ìàëîñòè è íåâîçìîæíîñòè èñïîëüçî-âàíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàçâèòèå êîìïüþòåðíîãîìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåëî ê âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîãî àíàëèçà îãðàíè÷åí-íûõ íèçêîðàçìåðíûõ ñèñòåì. �àñ÷åòû ìåòîäàìè ÌÊ è òî÷íîé äèàãîíà-ëèçàöèè ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû â äâóìåðíîé âçàèìîäåéñòâóþùåé ýëåê-òðîííîé ñèñòåìå ïðîâîäÿòñÿ íà êîíå÷íûõ (10 � 30 ýëåêòðîíîâ) êëàñòå-ðàõ â ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè. �àññ÷èòûâàþò ýíåðãèþ, âîëíîâûå �óíêöèèè ðàçëè÷íûå êîððåëÿöèîííûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Çàäà÷ó äëÿ òàêèõ ìàëûõñèñòåì ìîæíî ðåøèòü òî÷íî, áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ïðèáëèæå-íèé.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû íåêîòîðûõ íàèáîëåå õàðàêòåðíûõ ÷èñëåííûõèññëåäîâàíèé ïî âèãíåðîâñêîé êðèñòàëëèçàöèè. Ëàì è �èðâèí [226℄ âïðèáëèæåíèè Õàðòðè � Ôîêà ðàññ÷èòàëè ìåòîäîì ÌÊ âáëèçè µ = 1/3 è
µ = 1/5 ýíåðãèè âèãíåðîâñêîãî êðèñòàëëà (WC) è ëà�ëèíîâñêîé æèäêî-ñòè (LL). Ñîïîñòàâëåíèå ýòèõ ýíåðãèé ïðèâîäèò ê âûâîäó î âîçìîæíîñòè



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 129êðèñòàëëèçàöèè ïðè µ = 1/5. Ïðàéñ, Ïëàöìàí è Õå [227℄ ïðîâåëè âàðèà-öèîííûå ðàñ÷åòû ÌÊ è ïîêàçàëè ïåðåõîä èç æèäêîñòè LL â êðèñòàëë WCîêîëî çíà÷åíèé µ = 1/3; 1/5; 1/7. Òàêæå Ïëàöìàí è Ïðàéñ [228℄ â ïðè-áëèæåííîì ïîäõîäå ïðîàíàëèçèðîâàëè ïåðåõîä ïî òåìïåðàòóðå èç LL âWC, ò.å. îòîãðåâ è çàìîðàæèâàíèå ñèñòåìû ïðè µ = 1/3 è µ = 1/5. Âýòîé ðàáîòå áûëà ïîñòðîåíà �àçîâàÿ äèàãðàììà íà ïëîñêîñòè Tc× rs (rs� ïàðàìåòð, íàïðÿìóþ ñâÿçàííûé ñ ïëîòíîñòüþ ýëåêòðîííîãî ãàçà ÷åðåçñîîòíîøåíèÿ n = 1/2πa2
br

2
s ; r2

s = µl2H/a
2
b), ïîêàçûâàþùàÿ îáëàñòè ñóùå-ñòâîâàíèÿ æèäêîñòè è êðèñòàëëà.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèáëèæåííûå âàðèàöèîííûå ðàñ÷åòû íå ïîç-âîëÿþò äîñòîâåðíî îòëè÷èòü ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè è òâåðäîé �àçû, òàêêàê æèäêîñòü Ëà�ëèíà èìååò ïëîòíîñòü, áëèçêóþ ê êðèñòàëëè÷åñêîé�àçå, è ýíåðãèè ñîñòîÿíèé WC è LL ñðàâíèìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàè-áîëåå óñïåøíûé èçâåñòíûé òî÷íûé ÷èñëåííûé ðàñ÷åò [229℄ áûë ïðîâåäåííå íà ïëîñêîñòè, à íà ñ�åðå ñ N = 12 ÷àñòèöàìè íà m = 25 îðáèòàëÿõ.Îäíàêî îïòèìàëüíàÿ ýëåêòðîííàÿ êîí�èãóðàöèÿ â âèãíåðîâñêîì êðè-ñòàëëå äîëæíà èìåòü ãåêñàãîíàëüíóþ (ïëîñêóþ) ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó.Îòñþäà ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå äîëæíî áûòü áëèçêî ê 7, 13 è ò.ä. äëÿàäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ WC (ñì., íàïðèìåð, [230℄). Ýòè çíà÷å-íèÿ ïðèíöèïèàëüíî íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü â ãåîìåòðèè ñ�åðû.Ñèñòåìà óðîâíåé â ïåðâîé çîíå Ëàíäàó. Ìåòîä òî÷íîé äèàãî-íàëèçàöèèÄëÿ ðàñ÷åòà äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëåìåòîäîì òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ñëåäóåò çàäà÷ó ïåðå�îðìóëèðîâàòü âáîëåå óäîáíîì äëÿ ðàñ÷åòà áàçèñå.�åøèì ñíà÷àëà äâóìåðíóþ çàäà÷ó îá îäíîì ýëåêòðîíå â ñèëüíîìïîïåðå÷íîì ìàãíèòíîì ïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî âûáðàòü íå òîðîè-äàëüíóþ, à öèëèíäðè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìîæíîâûáðàòü â ñëåäóþùåì âèäå (ñèììåòðè÷íàÿ êàëèáðîâêà äëÿ ïîëÿ −→

H =

{0, 0, H}):
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Aρ = Az = 0; (4.73)
Aϕ = Hρ/2.Ïðåäñòàâëÿÿ îïåðàòîð �àìèëüòîíà

Ĥ =
1

2m∗

(
~

i

∂

∂−→r − e

c

−→
A

)2 (4.74)â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ââèäå
ψ (ρ, ϕ, z) = R (ρ) exp (ikzz + imϕ) . (4.75)Â çàäà÷å ñîõðàíÿþòñÿ ïîïåðå÷íûé èìïóëüñ è óãëîâîé ìîìåíò m − êâàí-òîâîå ÷èñëî, îòðàæàþùåå ñâîéñòâà ñèììåòðèè âîëíîâîé �óíêöèè îòíî-ñèòåëüíî âðàùåíèÿ âîêðóã îñè z.Çàïèøåì äåéñòâèå îïåðàòîðà �àìèëüòîíà íà âîëíîâóþ �óíêöèþ âöèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè:

Hψ =
1

2m∗

(−→p − e

c

−→
A
)2

ψ =
p2

2m∗
ψ +

e2

2m∗c2
A2ψ − e

2m∗c

[−→
Apψ + p

−→
Aψ
]
;

p =
~

i

(
∂

∂ρ

−→
i ρ +

1

ρ

∂

∂ϕ

−→
i ϕ +

∂

∂z

−→
i z

)
; (4.76)

Hψ = − ~
2

2m∗

[
∂2

∂z2
ψ +

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ
ψ

)
+

1

ρ2

∂2

∂ϕ2
ψ

]
+

+
e2H2

8m∗c2
ρ2ψ − eH~

2m∗ci

∂

∂ϕ
ψ.Äàëåå, èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â âèäå:

ψ (ρ, ϕ, z) = R (ρ) exp [ikzz + imϕ] . (4.77)



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 131Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå Hψ = Eψ, ïîëó÷èì ïîñëåàëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè ñëåäóþùåå óðàâ-íåíèå:
∂2

∂ρ2
R +

1

ρ

∂

∂ρ
R− m2

ρ2
R− γ2ρ2R + 2mγR = −βR;

γ =
eH

2~c
=

1

2l2H
; (4.78)

β =
2m∗E

~2
− k2

z .Äàëåå ïðîâîäèì ïåðåíîðìèðîâêó ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé íà ìàãíèò-íóþ äëèíó è ââîäèì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ξ = γρ2, òîãäà óðàâíåíèå(ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé) ïðèíèìàåò âèä:
ξ
∂2

∂ξ2
R +

∂

∂ξ
R +R

(
λ− ξ

4
− m2

4ξ

)
= 0;

λ =
β

4γ
+
m

2
. (4.79)Íåñëîæíî âèäåòü ïðÿìî èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ àñèìïòîòû ðåøå-íèÿ:

R (ξ) ∼
{

exp
(
− ξ

2

)
, ξ → ∞;

ξ|m|/2, ξ → 0.
(4.80)Èùåì ðåøåíèå â âèäå: R (ξ) = W (ξ) exp

(
− ξ

2

)
ξ|m|/2 , ãäå íà �óíêöèþ

W ñëåäóåò íàëîæèòü óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè.Â èòîãå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå óðàâíåíèå:
ξW ′′ + (|m| + 1 − ξ)W ′ + [λ− (|m| + 1) /2]W = 0. (4.81)Ïîëó÷åííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå � òèïè÷íîå óðàâíåíèå äëÿâûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè (Êóììåðà):

W (ξ) = 1F1 (−λ− (|m| + 1) /2, |m| + 1, ξ). (4.82)



132 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÎãðàíè÷åíèå ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè òðåáóåò, ÷òîáû âûïîëíÿëîñüñîîòíîøåíèå n = λ − (|m| + 1) /2, n = 0, 1, 2, . . . , òîãäà ãèïåðãåîìåò-ðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â êîíå÷íûé ïîëèíîì. Ïîñëåäíåå è åñòüèñêîìûé ñïåêòð, êîòîðûé ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíûõ îáîçíà÷åíèéïðèíèìàåò âèä
Enm (kz) = ~ωc

(
n+

|m|
2

− m

2
+

1

2

)
+

~
2k2
z

2m∗
. (4.83)Çäåñü n − íîìåð çîíû Ëàíäàó. Òàêèì îáðàçîì, êðîìå îáû÷íîãî êâàí-òîâàíèÿ ïî çîíàì Ëàíäàó èìååò ìåñòî êâàíòîâàíèå ïî óãëîâîìó ìîìåíòó

m. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî (4.83), ýíåðãèÿ âûðîæäåíà ïðè m = 0, 1, 2, . . .(ïðè m < 0 çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïðîñòî ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ýíåðãèéóðîâíåé Ëàíäàó, òîëüêî ñ êâàíòîâûì ÷èñëîì n+ |m|). Òàêèì îáðàçîì, âêàæäîé çîíå Ëàíäàó ñ îïðåäåëåííûì n èìååòñÿ áåñêîíå÷íûé íàáîð âû-ðîæäåííûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ñ ýíåðãèåé, ñîâïàäàþùåé ñ îáû÷íîéýíåðãèåé óðîâíÿ Ëàíäàó: Enm (kz) = ~ωc
(
n + 1

2

)
+ ~

2k2
z

2m∗
.Ó÷èòûâàÿ òî÷íîå ðåøåíèå â âèäå âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé�óíêöèè (4.83), äëÿ ïåðâîé çîíû Ëàíäàó (n = 0) ïîëó÷àåì, ÷òî �óíêöèÿ

W (ξ) = 1F1 (n = 0, |m| + 1, ξ) = 1, ò.å. ïîëíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååòâèä
ψ (ρ, ϕ, z) = R (ρ) exp [ikzz + imϕ] = (4.84)

exp [ikzz + imϕ− ξ/2] ξ|m|/2.Â ïëîñêîé ãåîìåòðèè kz = 0, è óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì (òîëüêî ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ m):
ψm (z) =

zm√
2π2mm!

e−|z|
2/4; (4.85)

z =
x+ iy

lH
.Îêîí÷àòåëüíî, íîðìèðóÿ èíòåãðàë îò êâàäðàòà ìîäóëÿ âîëíîâîé �óíê-öèè ïî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z íà åäèíèöó, èìååì:



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 133
|m〉 = ψm (z) =

zm√
2π2mm!

e−|z|
2/4, (4.86)Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîí ëîêàëèçîâàí â ïðîñòðàíñòâå, èìåþùåì ëèíåé-íûé ðàçìåð ìàãíèòíîé äëèíû (òî÷íåå, êâàäðàò ðàäèóñà îðáèòû 〈ρ2〉 =

〈x2 + y2〉 ðàâåí 2(m+ 1)/l2H.×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå�àññìîòðèì äâóìåðíûé �åðìè-ãàç ñ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì, ò.å.ìîäåëü
H =

∑

j

{
1

m∗

∣∣∣∣
~

i
∇j−

e

c

−→
A j

∣∣∣∣ + V (−→r j)
}

+
∑

j>k

e2

|−→r j −−→r k|
, (4.87)ãäå èíäåêñû j, k = 1, . . . , N ; V � ïîòåíöèàë îäíîðîäíîãî íåéòðàëèçóþùå-ãî �îíà.×èñëåííî ðåøàòü òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî, ïåðåéäÿ îò êîîðäèíàòíîãîïðåäñòàâëåíèÿ â íåêîòîðûé äèñêðåòíûé áàçèñ. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïåðå-ïèñàòü ãàìèëüòîíèàí (4.87) â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ âíàèáîëåå àäåêâàòíîì çàäà÷å ïîëíîì áàçèñå âîëíîâûõ �óíêöèé. Êàê ïî-êàçàíî âûøå, â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå (èìååò ñìûñë âûáðàòü òîëüêîîäíó îðèåíòàöèþ ñïèíà � âñå ñïèíû ÷àñòèö íàïðàâëåíû ïî ïîëþ) èìååò-ñÿ õîðîøåå êâàíòîâîå ÷èñëî � óãëîâîé ìîìåíò m â ïåðâîé çîíå Ëàíäàó.Ïîýòîìó óäîáíî ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âûáðàòü ïî ñîîòâåò-ñòâóþùèì îäíî÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíèÿì ýëåêòðîíà |m〉 â ýòîé çîíå (4.86).Ó÷èòûâàÿ òîëüêî êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, ìîæ-íî ïåðåïèñàòü ãàìèëüòîíèàí �åðìè-ãàçà â ýòîì áàçèñå ñëåäóþùèì îáðà-çîì:

H =
∑

m1m2m3m4

Vm1m2m3m4a
+
m1
a+
m2
am3am4 , (4.88)ãäå a+

m � îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíà â ñîñòîÿíèè (íà îðáèòàëè) |m〉 ;
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Vm1m2m3m4 � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â äâóìåð-íîì ñëó÷àå. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå:

Vm1m2m3m4 =
(−1)m1+m3

2M
(∏4

i=1mi!
)1/2

min(m1,m4)∑

k1=0

min(m2,m3)∑

k2=0

(−2)k1+k2k1!k2!×

×Cm1
k1
Cm4
k1
Cm2
k2
Cm3
k2
I (M, k1, k2) ; (4.89)

I (M, k1, k2) =

∞∫

0

dq
VC(q)

2π
q2M−2k1−2k2+1e−q

2

,ãäå M = m1 + m2 � ñóììàðíûé ìîìåíò; VC (q) � �óðüå-êîìïîíåíòàïîòåíöèàëà äâóõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â äâóìåðíîé ñèòóàöèè äëÿêóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ VC (q) = 2π/q, è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìîæ-íî òî÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà:
Vm1m2m3m4 =

(−1)m1+m3
√
π

2M+1
(∏4

i=1mi!
)1/2

min(m1,m4)∑

k1=0

min(m2,m3)∑

k2=0

(−2)k1+k2k1!k2!×

×(−4)k1+k2 [2 (M − k1 − k2) − 1]!!Cm1
k1
Cm4
k1
Cm2
k2
Cm3
k2
. (4.90)Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.88) âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ óãëîâîãîìîìåíòà: m1 + m2= m3 + m4. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðåõîäà �êðèñòàëë �æèäêîñòü� óïðîñòèì çàäà÷ó è ðàñïîëîæèì èñõîäíî ÷àñòèöû â êëàññè÷å-ñêóþ òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó (�èñ. 4.16) ñ óçëàìè, ïîìåùåííûìè íà íèç-øóþ îðáèòàëü m = 0 â ñîñòîÿíèÿõ Ψ (zj) = Ψm=0 (z − zj) è ïîçèöèÿõ

zj , ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì ðåøåòêè. Ïåðèîä òàêîãî âèãíåðîâñêîãî êðè-ñòàëëà WC a âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü ne, è �àêòîðçàïîëíåíèÿ îðáèòàëåé µ = 2πl2Hne îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîò-íîøåíèåì (4.72). Äàëåå âñå ðàññòîÿíèÿ áóäåì èñ÷èñëÿòü â ìàãíèòíûõäëèíàõ, à âñå ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû − â åäèíèöàõ e2/εlH, ε � äèýëåê-òðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âàæíî, ÷òî ìåíÿÿ ïåðèîä, â äàííîé ñõåìå ìîæíî



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 135ìåíÿòü �àêòîð çàïîëíåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèëîæåííûì ìàãíèòíûìïîëåì.Äëÿ òî÷íîãî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ðàñ÷åòà íóæíî �ðàçìîðîçèòü�öåíòðàëüíóþ ÷àñòèöó, çàòåì ïåðâóþ êîîðäèíàöèîííóþ ñ�åðó (åùå 6 ÷à-ñòèö), è, åñëè ïîçâîëÿþò âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðà, òî è ñëåäóþùóþ (åùå6 ÷àñòèö) è ò.ä., è äëÿ ýòèõ ÷àñòèö òî÷íî ðåøèòü óðàâíåíèå Øðåäèíãå-ðà. Îäíàêî ÷èñëî îðáèò â âûðàæåíèè (4.88) äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî èç�èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è èç îãðàíè÷åíèé íà êîìïüþòåðíóþ ïàìÿòü èáûñòðîäåéñòâèå. Íóæíî ïîëó÷èòü ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé ïîñëåäóþùååóâåëè÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé îðáèòû íå ìåíÿåòñóùåñòâåííî çàïîëíåíèÿ îðáèò.Ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîé çàäà÷å çà-êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íåîáõîäèìî íàéòè ýíåðãèþ è âîëíîâûå �óíê-öèè ãàìèëüòîíèàíà (4.88), ò.å. ðåøèòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ïðè÷åìòî÷íî, íî äëÿ îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû. Çäåñü îãðàíè÷åííîñòü äîñòèãàåòñÿîãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëî îðáèòàëåé m è ÷èñëî ýëåêòðîíîâ N , çàïîëíÿþ-ùèõ ýòè îðáèòàëè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëíîãî ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõñîñòîÿíèé ñèñòåìû íóæíî ðàñïîëîæèòü N ýëåêòðîíîâ íà m îðáèòàëÿõâñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ñ ó÷åòîì òîæäåñòâåííîñòè. Ëåãêî ïîíÿòü,÷òî òàêèõ âàðèàíòîâ CN
m . Ýòî è åñòü ðàçìåðíîñòü áàçèñà ñèñòåìû. Äàëååðàññ÷èòûâàþòñÿ âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿâ äðóãèå çà ñ÷åò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà (4.88), è ñòðîèòñÿ ãàìèëüòîíîâàìàòðèöà. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äèàãîíàëèçàöèè ýòîé ìàòðèöû. Ïîëó÷àþ-ùèåñÿ ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,ýíåðãåòè÷åñêèì ñïåêòðîì è ñîáñòâåííûìè âîëíîâûìè �óíêöèÿìè, ðàç-ëîæåííûìè ïî èñõîäíîìó áàçèñó |m〉 . �àçìåð ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöûáûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì m è N . Íàïðèìåð, ïðè ÷èñëå îðáèòàëåé

m = 25 è ÷èñëå ýëåêòðîíîâ N = 7 ÷èñëî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíî
480700. Îãðàíè÷èìñÿ ïîýòîìó ïåðâîé ÿ÷åéêîé âèãíåðîâñêîãî êðèñòàëëàè ñåìüþ ÷àñòèöàìè è ðåøèì äëÿ íèõ êâàíòîâóþ çàäà÷ó òî÷íî.Èòàê, âûäåëèì ñåìü ýëåêòðîíîâ zj = 0 ñ è zj = a è ðàññìîòðèì äëÿ



136 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èíèõ ïîëíóþ êâàíòîâóþ çàäà÷ó (4.88), óäåðæèâàÿ äðóãèå ýëåêòðîíû â ñî-ñòîÿíèè  m = 0 è îñòàâëÿÿ âçàèìîäåéñòâèå èõ ñ ïåðâûìè ñåìüþ ÷àñòè-öàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.88) (�èñ. 4.16). �Çàìîðîæåííàÿ� òðåóãîëüíàÿ ðå-øåòêà ñòàáèëèçèðóåò çàäà÷ó, ÿâëÿåòñÿ êàê áû �ñðåäíèì ïîëåì� äëÿ êâàí-òîâîé çàäà÷è, èññëåäóåìîé â ïðåäåëàõ ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñ�åðû, èäîïóñêàåò âîçìîæíîñòü âèãíåðîâñêîé êðèñòàëëèçàöèè. Â ïðèíöèïå, óæåïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñ�åðû äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �èêñèðîâàòü ïåðåõîäîò êîððåëÿöèé äàëüíåãî ïîðÿäêà â êðèñòàëëå ê äëèííîâîëíîâûì êîððå-ëÿöèÿì áëèæíåãî ïîðÿäêà, íàáëþäàåìûõ â æèäêîñòè Ëà�ëèíà. Îòìå-òèì, ÷òî îáû÷íî ðàäèóñ êðóãà, âûðåçàííîãî èç áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòèäëÿ �ñðåäíåãî ïîëÿ�, âûáèðàëñÿ ðàçìåðîì îêîëî 100 ïåðèîäîâ ðåøåòêè,òàê ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óæå íå âëèÿëè íà ðåçóëüòàòû.Äëÿ ñåìè ýëåêòðîíîâ áûëà âûáðàíà 31 îðáèòàëü (m = 0, 1, . . . , 30),èõ ÷èñëî ïîäáèðàëîñü èç óñëîâèÿ, ÷òî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ 〈nm〉, îïðåäå-ëÿþùèå âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîíà â ñîñòîÿíèè ñ îðáèòàëüíûììîìåíòîì m, íå èçìåíÿþòñÿ (ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ 0.001) ïðè óâå-ëè÷åíèè ÷èñëà îðáèò, è ñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ (ñ m > 30) íå çàïîëíåíû ñýòîé æå òî÷íîñòüþ. Äàæå â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíûé ðàçìåð ãàìèëüòîíîâîéìàòðèöû ðàâåí 2629575. Êðîìå òîãî, èç-çà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïëîòíîé, ÷åì â ñòàíäàðòíûõ óçåëü-íûõ çàäà÷àõ (ìîäåëè Õàááàðäà, t-J, Áîçå � Õàááàðäà, ñïèíîâûå è ò.ä),÷òî óñëîæíÿåò åå õðàíåíèå â ïàìÿòè êîìïüþòåðà è îáðàáîòêó.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû ñ ëèíåé-íûì ðàçìåðîì áîëåå 2.5 × 106 ñëåäóþùåãî ãàìèëüòîíèàíà:
H =

∑

m1m2m3m4

Vm1m2m3m4a
+
m1
a+
m2
am3am4 +

∑

m

V (MF )
m a+

mam, (4.91)ãäå V (MF )
m − ñòàáèëèçèðóþùåå �ñðåäíåå ïîëå� âíåøíèõ �çàìîðîæåííûõ�ýëåêòðîíîâ (åãî ðàñ÷åò − ñàìîñòîÿòåëüíàÿ çàäà÷à). Â îáùåì ñëó÷àå ýòîïîëå íåñèììåòðè÷íî è âûçûâàåò ïåðåõîäû ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ ñ èçìå-íåíèåì ìîìåíòà ó âíóòðåííèõ ýëåêòðîíîâ íà △m = ±6n, ãäå n − öå-



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 137ëîå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèììåòðèÿ ñ óãëàìè, êðàòíûìè π/3, âûãîäíà äëÿ�êðèñòàëëè÷åñêîãî� ñîñòîÿíèÿ öåíòðàëüíîãî êëàñòåðà. ×òîáû íå îáëåã-÷àòü ñèñòåìå êðèñòàëëèçàöèþ, áóäåì èãíîðèðîâàòü âñå ïåðåõîäû, êðîìåïåðåõîäîâ ñ △m = 0. Òàêàÿ ïðîöåäóðà ýêâèâàëåíòíà óñðåäíåíèþ ïî óã-ëàì îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî ïîòåíöèàëà âîêðóã öåí-òðàëüíîãî êëàñòåðà, â èòîãå ñèñòåìà ñîõðàíÿåò ïîëíûé ìîìåíò, è ìîæíîïîëüçîâàòüñÿ ýòèì èíâàðèàíòîì ïðè ðàñ÷åòå.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ �ñðåäíåïîëåâîãî� ñòàáèëèçèðóþùåãî ïîòåíöèàëà V (MF )
mñëåäóåò ðàññ÷èòàòü äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äëÿ îäíîãî ýëåê-òðîíà, íàõîäÿùåãîñÿ íà îðáèòå |m〉 è äðóãîãî ýëåêòðîíà, �çàìîðîæåííî-ãî� íà îðáèòå Ψm=0(z−zj). Ïîñëå ðàñ÷åòà ïîëó÷àåì

V (MF )
m =

∑

j=2,3,...

Vm(zj), (4.92)ãäå ñóììà ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïî âñåì êîîðäèíàòàì, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé êî-îðäèíàöèîííîé ñ�åðû, è
Vm (zj) = (−1)m2−mm!

m∑

k=0

(−1)k2k

k![(m− k)!]2
×

×
∞∫

0

dq
Vc (q)

2π
q2m−2k+1e−qJ0 (q |zj |) . (4.93)Çäåñü J0 (q) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî òàêæåïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà.Íàèáîëåå àäåêâàòíîé âåëè÷èíîé, ïîçâîëÿþùåé âûÿâèòü ðàçëè÷èå ìåæ-äó �òâåðäûì� è �æèäêèì� ñîñòîÿíèÿìè â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå, ÿâ-ëÿåòñÿ ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ, ò.å. âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿýëåêòðîíà â òî÷êå z1 ïðè óñëîâèè íàõîæäåíèÿ âòîðîãî ýëåêòðîíà â òî÷-êå z2. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ìîæíî îæèäàòü (ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿäîñòàòî÷íî ìàëîãî �àêòîðà çàïîëíåíèÿ), ÷òî îäíà ÷àñòèöà áóäåò ðàñïî-ëîæåíà â öåíòðå êëàñòåðà, à îñòàëüíûå 6 ÷àñòèö áóäóò èìåòü ìàêñèìóìïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ðàññòîÿíèè ïðèìåðíî a(µ), ò.å. íà ïåðâîé



138 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èêîîðäèíàöèîííîé ñ�åðå. Ñîñòîÿíèå ýòèõ ýëåêòðîíîâ ñóùåñòâåííî çàâè-ñèò îò óãëà θ ìåæäó êîîðäèíàòàìè ÷àñòèö íà ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîéñ�åðå. Îïðåäåëèì ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ ñëåäóþùèì îáðà-çîì:
gG (θ) =

〈
α
∣∣ Ψ+ (z1)Ψ+ (z2) Ψ(z2)Ψ(z1)

∣∣ α
〉
; (4.94)

|z1| = |z2| = a,ãäå θ = arg(z1) − arg(z2) âàðüèðóåòñÿ â èíòåðâàëå (0, π); |G〉 � îñ-íîâíîå ñîñòîÿíèå, ïîëó÷åííîå èç òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè. Â òâåðäîì ñî-ñòîÿíèè, îáëàäàþùåì äàëüíèì ïîðÿäêîì, ñëåäóåò îæèäàòü òðè õîðîøîîïðåäåëåííûå îñöèëëÿöèè g(θ), â òî âðåìÿ êàê â æèäêîé �àçå, èìåþùåéòîëüêî áëèæíèé ïîðÿäîê, ýòè êîëåáàíèÿ äîëæíû áûòü ñèëüíî ïîäàâëå-íû. Â ëþáîì ñëó÷àå ðåçêîå (ñêà÷êîîáðàçíîå) èçìåíåíèå êîððåëÿöèîííîé�óíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ gG (θ) â çàâèñèìîñòè îò �àêòîðà çàïîë-íåíèÿ µ ìîæåò ñëóæèòü êðèòåðèåì äëÿ ïåðåõîäà ¾æèäêîñòü � òâåðäîåòåëî¿.Íà �èñ. 4.17 ïðåäñòàâëåíà êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ g(θ), ðàññ÷èòàí-íàÿ äëÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ �àêòîðà çàïîëíåíèÿ µM , äëÿ êîòîðîãîìîìåíòMG ðåçêî ìåíÿåòñÿ. Ïðè èçìåíåíèè ìîìåíòàMG = 45 → 51 → 57â ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ñêà÷êîîáðàçíî óâåëè÷èâàþòñÿ àì-ïëèòóäû íàáëþäàåìûõ îñöèëëÿöèé. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò îá óñòàíîâëå-íèè â ñèñòåìå áîëåå ñòðîãîãî óïîðÿäî÷åíèÿ, ïðèñóùåãî òâåðäîìó òåëó,õîòÿ �àêòîð çàïîëíåíèÿ åùå ñëèøêîì áîëüøîé äëÿ îæèäàåìîãî WC-ñîñòîÿíèÿ â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå.Íà �èñ. 4.18 ïîêàçàíà îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ïîñëåä-íåãî (òðåòüåãî) ïèêà êàê �óíêöèÿ �àêòîðà çàïîëíåíèÿ äëÿ îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ. Âèäíî, ÷òî â äèàïàçîíå 0.294 < µ < 0.34 îñöèëëÿöèè ïîäàâ-ëåíû, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î æèäêîñòè Ëà�ëèíà, à âíå ýòîãî äèàïàçîíàðåàëèçóåòñÿ êðèñòàëë Âèãíåðà.



4. Ìîäåëè ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì. Ñòàòèñòèêà Ôåðìè 139

�èñ. 4.17: Ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ g(θ) äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿ-íèÿ â òî÷êàõ ðåçêîãî èçìåíåíèÿ îñöèëëÿöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èçìåíå-íèÿì óãëîâîãî ìîìåíòà 51 → 57; 57 → 63; 63 → 69; 69 → 75
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�èñ. 4.18: Îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé�óíêöèè

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùèå âàæíûå �àêòû. Íåò ñîìíåíèÿ â òîì, ÷òîòî÷íî ïðè µ = 1/3 îñíîâíîå ñîñòîÿíèå õîðîøî îïèñûâàåòñÿ LL, ïîýòî-ìó ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî óãëîâîé ìîìåíò â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè áóäåòðàâåí MG (a (µ = 1/3)) = N(N − 1)/µ = 63. Çàðàíåå ýòîò �àêò â ÷èñëåí-íóþ ïðîöåäóðó íå áûë çàëîæåí. �åçóëüòàòû ïîäòâåðäèëè, ÷òî óãëîâîéìîìåíò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äåéñòâèòåëüíî ðàâåí 63. Áîëåå òîãî, îáíà-ðóæèëîñü, ÷òî MG = 5N (n− 1) = 105 ïðè çàïîëíåíèè µ = 0.198 ≈ 1/5,êàê è äîëæíî áûòü â ñîñòîÿíèè Ëà�ëèíà. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ðàçóì-íîñòü �ñðåäíåïîëåâîé� ïðîöåäóðû êîíòðîëÿ ïëîòíîñòè ïîäòâåðæäàåòñÿòåì, ÷òî ïðè µ < 1/2 ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè ÷àñòèö ρ(R) ñîâ-ïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì äî ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñ�åðû a(µ). Ïîýòîìóíåò ñîìíåíèÿ â àäåêâàòíîñòè ïîäõîäà ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.



5. Áîçå-ñòàòèñòèêà. Ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà 1415 Áîçå-ñòàòèñòèêà. Ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà5.1 Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå â ñëó÷àå ñòàòèñòèêè Áî-çå�àññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ññèììåòðè÷íîé âîëíîâîé �óíêöèåé è îòñóòñòâèåì ïðèíöèïà Ïàóëè, ò.å.ñëó÷àé ñòàòèñòèêè Áîçå � Ýéíøòåéíà, ïðèìåíèòåëüíî ê âòîðè÷íî-ìó êâàíòîâàíèþ. Çàìåòèì, ÷òî áîçå-÷àñòèöû îáëàäàþò öåëî÷èñëåííûìñïèíîì (â ÷àñòíîñòè, íóëåâûì), è ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ïîâåäåíèåáîçå-ñèñòåìû ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ �åðìè-ñèñòåìû.Äîñòàòî÷íî õîðîøî èññëåäîâàí ñëó÷àé äåëîêàëèçîâàííûõ áîçå-÷àñòèö,êîãäà õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñ p. Ýòîò ïîäõîä ñïðà-âåäëèâ ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ áîçå-ñèñòåì, êàê ãàç �îòîíîâ � êâàíòîâýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, èëè �îíîíîâ � êâàíòîâ êîëåáàíèé êðèñòàëëè-÷åñêîé ðåøåòêè. Îäíàêî ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ñèñòåì ñ áîçîííû-ìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ãäå òàêîé ïîäõîä íåêîððåêòåí. Îäíîé èç òàêèõñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñâåðõòåêó÷èé ãåëèé â ïîðèñòûõ ìàòåðèàëàõ, â ýòîé ñè-ñòåìå ðåàëèçóþòñÿ �àçîâûå ïåðåõîäû �ñâåðõòåêó÷åñòü � áîçå-ñòåêëî �èçîëÿòîð� äàæå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà âçà-èìîäåéñòâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèÿ áîçîíîâ ñèëüíî ëîêàëèçîâàíû,ïðèâÿçàíû ê ïîäëîæêå (ìîëåêóëàì ïîðèñòîé ñðåäû), è õîðîøèì îïèñà-íèåì ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ óçåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Äðóãîé ïðèìåð � ýêñè-òîííûå âîçáóæäåíèÿ (êîìáèíàöèÿ ýëåêòðîíà è äûðêè) â òâåðäîì òåëå âóñëîâèÿõ ñèëüíîãî ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà õàðàêòåð-íûé ðàçìåð ýòîãî âîçáóæäåíèÿ ìàë, è ìîæíî èñïîëüçîâàòü íîìåð óçëàêàê õîðîøåå êâàíòîâîå ÷èñëî. Èìåííî òàêèå ìîäåëè è áóäóò ðàññìîòðåíûâ ýòîé ãëàâå.Áîçîíû îòëè÷àþòñÿ îò �åðìè-÷àñòèö îòñóòñòâèåì çàïðåòîâ íà ÷èñ-ëà çàïîëíåíèÿ óçëîâ. Íàïðèìåð, �îêîâñêèé áàçèñ äëÿ òðåõ ÷àñòèö íà÷åòûðåõ óçëàõ áóäåò òàêèì:
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�èñ. 5.1: ×åðíûå øàðû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíû ïî ëóíêàì.�ðàíèöû ëóíîê îáîçíà÷åíû áåëûìè øàðàìè

Φ1= |0003〉 ; Φ2= |0010〉 ; Φ3= |0021〉 ; Φ4= |0030〉 ;

Φ5= |0102〉 ; Φ6= |0111〉 ; Φ7= |0120〉 ; Φ8= |0201〉 ;

Φ9= |0210〉 ; Φ10= |0300〉 ; Φ11= |1002〉 ; Φ12= |1011〉 ; (5.1)
Φ13= |1020〉 ; Φ14= |1101〉 ; Φ15= |1110〉 ; Φ16= |1200〉 ;

Φ17= |2001〉 ; Φ18= |2010〉 ; Φ19= |2100〉 ; Φ20= |3000〉 .Àëãîðèòì �îðìèðîâàíèÿ óïîðÿäî÷åííîãî áàçèñà äëÿ áîçå-ñèñòåìûáûë îïèñàí ðàíåå (ñì. �ëàâó 4).�àçìåðíîñòü áàçèñà áîçå-ñèñòåìû ñóùåñòâåííî áîëüøå ðàçìåðíîñòèñèñòåìû ñ �åðìè-÷àñòèöàìè ïðè òîì æå êîëè÷åñòâå ÷àñòèö. Äëÿ áîçå-ñèñòåìû ðàçìåðíîñòü áàçèñà ðàâíà
R = CN

N+m−1 =
(N +m− 1)!

N ! (m− 1)!
, (5.2)ãäå m � ÷èñëî óçëîâ â ñèñòåìå, N � ÷èñëî ÷àñòèö.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (5.2) ðàññìîò-ðèì N îäèíàêîâûõ øàðîâ ÷åðíîãî öâåòà, ðàñïðåäåëåííûõ ìåæäó m ëóí-êàìè, áåç îãðàíè÷åíèé çàïîëíåíèÿ êàæäîé ëóíêè. ×èñëî âñåâîçìîæíûõñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ øàðîâ ïî ëóíêàì è äàñò èñêîìóþ ðàçìåðíîñòü áà-çèñà.�àçáðîñàåì øàðû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïî ëóíêàì è óñëîâíî ðàçìåñòèìèõ íà îäíîé ëèíèè, ñíà÷àëà øàðû èç ïåðâîé ëóíêè, çàòåì èç âòîðîé èò.ä. �ðàíèöû ìåæäó ðàçíûìè ëóíêàìè áóäåì îáîçíà÷àòü øàðàìè áåëîãîöâåòà (�èñ. 5.1).Òàêèì îáðàçîì, èìååì ðàñïîëîæåííûå â îäíó ëèíèþN ÷åðíûõ èm−1áåëûõ øàðîâ, ïåðåìåøàííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî



5. Áîçå-ñòàòèñòèêà. Ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà 143ìåæäó äâóìÿ áåëûìè øàðàìè íåò ÷åðíûõ, ýòî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå âñîîòâåòñòâóþùåé ëóíêå ÷åðíûõ øàðîâ. Âñåãî øàðîâ N + m − 1, ÷èñ-ëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü m − 1 áåëûõ øàðîâ (ò.å. ãðà-íèö ìåæäó ëóíêàìè) èç N + m − 1 ìåñò, è åñòü èñêîìàÿ âåëè÷èíà, ò.å.
R = Cm−1

N+m−1 = CN
N+m−1 = (N+m−1)!

N !(m−1)!
.Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñèñòåìû èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö íà òðåõ óçëàõ ÷èñëîñîñòîÿíèé äëÿ ÷àñòèö ñ áîçå-ñòàòèñòèêîé è, äëÿ ñðàâíåíèÿ, ñ �åðìè-ñòàòèñòèêîé, áóäåò ðàâíî

RB = C3
6 =

6!

3!3!
= 20; RF = C3

4 =
4!

3!1!
= 4. (5.3)Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ áîçîíîâ ñèììåòðè÷íà, òàê ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêåîïåðàòîðîâ çíàê íå ìåíÿåòñÿ. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðà-òîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ áîçå-÷àñòèö óæå áûëè âûâåäåíû ðàíåå(ñì. (3.66)):

aia
+
j − a+

j ai = δij;

a+
i a

+
j − a+

j a
+
i = 0; (5.4)

aiaj − ajai = 0.Ïðàâèëà äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ íà óçåëüíûå âîëíîâûå �óíêöèè ñëåäó-þò èç ñîîòíîøåíèÿ
〈
0
∣∣ (ak)

n(a+
k

)n ∣∣ 0
〉

= n!, (5.5)âûâåäåííîãî ðàíåå (ñì. (3.67)), è èç ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêè âîë-íîâîé �óíêöèè  n áîçîíàìè
Ψn=

1√
n!

(
a+
k

)n |0〉 . (5.6)Â îòëè÷èå îò �åðìè-ñòàòèñòèêè â äàííîì ñëó÷àå ïîðÿäîê íóìåðàöèèóçëîâ íå ñóùåñòâåíåí, òàê êàê îïåðàòîðû ðàçíûõ óçëîâ êîììóòèðóþò, è



144 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èïåðåñòàíîâêà äâóõ îïåðàòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçíûì óçëàì, íå ìåíÿåòçíàêà âûðàæåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàëåå â ýòîì ðàçäåëå, ãäå ýòî íå îãî-âîðåíî îñîáî, âñå îïåðàòîðû è ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ïîäðàçóìåâàþòñÿ äëÿêîíêðåòíîãî óçëà.�àññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ íà áîçîííóþ �óíêöèþ:
a+Ψn=

1√
n!
a+
(
a+
)n |0〉 . (5.7)Ïîëó÷àåì, òàêèì îáðàçîì, �óíêöèþ ñ óâåëè÷åííûì íà åäèíèöó êîëè÷å-ñòâîì ÷àñòèö, íî ñ íåïðàâèëüíîé íîðìèðîâêîé. Âîññòàíîâèì åå:

1√
n!
a+
(
a+
)n |0〉 =

√
n+ 1√

(n + 1)!

(
a+
)n+1 |0〉 =

√
n + 1Ψn+1. (5.8)Èç (5.7) è (5.8) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî:

a+Ψn=
√
n+ 1Ψn+1. (5.9)�àññìîòðèì òåïåðü äåéñòâèå îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ íà áîçîííóþ�óíêöèþ è ó÷òåì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:

aΨn=
1√
n!
a
(
a+
)n |0〉 =

1√
n!

(a+a + 1)
(
a+
)n−1 |0〉 =

=
1√
n!

(
a+a

(
a+
)n−1

+
(
a+
)n−1

)
|0〉 =

=
1√
n!

(
a+(a+a + 1)

(
a+
)n−2

+
(
a+
)n−1

)
|0〉 = (5.10)

=
1√
n!

(
(a+)

2
a
(
a+
)n−2

+ 2
(
a+
)n−1

)
|0〉 = · · · =

=
1√
n!

(
(a+)

m
a
(
a+
)n−m

+m
(
a+
)n−1

)
|0〉 = · · · =

=
1√
n!
n
(
a+
)n−1 |0〉 .



5. Áîçå-ñòàòèñòèêà. Ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà 145Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè â (5.10) âûäåëÿåì �óíêöèþ ñ óìåíüøåííûìíà åäèíèöó ÷èñëîì ÷àñòèö, ïðàâèëüíî íîðìèðóåì åå, è íàõîäèì
aΨn=

√
nΨn−1. (5.11)Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð ðîæäåíèÿ óâåëè÷èâàåò ÷èñëî ÷àñòèö íà åäè-íèöó, à îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ � óìåíüøàåò ÷èñëî ÷àñòèö íà åäèíèöó,ïðè ýòîì ïîÿâëÿþòñÿ ìíîæèòåëè, çàâèñÿùèå îò ÷èñåë çàïîëíåíèÿ (èõíàçûâàþò áîçåâñêèìè �àêòîðàìè).Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïîëó÷èëèñü âòî÷íîñòè òå æå ïðàâèëà, êàê è äëÿ îïåðàòîðîâ â çàäà÷å î ãàðìîíè÷åñêîìîñöèëëÿòîðå (3.18) � (3.19).Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë (5.9) è (5.11):

a+
4 |002000〉 =

√
0 + 1 |002100〉 ;

a+
3 |104010〉 =

√
4 + 1 |105010〉 =

√
5 |105010〉 ; (5.12)

a2 |160010〉 =
√

6 |150010〉 ; a3 |100000〉 ≡ 0,ò.å. ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ íà �óíêöèþ ñ íóëåâûì çà-ïîëíåíèåì ïîëó÷àåòñÿ òîæäåñòâåííûé íóëü, à âåðõíåãî ïðåäåëà ïî çàïîë-íåíèþ íåò; â ñèëó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (5.4) îïåðàòîðû ðîæäå-íèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè áåç èçìåíåíèÿ çíàêà ìàòðè÷íîãîýëåìåíòà.Òàê æå, êàê è äëÿ �åðìèîíîâ, îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö áîçîíîâ îïðå-äåëÿåò èõ êîëè÷åñòâî íà óçëå:
a+
i ai | . . . ni . . . 〉 = ni | . . . ni . . . 〉 , (5.13)÷òî ñðàçó ñëåäóåò èç (5.9) è (5.11).



146 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
5.2 Ìîäåëü Áîçå � ÕàááàðäàÄëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ áîçîííûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â ïðèáëèæå-íèè ñèëüíîé ñâÿçè áûëà ðàçâèòà áîçîííàÿ ìîäåëü Õàááàðäà, ïðåäñòàâ-ëÿþùàÿ ñîáîé áîçîííûé àíàëîã �åðìèîííîé ìîäåëè Õàááàðäà [12℄. Ôàê-òè÷åñêè â ìîäåëè ðàññìàòðèâàþòñÿ áîçîíû, íàõîäÿùèåñÿ íà íåêîòîðîéïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêå è ñèëüíî ñâÿçàííûå ñ íåé, êîòîðûå òóííåëè-ðóþò ñ óçëà íà óçåë ðåøåòêè è âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé. Áîçîííàÿìîäåëü Õàááàðäà ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ïðîòåêàíèå æèäêîãî ãåëèÿ ïî ïî-ðèñòûì êàíàëàì, ñèñòåìû äæîçå�ñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ â ñâåðõïðîâîäíè-êàõ, ýêñèòîííûå âîçáóæäåíèé â ïîëóïðîâîäíèêàõ è äð. Â ïîñëåäíåå âðå-ìÿ èíòåíñèâíî ðàçâèâàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ àòîìàðíûõ ãàçîâ ùåëî÷íûõìåòàëëîâ â ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ëîâóøêàõ. Óäàëîñü ïîëó÷èòü áîçîííûéãàç ïðè ÷ðåçâû÷àéíî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ(∼ 10−9 ÷ 10−7 Ê) è âûñîêèõïëîòíîñòÿõ è íàáëþäàòü áîçå-êîíäåíñàöèþ òàêèõ ñèñòåì. Áîëåå òîãî, ïðèâíåñåíèè â ýòó ñèñòåìó ñòîÿ÷èõ ïîïåðå÷íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ïî-ëó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ îïòè÷åñêàÿ ðåøåòêà, ò.å. äëÿ áîçîíîâ ñòðî-èòñÿ ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñ öåíòðàìè â ïó÷íîñòÿõ âîëí, òàê ÷òîýêñïåðèìåíòàëüíî �îðìèðóåòñÿ ðåøåòî÷íûé áîçîííûé ãàç ñ êîíòðîëè-ðóåìûì âèäîì ðåøåòêè è âçàèìîäåéñòâèÿ [13℄.�àìèëüòîíèàí áîçîííîé ìîäåëè Õàááàðäà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

H = −t
∑

〈ij〉

(
a+
i aj + h.c.

)
+
U

2

∑

i

ni (ni − 1) + V
∑

〈ij〉
ninj, (5.14)ãäå a+

i (ai) � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ (óíè÷òîæåíèÿ) áîçîíà íà óçëå i; t �ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåñêîêà áîçîíîâ íà ñîñåäíèå óçëû, èìåþùèé àá-ñîëþòíî òîò æå �èçè÷åñêèé ñìûñë, êàê è â ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè äëÿ�åðìèîíîâ; U � ýíåðãèÿ îòòàëêèâàíèÿ áîçîíîâ íà óçëå, U > 0; V � ýíåð-ãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áîçîíîâ íà ñîñåäíèõ óçëàõ; ni = a+
i ai, 0 ≤ ni ≤ N ,

N � ÷èñëî áîçîíîâ â ñèñòåìå.
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1 2 3

-2t 3U -2
3/2

t

-3t

0 U

-6
1/2

t

3V 6V

�èñ. 5.2: Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (5.14) â ñëó÷àå ñèñòå-ìû èç òðåõ óçëîâ è øåñòè ÷àñòèöÂòîðîå ñëàãàåìîå â (5.14), îïèñûâàþùåå âçàèìîäåéñòâèå áîçîíîâ íàîäíîì óçëå, âûáðàíî â òàêîì âèäå, ÷òîáû ïðàâèëüíî îòðàæàòü �èçè÷å-ñêóþ êàðòèíó on-site-âçàèìîäåéñòâèÿ: â îòñóòñòâèå ÷àñòèö íà óçëå èëèïðè îäíîêðàòíîì çàïîëíåíèè óçëà âêëàä â ýíåðãèþ îò ýòîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ îòñóòñòâóåò. Ïðè äâóêðàòíîì çàïîëíåíèè óçëà ïîëó÷àåì äîáàâêó
U ê ïîëíîé ýíåðãèè, ïðè çàïîëíåíèè n = 3 äîáàâêà áóäåò 3U , ïðè n = 4,ñîîòâåòñòâåííî, 6U , è ò.ä., ò.å. ïåðåáèðàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû ÷àñòèö,è âêëàä îò êàæäîé ïàðû ðàâåí U (�èñ. 5.2). Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàðÿ-æåííûå áîçîíû, òî ïðèðîäà âçàèìîäåéñòâèÿ � êóëîíîâñêàÿ, åñëè áîçîíûíåéòðàëüíû (êàê, íàïðèìåð, àòîìû ãåëèÿ), òî ïðè÷èíîé âçàèìîäåéñòâèÿìîæåò áûòü ïîòåíöèàë Ëåííàðäà � Äæîíñà è ò.ä. Äëÿ äàëüíåéøåãî èç-ëîæåíèÿ ïðèðîäà ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò íåñóùåñòâåííà.Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå �åðìèîííîé ìîäåëè Õàááàðäà, ìîæíî ïîêà-çàòü, ÷òî çàìåíà çíàêà ïåðåñêîêà íà ïðîòèâîïîëîæíûé íå ìåíÿåò ñïåê-òðà, åñëè ïåðåñêîêè áîçîíîâ îñóùåñòâëÿþòñÿ òîëüêî íà ñîñåäíèå óçëûðåøåòêè. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêîé æå õîä ðàññóæäåíèÿ, íî ñëåäóåòïåðåä ýòèì äîêàçàòü äëÿ áîçå-ñòàòèñòèêè ñïðàâåäëèâîñòü îïåðàòîðíîãîòîæäåñòâà

e−iϕa
+
i aiaie

iϕa+i ai = aie
iϕ. (5.15)



148 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÂ äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà îòñ÷åòà ñïåêòðà îò äíà çîíû Áðèëëþýíààìïëèòóäó ïåðåñêîêà áóäåì ïîëàãàòü ðàâíîé −t.Äàæå â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ íà ñîñåäíèõ óçëàõ (V = 0) ñèñòå-ìà, îïèñûâàåìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì (5.14), èìååò áîãàòóþ �àçîâóþ äèà-ãðàììó è ïðåòåðïåâàåò �àçîâûå ïåðåõîäû èç ñâåðõòåêó÷åãî ñîñòîÿíèÿâ áîçå-ñòåêëî èëè ìîòòîâñêèé èçîëÿòîð ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà t/U .Ñëåäóåò îòìåòèòü âàæíóþ îñîáåííîñòü ìîäåëè � ñóùåñòâîâàíèå �àçîâûõïåðåõîäîâ ¾ñâåðõòåêó÷åñòü � èçîëÿòîð¿ äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, â òîâðåìÿ êàê â îäíîìåðíîé �åðìèîííîé ìîäåëè Õàááàðäà �àçîâûå ïåðåõî-äû îòñóòñòâóþò.Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîäåëü (5.14) ïåðåõîäèò â ñïèíîâûå ìîäåëè.Íàïðèìåð, ïðè U → ∞ îíà ýêâèâàëåíòíà êâàíòîâîé ìîäåëè �åéçåíáåðãàñî ñïèíîì 1/2.Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè áîçîííûõ ñèñòåì íåèçáåæíî ïðèõî-äèòñÿ íàëàãàòü îãðàíè÷åíèÿ íà èñõîäíûå ìîäåëè, îáóñëîâëåííûå îñîáåí-íîñòÿìè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Îäíèì èç íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ îãðà-íè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ íà óçëàõ, ò.å.
ni ≤ Nmax, (5.16)ãäå Nmax � ìàêñèìàëüíîå çàïîëíåíèå íà óçëå. Åñëè óçëû â ñèñòåìå íåýê-âèâàëåíòíû, òî äëÿ êàæäîãî óçëà ââîäèòñÿ ñâîå ìàêñèìàëüíîå çàïîëíå-íèå. Âåëè÷èíà Nmax âûáèðàåòñÿ èç ðàçóìíûõ �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé,íàïðèìåð ïðè ñèëüíîì ìåæ÷àñòè÷íîì îòòàëêèâàíèè è ìàëîé êîíöåíòðà-öèè ÷àñòèö âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ òðåõ è áîëåå áîçîíîâ íà îäíîì óçëåìàëà, è ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ Nmax ∼ 3 ÷ 4 � òàêîå îãðàíè÷åíèå ïðàêòè-÷åñêè íå âíåñåò ïîãðåøíîñòè â ðàñ÷åò; åñëè âçàèìîäåéñòâèå íå ÿâëÿåòñÿñëèøêîì ñèëüíûì, ñëåäóåò óâåëè÷èòü Nmax. Îãðàíè÷åíèå ÷èñåë çàïîë-íåíèÿ ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû, ÷òîïîçâîëÿåò ñ�îðìèðîâàòü è äèàãîíàëèçîâàòü ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó íàêîìïüþòåðå. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòî ïðèáëèæåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àíà-ëèòè÷åñêèå îòâåòû, õîòÿòî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ áîçîííîé ìîäåëè Õàááàðäà



5. Áîçå-ñòàòèñòèêà. Ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà 149(5.14) íå ñóùåñòâóåò. Â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè èçâåñòíû ëèøü óðàâíåíèÿðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû (ðåíîðì-óðàâíåíèÿ), êîòîðûå êëàññè�èöè-ðóþò êðèòè÷åñêèå òî÷êè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ ¾ñâåðõòåêó÷åñòü � ìîòòîâ-ñêèé èçîëÿòîð¿ [12, 14, 15℄, ïîýòîìó äëÿ ýòîé ìîäåëè (òî÷íåå, äëÿ ýòîãîêëàññà ìîäåëåé) âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò ÷èñëåííûé àíàëèç.Îçíàêîìèìñÿ äàëåå ñ íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè óçåëüíûìè áîçîí-íûìè ìîäåëÿìè, èñïîëüçóåìûìè ïðè èçó÷åíèè ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ñè-ñòåì.�àññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà îäíîìóçëå U → ∞, ÷òî ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèþ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ni ≤ 1.Òîãäà â ãàìèëüòîíèàíå (5.14) âòîðîå ñëàãàåìîå ïðîïàäàåò. Òàêàÿ ìîäåëüíàçûâàåòñÿ hard-ore-ìîäåëüþ èëè áîçîíàìè ñ �æåñòêèìè ñåðäöåâèíà-ìè� (ñì., íàïðèìåð, [16℄):
H = −t

∑

〈ij〉

(
a+
i aj + h.c.

)
+ V

∑

〈ij〉
ninj ; ni ≤ 1. (5.17)Ôàêòè÷åñêè â ìîäåëè (5.17) ââåäåí çàïðåò Ïàóëè � íà îäíîì óçëå íåìîæåò áûòü áîëüøå îäíîé ÷àñòèöû. Îäíàêî âîëíîâûå �óíêöèè â ýòîéñèñòåìå ñèììåòðè÷íû, è ïîëó÷àåòñÿ ñìåøàííàÿ ñòàòèñòèêà � �åðìèî-íû íà îäíîì óçëå, è áîçîíû � íà ðàçíûõ óçëàõ ðåøåòêè. Èíîãäà ïèøóòñëåäóþùèå ñìåøàííûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èëëþñòðàöèèýòîãî �àêòà:

aia
+
j − a+

j ai = 0; i 6= j; (5.18)
a+
i ai + aia

+
i = 1.Çàìåòèì, ÷òî óçåëüíûé áàçèñ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäà-åò ñ áàçèñîì äëÿ ñëó÷àÿ áåññïèíîâûõ �åðìèîíîâ (àëãîðèòì �îðìèðî-âàíèÿ ýòîãî áàçèñà áûë ïðèâåäåí â �ëàâå. 4), à äåéñòâèå îïåðàòîðîâðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ íà âîëíîâûå �óíêöèè òàêæå àíàëîãè÷íî, çàèñêëþ÷åíèåì îòñóòñòâèÿ èçìåíåíèÿ çíàêà ïðè ïåðåñòàíîâêå îïåðàòîðîâ



150 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èèç-çà ñèììåòðèè âîëíîâûõ �óíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè �îðìèðîâàíèèãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû äëÿ ìîäåëè (5.17) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ âñåìèðàññìîòðåííûìè ïðàâèëàìè äëÿ áåññïèíîâûõ �åðìèîíîâ, íå ó÷èòûâàÿàíòèñèììåòðèþ.Åñëè îñëàáèòü çàïðåò íà ÷èñëà çàïîëíåíèÿ è äîïóñòèòü äâîéíîå çà-ïîëíåíèå óçëîâ, ni ≤ 2, òî ïîëó÷àåì ïåðâóþ èç ìîäåëåé soft-ore-áîçîíîâ� òàê íàçûâàåìóþ ðåäóöèðîâàííóþ áîçîííóþ ìîäåëü Õàááàðäà [17℄. Ïðè�îðìèðîâàíèè áàçèñà íåîáõîäèìî ó÷åñòü ýòî îãðàíè÷åíèå. Íàïðèìåð,�îêîâñêèé áàçèñ äëÿ òðåõ áîçîíîâ íà ÷åòûðåõ óçëàõ áóäåò ñëåäóþùèì:
Φ1= |0012〉 ; Φ2= |0021〉 ; Φ3= |0102〉 ; Φ4= |0111〉 ;

Φ5= |0120〉 ; Φ6= |0201〉 ; Φ7= |0210〉 ; Φ8= |1002〉 ; (5.19)
Φ9= |1011〉 ; Φ10= |1020〉 ; Φ11= |1101〉 ; Φ12= |1110〉 ;

Φ13= |1200〉 ; Φ14= |2001〉 ; Φ15= |2010〉 ; Φ16= |2100〉 .Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîâ íà âîëíîâûå �óíêöèè ñëåäóåò ó÷èòûâàòüýòî îãðàíè÷åíèå çàïîëíåíèÿ óçëîâ, ò.å.
a+
i | . . .ni−1nini+1 . . . 〉 ≡ 0 ïðè ni = Nmax. (5.20)Äàëüíåéøåå îñëàáëåíèå îãðàíè÷åíèÿ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ïðèâåäåò âêîíöå êîíöîâ ê ïîëíîé áîçîííîé ìîäåëè, â êîòîðîé îòñóòñòâóåò âåðõíÿÿãðàíèöà ÷èñåë çàïîëíåíèÿ.
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5.3 Ïîñòðîåíèå ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû�àññ÷èòàåì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îò êèíåòè÷åñêîé (ïåðâîå ñëàãàåìîå) èïîòåíöèàëüíîé (âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå) ýíåðãèè â áîçîííîé ìîäåëè(5.14). �àññìîòðèì ñíà÷àëà äåéñòâèå îïåðàòîðà èç êèíåòè÷åñêîé ÷àñòè:

a+
i aj | . . .ni . . . nj . . . 〉= (5.21)

=





√
(ni + 1)nj |. . . (ni + 1) . . . (nj − 1) . . . 〉 , åñëè ni < Nmax, nj > 0;

0, åñëè ni = Nmax;

0, åñëè nj = 0.Òàêèì îáðàçîì, ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîëó-÷àåì íåäèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
〈
. . .(ni + 1) . . . (nj − 1) . . .

∣∣∣ a+
i aj

∣∣∣ . . .ni . . . nj . . .
〉

=
√

(ni + 1)nj.(5.22)Âêëàä â ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó îò ïîòåíöèàëüíîé ÷àñòè (5.14) áóäåòäèàãîíàëåí:
〈

Φm

∣∣∣∣∣∣
U

2

∑

i

ni (ni − 1) + V
∑

〈ij〉
ninj

∣∣∣∣∣∣
Φp

〉
= (5.23)

=


U

2

∑

i

n
(p)
i

(
n

(p)
i − 1

)
+ V

∑

〈ij〉
n

(p)
i n

(p)
j


 δmp.�àññìîòðèì �îðìèðîâàíèå ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû ìîäåëè (5.14) íà êîíêðåòíîìïðèìåðå.Ïóñòü åñòü ñèñòåìà èç òðåõ ïåðèîäè÷åñêè çàìêíóòûõ óçëîâ è äâóõ ÷àñòèö, îïè-ñûâàåìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì (5.14) ñ ïàðàìåòðàìè t = −1, U = 2.4, V = 1.3:



152 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
H =

3∑

i=1

(
−a+

i ai+1 − a+
i ai−1 + 1.3nini+1 + 1.3nini−1 + 1.2(ni − 1)ni

)
.Óçåëüíûé áàçèñ ýòîé ñèñòåìû áóäåò ñîñòîÿòü èç 6 �óíêöèé:

Φ1= |002〉 ; Φ2= |011〉 ; Φ3= |020〉 ; Φ4= |101〉 ; Φ5= |110〉 ; Φ6= |200〉 .Ïîëüçóÿñü (5.9) è (5.11), íàõîäèì äèàãîíàëüíûå è íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàò-ðèöû è ïîëó÷àåì:
H =




2.4 −
√

2 0 −
√

2 0 0

−
√

2 1.3 −
√

2 −1 −1 0

0 −
√

2 2.4 0 −
√

2 0

−
√

2 −1 0 1.3 −1 −
√

2

0 −1 −
√

2 −1 1.3 −
√

2

0 0 0 −
√

2 −
√

2 2.4




.

Âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðàâíû ëèáî −1, ëèáî −
√

2, îíè ïî-ëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ãàìèëüòîíèàíà � åãî êèíå-òè÷åñêîé ÷àñòè. Ìíîæèòåëü √
2 ïîëó÷àåòñÿ âñÿêèé ðàç, êîãäà áîçîí ïåðåìåùàåòñÿ íàóæå çàíÿòûé óçåë, ÷òî äàåò äâîéíîå çàïîëíåíèå è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ýòîãî áîçåâ-ñêîãî �àêòîðà. Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîèò âêëàä îò âçàèìîäåéñòâèÿ � ëèáî 1.3 ïðèíàõîæäåíèè ÷àñòèö íà ñîñåäíèõ óçëàõ, ëèáî 2.4, åñëè íà óçëå äâîéíîå çàïîëíåíèå.Åñëè òåïåðü ïåðåéòè ê hard-ore-áîçîíàì ïðè òîé æå òîïîëîãèè êëàñòåðà è òîìæå ÷èñëå ÷àñòèö, òî áàçèñ áóäåò ñîñòîÿòü âñåãî èç òðåõ �óíêöèé:

Φ1= |011〉 ; Φ2= |101〉 ; Φ3= |110〉 ,à ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
H =




1.3 −1 −1

−1 1.3 −1

−1 −1 1.3


 .Çäåñü èñ÷åçëè áîçåâñêèå �àêòîðû â íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòàõ, à íà ãëàâíîé äèà-ãîíàëè èñ÷åç âêëàä îò on-site-ñëàãàåìîãî, òàê êàê íà îäíîì óçëå óæå íå ìîæåò íàõî-äèòüñÿ áîëåå îäíîãî áîçîíà.



5. Áîçå-ñòàòèñòèêà. Ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà 1535.4 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîäåëè Áîçå � Õàááàðäàáåç âçàèìîäåéñòâèÿÂ ñëó÷àå ñâîáîäíûõ áîçå-÷àñòèö íà ðåøåòêå ãàìèëüòîíèàí áóäåò èìåòüâèä
H = −t

∑

〈ik〉

(
a+
i ak + h.c.

)
, (5.24)è ìîæíî, òàê æå êàê â ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè (4.14), ïîëó÷èòü àíàëèòè-÷åñêèé îòâåò è ðàññ÷èòàòü ñïåêòð áîçîíîâ. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïåðåéòè èçóçåëüíîãî â èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå:

aj =
1√
Na

∑

k

ake
i
−→
k
−→
R j ; a+

j =
1√
Na

∑

k

a+
k e
−i−→k −→R j , (5.25)ãäå Na � ÷èñëî óçëîâ ðåøåòêè.Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ìåíÿåò áîçå-ñòàòèñòèêè, òàê êàê

aka
+
k′ − a+

k′ak =
1

Na

∑

ij

(
aia

+
j − a+

i aj
)
ei(k

′Rj−kRi) = (5.26)
=

1

Na

∑

ij

δije
i(k′Rj−kRi) =

1

Na

∑

i

ei(k
′−k)Ri = δkk′.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëþáîå îãðàíè÷åíèå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ñðàçóæå íàðóøàåò ýòî óñëîâèå, ò.å. äàëüíåéøèå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòûñïðàâåäëèâû òîëüêî äëÿ ïîëíîé áîçîííîé ìîäåëè.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5.26) â (5.24) ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí â äèàãî-íàëüíîì âèäå:

H =
∑

k

εka
+
k ak; εk =

∑

j

tje
−ikRj ; tj ≡ −t. (5.27)Âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà ñèñòåìû ïîëó÷èëîñü â òî÷íîñòè ñîâïàäàþ-ùèì ñ âûðàæåíèåì äëÿ ñïåêòðà ñâîáîäíûõ �åðìè-÷àñòèö íà ðåøåòêå(4.16). Íî òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
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εk = −2t (cos kxa + cos kya + cos kza ) (5.28)äëÿ òðåõìåðíîé ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè. Îïÿòü ïîëó÷àåì, ÷òî ðàç-ðåøåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îáðàçóþò çîíó øèðèíîé 2Zt, ïðè ýòîì åñëèâñå áîçå-÷àñòèöû ñîáðàíû âíèçó çîíû (|k| → 0), íàïðèìåð ïðè íèçêèõòåìïåðàòóðàõ, òî çàêîí äèñïåðñèè áóäåò áëèçîê ê êâàäðàòè÷íîìó:

εk ≈ −2t

(
1 − k2a2

2

)
, (5.29)è ý��åêòèâíàÿ ìàññà ÷àñòèö

m∗ =
~

2

2ta2
. (5.30)Â áîçå-ñèñòåìå íå ðàáîòàåò ïðèíöèï Ïàóëè, è åñëè òåìïåðàòóðà ðàâ-íà íóëþ, íè÷òî íå ìåøàåò ñâîáîäíûì ÷àñòèöàì ñîáðàòüñÿ íà íèæíåìýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå, äëÿ êîòîðîãî k = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íóëåâîéòåìïåðàòóðå ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

E(0) = −2tN, (5.31)ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö.Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò (5.28) íå áóäåò ñïðàâåäëèâ äëÿ áî-çîíîâ ñ îãðàíè÷åíèåì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ, òàê êàê íîâûå îïåðàòîðû â èì-ïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè a+
k , ak óæå íå áóäóò îáëàäàòü áîçåâñêèìè êîììó-òàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè, è íåëüçÿ áóäåò ðàññ÷èòàòü ìíîãî÷àñòè÷íûåóðîâíè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè (5.9) è (5.11).�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïåðèîäè÷åñêè çàìêíóòóþ ñèñòåìó èçòðåõ óçëîâ è òðåõ ÷àñòèö, îïèñûâàåìóþ ãàìèëüòîíèàíîì (5.24). Îäíî÷à-ñòè÷íûé ñïåêòð ñèñòåìû
εk = −2tcos ka , (5.32)â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä:



5. Áîçå-ñòàòèñòèêà. Ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà 155
ek

-2t

t

�èñ. 5.3: Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èç òðåõ ñâîáîäíûõ áîçå-÷àñòèö íàðåøåòêå èç òðåõ óçëîâ
ε1 = −2tcos(0) = −2t; ε2,3 = −2tcos(

2π

3
) = t. (5.33)Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè âñå ÷àñòèöû çàíèìàþò íèæíèé óðîâåíü (�èñ. 5.3),ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì, è åãî ýíåðãèÿ

E(0) = 3ε1 = −6t = −2Nt. (5.34)Ñëåäóþùåå, ïåðâîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå, áóäåò äâóêðàòíî âûðîæ-äåíî ïî èìïóëüñó (�èñ. 5.4), è åãî ýíåðãèÿ
E(1) = 2ε1 + ε2,3 = −3t. (5.35)Äàëåå íåñëîæíî ðàññ÷èòàòü âåñü ñïåêòð ñ ó÷åòîì âûðîæäåíèÿ.Äëÿ ìîäåëåé ñ îãðàíè÷åíèåì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ, êàê óæå îòìå÷àëîñü,àíàëèòè÷åñêè ñòðîãî ðàññ÷èòàòü ñïåêòð íåâîçìîæíî. Òåì íå ìåíåå, ïðè
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ek

-2t

t

ek

-2t

t

1 2

�èñ. 5.4: Ïåðâîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èç òðåõ ñâîáîäíûõáîçå-÷àñòèö íà ðåøåòêå èç òðåõ óçëîâ äâóêðàòíî âûðîæäåíîäîñòàòî÷íî áîëüøèõ Nmax ðåçóëüòàòû áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ ê àíàëèòè÷å-ñêèì îòâåòàì. Íàïðèìåð, ÷òî äëÿ îäíîìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû èçøåñòè óçëîâ è ÷åòûðåõ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿâ çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åíèÿ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:
Nmax = 4 ⇒ E0 = −8t;

Nmax = 3 ⇒ E0 = −7.969t; (5.36)
Nmax = 2 ⇒ E0 = −7.551t;

Nmax = 1 ⇒ E0 = −3.464t.Âèäíî, ÷òî òîëüêî ñëó÷àé �hard-ore� ðåçêî îòëè÷àåòñÿ ïî ýíåðãèèîò îñòàëüíûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå äîñòàòî÷íî áëèçêè ê ðåçóëüòàòó äëÿïîëíîé ìîäåëè E0 = −8t. Ââåäåíèå îãðàíè÷åíèÿ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ýêâè-âàëåíòíî ïîÿâëåíèþ íåêîòîðîãî ý��åêòèâíîãî on-site-îòòàëêèâàíèÿ íàóçëå, êîòîðîå ñäâèãàåò ââåðõ óðîâíè ýíåðãèè.



5. Áîçå-ñòàòèñòèêà. Ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà 157�àñ÷åò êâàíòîâûõ ñðåäíèõ, òàêèõ, êàê ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö íà óçëå
〈ni〉 , êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ �ïëîòíîñòü-ïëîòíîñòü� 〈ninj〉 è äðóãèõ âáîçîííîé ìîäåëè Õàááàðäà ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ �åðìèîí-íûõ ìîäåëåé, îòëè÷èå ëèøü â ïðàâèëàõ äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿè óíè÷òîæåíèÿ (5.9), (5.11).
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5.5 Èíâàðèàíòû â ìîäåëè Áîçå � ÕàááàðäàÂñå îáñóæäàåìûå âûøå ïðèìåðû ñèñòåì ñ áîçå-ñòàòèñòèêîé ðàññìàòðè-âàëèñü ïðè �èêñèðîâàííîì êîëè÷åñòâå ÷àñòèö. Ýòî âîçìîæíî ëèøü âòîì ñëó÷àå, åñëè ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ìîäåëè.Êàê è â ñëó÷àå �åðìèîííîé ìîäåëè Õàááàðäà, ãàìèëüòîíèàí ìîäåëèÁîçå � Õàááàðäà (5.14) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö,

N =
∑

i

a+
i ai; [H,N ] = 0. (5.37)Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (5.37). �àññìîòðèì êîììóòàöèþ îïåðàòîðà ÷èñ-ëà ÷àñòèö ñî ñëàãàåìûì â êèíåòè÷åñêîé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà. Èìååì:

[Hkin, N ] =

[
∑

ij

tija
+
i aj , N

]
=
∑

ijk

[
tija

+
i aj , a

+
k ak
]

=

=
∑

ijk

tij
(
a+
i aja

+
k ak − a+

k aka
+
i aj
)

= (5.38)
=
∑

ijk

tij
(
a+
i

(
δjk + a+

k aj
)
ak − a+

k aka
+
i aj
)

=

=
∑

ijk

tij
(
δjka

+
i ak + a+

i a
+
k ajak − a+

k aka
+
i aj
)

=

=
∑

ijk

tij

(
δjka

+
i ak + a+

k a
+

i akaj − a+
k aka

+
i aj

)
=

=
∑

ijk

tij
(
δjka

+
i ak + a+

k

(
−δik + aka

+
i

)
aj − a+

k aka
+
i aj
)

=

=
∑

ijk

tij
(
δjka

+
i ak − δika

+
k aj
)
≡ 0.



5. Áîçå-ñòàòèñòèêà. Ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà 159Êîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö ñ ïîòåíöèàëüíîé ÷àñòüþãàìèëüòîíèàíà (5.14) î÷åâèäíà, òàê êàê ýòà ÷àñòü ñîñòîèò èç ñóììû îïå-ðàòîðîâ ÷èñëà ÷àñòèö, è êàæäûé ÷ëåí ñóììû êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîìïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö N . Êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì N è ñëàãàåìûå,ïðîïîðöèîíàëüíûå n2
i , òàê êàê áåç òðóäà äîêàçûâàåòñÿ êîììóòàöèÿ ëþ-áîé ñòåïåíè îïåðàòîðîâ ÷èñëà ÷àñòèö:

∑

i

[
ni, (nj)

k
]

= 0. (5.39)Òàêèì îáðàçîì, àíàëîãè÷íî (4.63), åñëè ðàññìîòðåòü äëÿ ìîäåëè (5.14)óçåëüíûé áàçèñ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ÷àñòèö, òî ãàìèëüòîíîâà ìàòðè-öà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â áëî÷íîì âèäå:
H =




N = 1 0 0

0 N = 2 0

0 0 . . .


 . (5.40)Êàæäûé áëîê îòíîñèòñÿ ê ñîñòîÿíèÿì ñ çàäàííûì ÷èñëîì ÷àñòèö, èïåðåêðûòèé ìåæäó áëîêàìè íåò.Êîììóòàòèâíîñòü ãàìèëüòîíèàíà ñ îïåðàòîðîì ÷èñëà ÷àñòèö íàðó-øàåòñÿ, åñëè, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó ïîìåùåííîé âî âíåøíååïîïåðå÷íîå ïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå â ãàìèëüòîíèàíå ïîÿâèòñÿ äîïîëíèòåëü-íîå ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå

∑

i

(
ai + a+

i

)
, (5.41)è ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå ïåðåñòàíåò áûòü èíâàðèàíòîì ìîäåëè. Äåé-ñòâèòåëüíî, ââåäåíèå â îïåðàòîð ýíåðãèè ÷ëåíà âèäà (5.41) ïðèâåäåò êíåêîììóòàòèâíîñòè ãàìèëüòîíèàíà ñ îïåðàòîðîì ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèöè ê íåñîõðàíåíèþ êîëè÷åñòâà ÷àñòèö â ñèñòåìå. Ýòî òàêæå ïîíÿòíî èèç âèäà îïåðàòîðà, òàê êàê íå÷åòíîå ÷èñëî îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ (óíè-÷òîæåíèÿ) ïðè äåéñòâèè íà âîëíîâóþ �óíêöèþ ïåðåâîäèò �óíêöèþ ñ N÷àñòèöàìè â áëîê �óíêöèé ñ N ± 1 ÷àñòèöàìè.
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5.6 �ðàäèåíòíî-èíâàðèàíòíàÿ �àçà. Òîêîâûå ñîñòî-ÿíèÿÊâàíòîâûå ñèñòåìû, èññëåäóåìûå â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, î÷åíü ÷à-ñòî íàõîäÿòñÿ âî âíåøíèõ ìàãíèòíûõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëÿõ, ïîýòîìóïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì òîêîâûõ ñîñòîÿíèé, ó÷åòîì íàâåäåí-íîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà è ò.ï., î÷åíü àêòóàëüíû. Â ýòîì ðàçäåëå ðàñ-ñìîòðåíû ñïîñîáû ó÷åòà âíåøíåãî òîêà è ïîëÿ â êâàíòîâûõ çàäà÷àõ, ðå-øàåìûõ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ýòîò âîïðîñ óäîáíî èçó÷àòü íà ïðèìåðåðåøåòî÷íûõ áîçîíîâ, õîòÿ ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà áóäóò ñïðàâåäëèâûè äëÿ �åðìèîííûõ, è äëÿ ñïèíîâûõ ñèñòåì (ñïèíîâûå ñèñòåìû ðàññìàò-ðèâàþòñÿ â �ëàâå 8).Ïóñòü åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà àòîìîâ, ïî êîòîðûì äâèãàþòñÿ ÷à-ñòèöû. Áóäåì ïîëàãàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé êëà-ñòåð � ýòî ëèáî îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà äëèíîé Lx, ëèáî äâóìåðíàÿ ïëîñ-êîñòü ñ ðàçìåðàìè Lx×Ly, ëèáî òðåõìåðíàÿ ñèñòåìà ñ ðàçìåðàìè Lx×Ly×Lz.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìó ââåäåí âíåøíèé ìàãíèòíûé ïîòîê, îïè-ñûâàåìûé âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì −→

A (x, y, z), è ïî ñèñòåìå öèðêóëèðó-åò òîê. Ïóñòü òîê è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë íàïðàâëåíû âäîëü îñè x, ò.å.
−→
A (x, y, z) = −By−→e x, −→B = B−→e z � ìàãíèòíîå ïîëå, ïàðàëëåëüíîå îñè
z. Â òàêîé ãåîìåòðèè àâòîìàòè÷åñêè ñïðàâåäëèâà êàëèáðîâêà Ëîðåíöà
div

−→
A = 0.�àññìîòðèì ìíîãî÷àñòè÷íóþ çàäà÷ó Øðåäèíãåðà, ó÷èòûâàÿ âåêòîð-íûé ïîòåíöèàë. Â îáùåì ñëó÷àå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååì:
1

2m

∑

j

[(
~

i
∇j−

e

c

−→
A (−→r j)

)2

+ V (−→r j)

]
Ψ +

1

2

∑

i6=j
U(−→r i,−→r j)Ψ = EΨ.(5.42)Çäåñü V � âíåøíåå ïîëå, U � ìåæ÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå, êîòîðûåäàëåå ïîëàãàåì çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ìîäóëåé ðàññòîÿíèé, Ψ � ìíîãî-



5. Áîçå-ñòàòèñòèêà. Ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà 161÷àñòè÷íàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûáèðàåì ïåðèîäè÷å-ñêèìè ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò:
Ψ (. . . , xj+Lx, . . .) ≡ Ψ (. . . , xj , . . .) ; (5.43)
Ψ (. . . , yj+Ly, . . .) ≡ Ψ (. . . , yj , . . .) .Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãðàäèåíò ñêàëÿðíîéâåëè÷èíû χ � �àçû è ñâÿçàòü åãî ñ ìàãíèòíûì ïîòîêîì Φ, ïðîíèçûâàþ-ùèì ñèñòåìó:

−→
A =

~c

e
∇χ;

∮ −→
Ad

−→
l =

∫∫ −→
Bd

−→
S =

~c

e
△χ = Φ. (5.44)Ïîëíûé ìàãíèòíûé ïîòîê ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè �àç △χ ïðè îáõîäåñèñòåìû ïî êîíòóðó âäîëü îñè x.Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó:

Ψ=Ψ′eiχ, (5.45)è ïåðåïèøåì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
1

2m

∑

j

[(
~

i
∇j

)2

+ V (−→r j)
]

Ψ
′

+
1

2

∑

i6=j
U (−→r i,−→r j) Ψ

′

= EΨ
′

;

Ψ′ (. . . , xj+Lx, . . .)=Ψ′ (. . . , xj+Lx, . . .) e
−i△χ; (5.46)

Ψ′ (. . . , yj+Ly, . . .)=Ψ′ (. . . , yj+Ly, . . .) .Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèì ãðàäèåíòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì âîëíîâîé �óíê-öèè óäàåòñÿ óáðàòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë èç óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, íîïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ �àçîâûé ìíîæèòåëü â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ [18℄.Èç (5.42) è (5.45) � (5.46) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ââîäà â ñèñòåìó ïîëÿ èòîêà äîñòàòî÷íî íà ãðàíèöå ñèñòåìû ââåñòè �àçîâûé ìíîæèòåëü
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ei△χ = ei

~c
e

Φ = e
2πiΦ
Φ0 ; Φ0=

2π~c

e
; (5.47)ãäå Φ0 � êâàíò ïîòîêà. Óäîáíî ìàãíèòíûé ïîòîê îòñ÷èòûâàòü â åäèíèöàõýòîé âåëè÷èíû. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ââîäå ìàãíèòíîãî ïîòîêà ìåòîäîì èç-ìåíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5.47), âñÿ ñèñòåìà â òîðîèäàëüíîé ãåîìåò-ðèè ïðîíèçûâàåòñÿ ìàãíèòíûì ïîëåì. Áîëåå òîãî, òàê êàê óçëû ñèñòåìûýêâèâàëåíòíû, ïîòîê ìîæåò áûòü ââåäåí â ëþáîì ìåñòå è äàæå ðàñïðå-äåëåí ðàâíîìåðíî èëè íåðàâíîìåðíî âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà ïî îñè

x. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà íå èçìåíÿòñÿ, åñëè ðàâíû öèðêóëÿöèÿâåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è ââåäåííûé â ñèñòåìó ñóììàðíûé ïîòîê.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé åäèíîé âîëíîâîé �óíêöèåé
Ψ, êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà, ïåðåíîñèìîãî÷àñòèöàìè ñèñòåìû ìàññû m è çàðÿäà e, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

−→
j =

e

2m
(Ψ∗PΨ+h.c.) =

e~

2mi
(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗) − e2

mc
|Ψ|2−→A. (5.48)Çäåñü P = ~

i
∇ − e

c

−→
A � îïåðàòîð îáîáùåííîãî èìïóëüñà. Ïåðâàÿ ÷àñòüâûðàæåíèÿ (5.48) äëÿ òîêà � ïàðàìàãíèòíûé âêëàä, ïðèâîäÿùèé ê óñè-ëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå, âòîðàÿ � äèàìàãíèòíûé, ïðèâîäÿùèé êýêðàíèðîâêå âíåøíåãî ïîëÿ. Òîê, öèðêóëèðóþùèé â ñèñòåìå, çàâèñèò îòâîëíîâîé �óíêöèè è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, ïðè ýòîì åñëè ãðàäèåíòûâîëíîâîé �óíêöèè ìàëû (ìàë ïàðàìàãíèòíûé âêëàä), òî òîê è âåêòîð-íûé ïîòåíöèàë ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó:
−→
j ∼= − e2

mc
|Ψ|2−→A = −e~

m
∇χ|Ψ|2. (5.49)Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî, íàïðèìåð, â ñâåðõïðîâîäíèêàõ,è ïðèâîäèò ê îáúÿñíåíèþ ý��åêòà âûòàëêèâàíèÿ èíäóêöèè ìàãíèòíî-ãî ïîëÿ èç îáúåìà ìàññèâíîãî ñâåðõïðîâîäíèêà � ý��åêò Ìåéññíåðà �Îêñåí�åëüäà [19, 20℄.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå èâ ïðèñóòñòâèè òîêà ñëåäóåò âíåñòè ìàãíèòíûé ïîòîê Φ ëèáî íà ãðàíèöå,



5. Áîçå-ñòàòèñòèêà. Ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà 163ëèáî ðàñïðåäåëèòü åãî âäîëü çàäàííîãî êîíòóðà.�àññìîòðèì òåïåðü ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà (5.14) âî âíåøíåì ìàã-íèòíîì ïîëå. Ââåäåì ðàñïðåäåëåííûé ïîòîê òàê, ÷òîáû ïðè äâèæåíèè÷àñòèöû âäîëü îñè x ïðè êàæäîì ïåðåìåùåíèè ñ óçëà íà óçåë äîáàâëÿ-ëàñü îïðåäåëåííàÿ ÷àñòü öèðêóëÿöèè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Êèíåòè-÷åñêàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà ïðè ãðàäèåíòíîì ïðåîáðàçîâàíèè âîëíîâîé�óíêöèè ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
tij (A) =

∫
Ψ∗i

(
p−e

c

−→
A
)2

2m
Ψjd

3r ⇒
∫ (

Ψ
′

i

)∗ p2

2m
Ψ
′

jd
3r =

=

∫
Ψ∗i

p2

2m
Ψje

−iχ(ri)+iχ(rj) = tije
i(χj−χi). (5.50)Ïîÿâëÿåòñÿ �àçîâûé ìíîæèòåëü ñ ðàçíîñòüþ �àç êîíå÷íîãî è íà-÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû [21℄. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðèïåðåñêîêå ÷àñòèöû ñ óçëà i íà óçåë j ñëåäóåò çàïèñàòü ñëåäóþùåå ñëàãà-åìîå:

a+
i aj ⇒ a+

i ajexp



2πi

Φ0

j∫

i

−→
Ad

−→
l



 . (5.51)Î÷åâèäíî, ýòîò �àçîâûé ìíîæèòåëü ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà ãðàäèåíòíîé ïå-ðåíîðìèðîâêè âîëíîâîé �óíêöèè. Åñëè äâèæåíèå ÷àñòèöû ïåðïåíäèêó-ëÿðíî êîíòóðó îáõîäà (ò.å. ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè x), òî èíòåãðàë â ýêñ-ïîíåíòå ðàâåí íóëþ, ò.å. ïðè ëþáûõ äâèæåíèÿõ ÷àñòèöû ïî ñèñòåìå â(5.51) ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ïðîåêöèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ íà îñü x. Ïðûæêè÷àñòèöû òóäà è îáðàòíî âäîëü îñè x áóäóò äàâàòü âêëàäû  ïðîòèâîïî-ëîæíûìè ïî çíàêó �àçàìè, òàê ÷òî ãàìèëüòîíèàí áóäåò ýðìèòîâûì, èåãî êèíåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
H = −t

∑

〈ij〉
a+
i ajexp


2πi

Φ0

j∫

i

−→
Ad

−→
l


. (5.52)



164 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÅñëè ïîëîæèòü, ÷òî �àçà ìîíîòîííî íàðàùèâàåòñÿ ïðè äâèæåíèè ÷à-ñòèöû âäîëü îñè x, ò.å. âåêòîðíûé ïîòåíöèàë −→
A = Φ

−→e x

Lx
ïîñòîÿíåí è, ñëå-äîâàòåëüíî, èíòåãðàë â �àçîâîì ìíîæèòåëå â (5.52) îäèíàêîâ äëÿ áëè-æàéøèõ ñîñåäåé, òî äëÿ ñëó÷àÿ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè èëè òîðîèäàëüíîéãåîìåòðèè èìååì:

H = −t
∑

i

(
a+
i ai+−→e x

e
2πiΦ
Φ0Lx + a+

i+−→e x
aie
− 2πiΦ

Φ0Lx

)
−t
∑

i

(
a+
i ai+−→e y

+ a+
i+−→e y

ai

)
−

−t
∑

i

(
a+
i ai+−→e z

+ a+
i+−→e z

ai

)
+
U

2

∑

i

ni(ni − 1) + V
∑

〈ij〉
ninj. (5.53)Ïîñëå �îðìèðîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû ïîëó÷àåì çàäà÷ó íàñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöû. Íåäèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûåýëåìåíòû, âîçíèêøèå èç-çà äâèæåíèÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ x, áóäóò èìåòü�àçîâûé ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé îò ââåäåííîé â ñèñòåìó ãðàäèåíòíîé �à-çû. Ïîëó÷èâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå äèàãîíàëèçàöèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿòàêæå áóäóò çàâèñåòü îò Φ.Ìîæíî çàäàòü äðóãîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, ïîëî-æèâ åãî íóëþ âåçäå, êðîìå ãðàíèöû (Lx, y, z) ↔ (1, y, z). Ïðè ïðîõîæäå-íèè ãðàíèöû ïîëàãàåì, ÷òî

a+
Lx,y,z

a1,y,z ⇒ a+
Lx,y,z

a1,y,ze
2πiΦ
Φ0 ; (5.54)

a+
1,y,zaLx,y,z ⇒ a+

1,y,zaLx,y,ze
− 2πiΦ

Φ0 .Òàêèì îáðàçîì, âñþ �àçó ìîæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî íà ãðàíèöå, ïåð-ïåíäèêóëÿðíîé îñè x, è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îò ýòîãî íå èçìåíÿòñÿ. Â÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè Φ=Φ0/2, ò.å. â ñèñòåìó ââåäåíà ïîëîâèíà êâàíòàïîòîêà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàçíîñòè �àç △χ = π, çàäà÷à ìîæåò áûòü ðå-øåíà â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ, òàê êàê â ýòîé ñèòóàöèè
a+
Lx,y,z

a1,y,z ⇒ −a+
Lx,y,z

a1,y,z; (5.55)
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a+

1,y,zaLx,y,z ⇒ −a+
1,y,zaLx,y,z.Îïåðàòîð òîêà â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä [21℄:

jx = − ∂H

∂Ax
=
ite

~c

∑

i

(
a+
i ai+−→e x

e
2πiΦ
Φ0Lx − a+

i+−→e x
aie
− 2πiΦ

Φ0Lx

)
, (5.56)äëÿ ìàëûõ Φ ïîëó÷àåì:

jx|Φ>0 = (5.57)
=
ite

~c

(
∑

i

(
a+
i ai+−→e x

− a+
i+−→e x

ai

)
+

2πiΦ

Φ0Lx

∑

i

(
a+
i ai+−→e x

+ a+
i+−→e x

ai

))
.Â îòñóòñòâèå �àçû òîê ðàâåí íóëþ (ïåðâîå ñëàãàåìîå â ((5.57)) ïðèóñðåäíåíèè äàåò íóëü, òàê êàê íàïðàâëåíèÿ âäîëü è ïðîòèâ îñè x ýêâèâà-ëåíòíû), à ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðÿìóþ çàâèñèò îò ââåäåí-íîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà.�àññìîòðèì òåïåðü çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ñèñòåìû ñâîáîäíûõ ÷àñòèöíà ðåøåòêå îò ââåäåííîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Âîçüìåì äëÿ ðàñ÷åòà âà-ðèàíò ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì:

H = −t
∑

i

(
a+
i ai+−→e x

e
2πiΦ
Φ0Lx + a+

i+−→e x
aie
− 2πiΦ

Φ0Lx

)
−t
∑

i

(
a+
i ai+−→e y

+ a+
i+−→e y

ai

)
−

−t
∑

i

(
a+
i ai+−→e z

+ a+
i+−→e z

ai

)
;
∑

i

≡
∑

xyz

. (5.58)Ïðèìåíèì �óðüå-ïðåîáðàçîâàíèå â ñëåäóþùåì âèäå:
aj =

1√
LxLyLz

∑

kxkykz

ake
i(kxxj+kyyj+kzzj). (5.59)Ïîäñòàâèâ (5.59) â âûðàæåíèå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (5.58), ïîëó÷èì:
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H = −t 1

LxLyLz

∑

kx ky kz

k′x k
′
y k
′
z

xi yi zi

a+
k′ak

(
T+
x + T−x + T+

y + T−y + T+
z + T−z

)
;

T+
x = e

i(kx(xi+ex)−k′xxi+(ky− k′y) yi+(kz− k′z) zi)+ 2πiΦ
Φ0Lx ;

T−x = e
i(kxxi−k′x(xi+ex)+(ky− k′y) yi+(kz− k′z) zi)− 2πiΦ

Φ0Lx ;

T+
y = ei((kx−k′x)xi+ky(yi+ey)−k′yyi+(kz− k′z) zi);

T−y = ei((kx−k′x)xi+kyyi−k′y(yi+ey)+(kz− k′z) zi); (5.60)
T+
z = ei((kx−k′x)xi+(ky− k′y) yi+kz(zi+ez)−k′zzi);

T−z = ei((kx−k′x)xi+(ky− k′y) yi+kzzi−k′z(zi+ez)).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
δkxk′x =

1

Lx

∑

x

ei(kx−k′x)x, (5.61)ïîëó÷àåì:
H = −t

∑

kx ky kz

a+
kx ky kz

akx ky kz

(
e
i
“

kxex+ 2πiΦ
Φ0Lx

”

+ e
−i

“

kxex+ 2πiΦ
Φ0Lx

”

)
−

−t
∑

kx ky kz

a+
kx ky kz

akx ky kz

(
eikyey + e−ikyey

)
− (5.62)

−t
∑

kx ky kz

a+
kx ky kz

akx ky kz

(
eikzez + e−ikzez

)
.
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ε (k,Φ) = −2t

(
cos

(
kxex +

2πΦ

Φ0Lx

)
+ cos (kyey) + cos (kzez)

)
. (5.63)Çäåñü ex, ey, ez � ìîäóëè âåêòîðîâ òðàíñëÿöèè ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì,ðàâíûå ïåðèîäó ðåøåòêè â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìîáû÷íûé îäíî÷àñòè÷íûé ñïåêòð â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè, òîëüêîïî íàïðàâëåíèþ kx ïîÿâëÿåòñÿ âêëàä îò �àçû [21℄. Ôàêòè÷åñêè âñå èì-ïóëüñû ÷àñòèö ñèñòåìû ïîëó÷èëè �àçîâûé ñäâèã â íàïðàâëåíèè ïðèëî-æåííîé �àçû èëè âíåøíåãî òîêà (�èñ. 5.5).Ïåðåáèðàÿ îäíî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, íàõîäèì ñïåêòð âñåé ñèñòåìû.Çàìåòèì, ÷òî âñå �àçîâûå çàâèñèìîñòè ñïåêòðà, ðàññìîòðåííûå âû-øå, ñïðàâåäëèâû è äëÿ �åðìè-ñèñòåì [21℄.Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ðàññ÷èòàííàÿ ñ ó÷åòîì �àçû, óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè ïî �àçå

E0 (Φ+Φ0) = E0 (Φ) . (5.64)Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç ñïåêòðàëüíîé çàâè-ñèìîñòè îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé. �àññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð �îäíîìåðíóþ ñèñòåìó èç Na = Lx = 6 óçëîâ è N = 3 ÷àñòèö. Â îòñóòñòâèå�àçû ðàçðåøåííûå èìïóëüñû â ýòîé ñèñòåìå áóäóò (�èñ. 5.6)
k0 = 0; k±1 = ±π

3
; k±2 = ±2π

3
; k3 = π. (5.65)Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ Φ âñå èìïóëüñû ïîëó÷àþò ñäâèã, ðàâíûé

πΦ/3Φ0. Òàê êàê â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè âñå ÷àñòèöû èìåþò íóëåâîé èì-ïóëüñ, òî
E0 = −6tcos

(
π

3

Φ

Φ0

)
. (5.66)
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kx

p-p

e0-2t

e0+2t

ek

Dkx

�èñ. 5.5: Ñäâèã ñïåêòðà ñèñòåìû ïðè ó÷åòå ãðàäèåíòíîé �àçû âäîëü îñè
x, △k = 2πΦ/Φ0Lx
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kp

e0-2t

e0+2t

ek

2 /3p

p/3- /3p

0-2 /3p

�èñ. 5.6: Îäíî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö íà öåïî÷êå èçøåñòè óçëîâÂûðàæåíèå (5.66) ñïðàâåäëèâî â èíòåðâàëå 0 ≤ Φ
Φ0

≤ 1
2
äî òåõ ïîð,ïîêà ñäâèã èìïóëüñîâ íå áóäåò ðàâåí △k = 0.5 |k−1 − k0| = π
6
. Â ñëó÷àåäàëüíåéøåãî âîçðàñòàíèÿ �àçû ìèíèìàëüíàÿ ðàçðåøåííàÿ îäíî÷àñòè÷-íàÿ ýíåðãèÿ áóäåò îòâå÷àòü íå èìïóëüñó k0, à èìïóëüñó k−1 (�èñ. 5.7),âñå ÷àñòèöû ïåðåéäóò íà ýòîò óðîâåíü, è ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿñòàíåò ðàâíîé

E0 = −6tcos

(
π

3

(
1 − Φ

Φ0

))
. (5.67)Äàëåå ïðè äîñòèæåíèè çíà÷åíèÿ Φ=Φ0 ñèòóàöèÿ ïîâòîðèòñÿ. Ïîëó-÷àåì, òàêèì îáðàçîì, ïåðèîäè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü E0 (Φ) ñ ïåðèîäîì Φ0
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kp

e0-2t

e0+2t

ek

0-p

�èñ. 5.7: Ñäâèã ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ïðè ãðàäèåíòíîì ïðåîáðàçîâà-íèè(�èñ. 5.8).Òîê â ñèñòåìå òàêæå áóäåò ïåðèîäè÷åí:
J = −∂E

∂Φ
=





−2πt

Φ0
sin
(
πΦ
3Φ0

)
, 0 ≤ Φ ≤ Φ0

2
;

2πt
Φ0

sin
(
π
3

(
Φ
Φ0

− 1
))

, Φ0

2
≤ Φ ≤ Φ0.

(5.68)Ïîäîáíûå çàâèñèìîñòè èìåþò ìåñòî è äëÿ äðóãèõ �èçè÷åñêèõ âåëè-÷èí â ðàçëè÷íûõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåìàõ, â òîì ÷èñëå è ñ �åðìè-ñòàòèñòèêîé.Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå, ïðè Na → ∞, Lx → ∞, äëÿ íåâçàèìî-äåéñòâóþùåãî áîçå-ãàçà ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü ýíåð-ãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îò �àçû:
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F/F0

-6t

E0

-1/2 0-1 1/2 1

�èñ. 5.8: Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îò �àçû (5.66) � (5.67)ïðè 0 ≤ Φ/Φ0 ≤ 1/2 çàïîëíåíû òîëüêî ñîñòîÿíèÿ ñ íóëåâûì èìïóëü-ñîì, ïîýòîìó
E0 (Φ) =

∑

k

εk〈nk〉|k=k0 = −2tNcos

(
2πΦ

Φ0Lx

)

|Lx→∞
=

= −2tN

(
1 − 2

(
πΦ

Φ0Lx

)2
)

= E0 (0) + 4tπ2N
(Φ/Φ0)

2

L2
x

; (5.69)ïðè 1/2 ≤ Φ/Φ0 ≤ 1 çàïîëíåíû òîëüêî ñîñòîÿíèÿ ñ èìïóëüñîì k = k−1,ïîýòîìó
E0 (Φ) =

∑

k

εk〈nk〉|k=k−1
= −2tNcos

(
2πΦ

Φ0Lx
− 2π

Lx

)

|Lx→∞
=

= −2tN

(
1 − 2

π

Lx

(
1 − Φ

Φ0

)2
)

= E0 (0) + 4tπ2N
(1−Φ/Φ0)

2

L2
x

. (5.70)Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (5.69) è (5.70) � âêëàä �àçû èëè òîêîâîå ñëà-ãàåìîå, îíî çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû. Â òðåõìåðíîé ñèòóàöèè îíîðàñõîäèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ëèíåéíîìó ðàçìåðó ñèñòåìû L ñ ðîñòîì L,òàê êàê ïðè N/Na → const èìååì, ÷òî Na = LxLyLz ∼ L3
x; â äâóìåð-íîé ñèòóàöèè Na = LxLy ∼ L2

x îíî âûõîäèò íà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, à âîäíîìåðíîì ñëó÷àå ñïàäàåò ïðîïîðöèîíàëüíî 1/L, òàê êàê Na = Lx.
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�èñ. 5.9: Êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ëîãàðè�ìà ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììûîò �àçûÏåðèîäè÷íîñòü ýíåðãèè è ëþáûõ äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ñó-ùåñòâóåò äàæå ïðè íàëè÷èè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïî-êàæåì ýòî.Èç (5.46) è (5.47) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñäâèãå ðàçíîñòè �àç △χ íà 2π âîë-íîâàÿ �óíêöèÿ íå ìåíÿåòñÿ, ò.å. ëþáûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðàè ëþáûå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ñðåäíèå äîëæíû áûòü ïåðèîäè÷åñêèìè�óíêöèÿìè Φ ñ ïåðèîäîì Φ0.Äàëåå ýíåðãèÿ è òåðìîäèíàìè÷åñêèå �óíêöèè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ÷åò-íûìè �óíêöèÿìè Φ. Ýòî ñëåäóåò èç (5.46), òàê êàê çàìåíà Φ → −Φ ýêâè-âàëåíòíà èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèÿ îñè x. Òàêèì îáðàçîì, âèä ëþáîé òåð-ìîäèíàìè÷åñêîé �óíêöèè, â ÷àñòíîñòè ëîãàðè�ìà ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì-ìû
Z =

∑

n

e−En/T (5.71)êàê �óíêöèè Φ, êà÷åñòâåííî áóäåò òàêîé, êàê ïîêàçàíî íà �èñ. 5.9 (çà-ìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü, ïîêàçàííàÿ íà �èñ. 5.9, ñîãëàñóåòñÿ ñ òî÷íûìðåøåíèåì (5.67) â ïðåäåëå T → 0, êîãäà F = −T lnZ → E).Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â èäåàëüíîé, áåç äèññèïàöèè ýíåð-ãèè, ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî òå çíà÷åíèÿ ìàãíèò-íîãî ïîòîêà, êîòîðûå êðàòíû êâàíòó Φ0, ò.å. èìååò ìåñòî êâàíòîâàíèåìàãíèòíîãî ïîòîêà [18℄:
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Φ=nΦ0, n− öåëîå. (5.72)Äåéñòâèòåëüíî, â èäåàëüíîé ñèñòåìå â ðàâíîâåñèè è â îòñóòñòâèåâíåøíèõ òîêîâ ïàðàìàãíèòíàÿ ÷àñòü (5.48) ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåò äèà-ìàãíèòíóþ, ò.å. ñóììàðíûé îáúåìíûé òîê áóäåò ðàâåí íóëþ. Ñ äðóãîéñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî ñóììàðíûé òîê åñòü òåðìîäèíàìè÷åñêàÿ ïðîèç-âîäíàÿ îò ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî �àçå, ò.å.
J = −∂F

∂Φ
=
T∂lnZ

∂Φ
. (5.73)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå â ðàâíîâåñèè ðå-àëèçóþòñÿ òîëüêî ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ Φ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþòóñëîâèþ

∂F

∂Φ
= 0. (5.74)Èç �èñ. 5.9 âèäíî, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ ðàâíû ëèáî Φ=nΦ0 � ìàêñèìóìû,ëèáî Φ= (n + 1

2
)Φ0 � ìèíèìóìû.Äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà çàìå-òèì, ÷òî èäåàëüíàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ïàðàìàãíèòíûé òîê â îáúåìåêîìïåíñèðóåòñÿ äèàìàãíèòíûì îòêëèêîì, âñå æå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷è-âîé îòíîñèòåëüíî ïðåîáëàäàíèÿ äèàìàãíèòíîãî âêëàäà (êàê, íàïðèìåð, âñâåðõïðîâîäíèêàõ), îáóñëîâëåííîãî òåíäåíöèåé ê ýêðàíèðîâàíèþ âíåø-íåãî ïîëÿ, êîòîðîå (õîòÿ áû ñëàáîå ïîëå Çåìëè) âñåãäà èìååò ìåñòî âðåàëüíîé ñèòóàöèè, ÷òî â èòîãå ïðèâîäèò ê îòðèöàòåëüíîé ïîëíîé ìàã-íèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè ñèñòåìû χM :

χM =
∂M

∂Φ
= −∂

2F

∂Φ2
=
T

Z

∂2Z

∂Φ2
< 0, (5.75)â (5.75) ó÷òåíî, ÷òî ∂Z

∂Φ
= 0.Ïîëó÷åííîå óñëîâèå (5.75) îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè âñåõ ýêñòðåìàëüíûõçíà÷åíèé Φ òîëüêî ìàêñèìóìû ðåàëèçóþòñÿ â çàâèñèìîñòÿõ òåðìîäèíà-ìè÷åñêèõ âåëè÷èí, ò.å. ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (5.71) êâàíòîâàíèÿ ìàãíèò-íîãî ïîòîêà.



174 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÎòìåòèì, ÷òî òàêîå æå êâàíòîâàíèå íàáëþäàåòñÿ ïðè ý��åêòå Ààðî-íîâà � Áîìà [22℄, õàðàêòåðèçóþùåì âëèÿíèå âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèò-íîãî ïîëÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî â îáëàñòè, íåäîñòóïíîé äëÿ çàðÿæåííîé ÷à-ñòèöû, íà åå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå. Òàêæå êâàíòîâàíèå ìàãíèòíîãî ïîòî-êà íàáëþäàåòñÿ â ñâåðõïðîâîäíèêàõ, òîëüêî â ñëó÷àå ñâåðõïðîâîäèìîñòèêâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà Φ0 â äâà ðàçà ìåíüøå, òàê êàê çàðÿä ïàðû ýëåê-òðîíîâ, ïåðåíîñÿùåé ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê, êóïåðîâñêîé ïàðû, â äâà ðàçàáîëüøå: 2e [20℄.Íà �èñ. 5.10 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòî-äîì òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè Áîçå � Õàááàðäà(5.14) [30℄ ñ nmax = 2. Ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòî-ÿíèÿ êàê �óíêöèè �àçû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âçàèìî-äåéñòâèÿ U . Âèäíî, ÷òî â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ U ∼ −10 êâàíòîâàíèåýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò êâàíòó ïîòîêà, â äâà ðàçà ìåíüøåìó, ÷åì ïðè çíà-÷åíèÿõ U > −5.5, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå ñîñïàðåííûìè ÷àñòèöàìè.Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòìåòèì ñâÿçü ìåæäó ïðèëîæåííîé �àçîé èñèììåòðèåé âîëíîâîé �óíêöèè â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè.�àññìîòðèì áåññïèíîâûå �åðìèîíû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðè ó÷åòåïåðåñêîêà òîëüêî ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè è ÷åòíûì ÷èñëîì ÷à-ñòèö. Ïîêàæåì, ÷òî ââåäåíèå â ýòîé ñèñòåìå àíòèïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé ýêâèâàëåíòíî �âûêëþ÷åíèþ� àíòèñèììåòðèè, ò.å. ïåðåõîäóê ñòàòèñòèêå hard-ore-áîçîíîâ.Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå �åðìè-ñòàòèñòèêè åäèíñòâåííîé ñèòóàöèåé,êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíàêà ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà â ãàìèëüòî-íîâîé ìàòðèöå ïðè ñóììàðíîì ÷åòíîì ÷èñëå ÷àñòèö, ÿâëÿåòñÿ �ïåðåñêîê�÷àñòèöû èç ïîñëåäíåãî óçëà íà ïåðâûé (èëè íàîáîðîò), ñîîòâåòñòâóþùèéïðîöåññó a+
1 aNa . ×èñëî îñòàâøèõñÿ çàïîëíåííûõ óçëîâ áóäåò íå÷åòíûì,òàê ÷òî ìíîæèòåëü (−1)

P

1<k<Na

nk âñåãäà áóäåò ðàâåí −1.Òàêîå æå äåéñòâèå îêàçûâàåò ââåäåíèå â ñèñòåìó êàëèáðîâî÷íîé �àçû
π (ïðè ýòîì Φ=Φ0/2), åñëè ó÷åñòü �àçó ÷åðåç ãðàíèöó ÿâíûì ìíîæèòå-
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�èñ. 5.10: Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êàê �óíêöèè �àçû.Òî÷íàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ, ÷èñëî óçëîâNa = 12. 1 � U
t

= −5.5; 2 � U
t

= −6.0;3 � U
t

= −6.5; 4 � U
t

= −10.0
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a+
Na
a1 ⇒ a+

Na
a1e

2πiΦ
Φ0 , (5.76)

òî ïðè ïðîõîæäåíèè ãðàíèöû êàæäûé ðàç áóäåò ìåíÿòüñÿ çíàê ìàòðè÷-íîãî ýëåìåíòà. Çàìåíà (5.76) â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäèò êñäâèãó âñåõ èìïóëüñîâ ñèñòåìû íà âåëè÷èíó 2πΦ
Φ0Na

. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà-÷àåò, ÷òî, ìåíÿÿ �àçó îò íóëÿ äî π, ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû êàêäëÿ �åðìè-ñèñòåìû, òàê è äëÿ áîçå-ñèñòåìû. Îòñþäà â ñëó÷àå hard-ore-áîçîíîâ ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷èòü ðàñ÷åò ñïåêòðà, ñâîäÿ åãîê �åðìè-ñèòóàöèè ñ �àçîâûì ñäâèãîì π.Ñòðîãî ãîâîðÿ, îá îïðåäåëåííîì òèïå êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè â îä-íîìåðíîé ñèòóàöèè ãîâîðèòü íåëüçÿ. Íåâîçìîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ îäíîéêâàíòîâîé ñòàòèñòèêè ê äðóãîé ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïðè ðàññìîòðåíèè ñè-ñòåì ðàçìåðíîñòè d ≥ 2. Äàæå â ñëó÷àå d = 2 ñóùåñòâóåò îïèñàíèåòîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íè �åðìèîíàìè, íè áîçî-íàìè, èìåþò òàê íàçûâàåìóþ ýíèîííóþ ñòàòèñòèêó (anyon) è ñöåïëåíûñ äðîáíûì êâàíòîì ìàãíèòíîãî ïîòîêà, çíà÷åíèå êîòîðîãî è îïðåäåëÿ-åò ñèììåòðèþ âîëíîâîé �óíêöèè (âïåðâûå òàêîå îïèñàíèå ïðåäëîæèëÂèëü÷åê [23℄).



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 177
6 Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû�àññìîòðèì òåïåðü ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ñè-ñòåì ñî ñïèíîâûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Àêòóàëüíîñòü ýòîé çàäà÷è îáó-ñëîâëåíà ñîâðåìåííûì ñîñòîÿíèåì ýêñïåðèìåíòà, òàê êàê â ïîñëåäíååâðåìÿ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì íàíîòåõíîëîãèé ñòàëî âîçìîæíûì ïîëó÷àòüðàçíîîáðàçíûå êâàíòîâûå òî÷êè è êëàñòåðû èç íèõ, �èçè÷åñêèå ñâîéñòâàòàêèõ ñèñòåì ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ îïèñûâàþòñÿ ñïèíîâûìè ñîñòîÿíèÿ-ìè ýëåêòðîíîâ è ÿäåðíûõ ñïèíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ýòèõ êâàíòîâûõ òî÷-êàõ. Óäàåòñÿ �îðìèðîâàòü ìàãíèòíûå ìàêðîìîëåêóëû � íàíîìàãíèòû èçíåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ñïèíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â ïðîñòðàíñòâå. Èçâåñòíûñòðóêòóðû â âèäå ñïèíîâûõ öåïî÷åê, ïëîñêîñòåé è ñâåðõðåøåòîê, îáëà-äàþùèõ ãèãàíòñêîé ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòüþ, êâàíòîâàíèåì ñóì-ìàðíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà è ìàëûìè âðåìåíàìè ðåëàêñàöèè è ïåðå-êëþ÷åíèÿ èç îäíîé ñïèíîâîé ïðîåêöèè â äðóãóþ [24℄. Ïåðñïåêòèâû ðàç-ðàáîòêè òâåðäîòåëüíûõ ýëåìåíòîâ êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ ñâÿçûâàþòèìåííî ñ òàêèìè ñèñòåìàìè [25℄. Ýòè óçåëüíûå ñèñòåìû òàêæå ÿâëÿþòñÿñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñòðóêòóðàìè, è ïîëó÷èòü òî÷íûå àíàëèòè-÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ íèõ, êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ. Òàêæå îãðîìíîå÷èñëî ðàçíîîáðàçíûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìàãíèòíûõ ñèñòåì ðàçëè÷íîéðàçìåðíîñòè, îáëàäàþùèõ �åððî-, àíòè�åððî- è �åððèìàãíåòèçìîì, èñ-ñëåäóþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèåíåáîëüøèõ ìàãíèòíûõ êëàñòåðîâ, ìîäåëèðóþùèõ ýòè ñèñòåìû, ïîçâîëÿ-åò ïðîãíîçèðîâàòü èõ ñâîéñòâà è îáúÿñíÿòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,÷òî ÷àñòî íåäîñòóïíî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ.6.1 Ñïèíîâûå îïåðàòîðû è óçåëüíûé áàçèñÏðè÷èíîé íàëè÷èÿ ìàãíèòíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ó ðàçëè÷íûõ âåùåñòâÿâëÿþòñÿ íåêîìïåíñèðîâàííûå ñïèíû ëèáî ýëåêòðîíîâ íà âåðõíèõ îðáè-



178 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èòàëÿõ, ëèáî ÿäåð àòîìîâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ìàã-íèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà � ìàãíåòîí Áîðà
µ0 =

e~

2mc
. (6.1)Â åäèíèöàõ Ñ�ÑÌ µ0 ∼ 10−20. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìàãíèòíûé ìîìåíòðàâåí ÿäåðíîìó ìàãíåòðîíó, êîòîðûé ïðèìåðíî â 2000 ðàç ìåíüøå:

µÿ =
e~

2Mpc
, (6.2)ãäå Mp � ìàññà ïðîòîíà.Ñ òî÷íîñòüþ äî ãèðîìàãíèòíîãî îòíîøåíèÿ êâàíòîâûé îïåðàòîð ñïè-íà −→S ñâÿçàí ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ýëå-ìåíòàðíîé ÷àñòèöû:

−→µ = µ0
−→
S èëè −→µ = µÿ−→S . (6.3)Ïðè îïèñàíèè îðáèòàëüíîãî èëè äðóãîãî äâèæåíèÿ îïåðàòîð ñïèíàñâÿçàí ñëåäóþùèì îáðàçîì ñ ìåõàíè÷åñêèì ìîìåíòîì (ìîìåíòîì èì-ïóëüñà):

−→
M = ~

−→
S ;

−→
M = [−→r ,−→p ] . (6.4)Äàëåå ïîä �îïåðàòîðîì ñïèíà� áóäåò ïîíèìàòüñÿ íåîáÿçàòåëüíî ñïèí, àòàêæå îïåðàòîðû ìåõàíè÷åñêîãî èëè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà.Îáñóäèì äàëåå íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñïèíà.Îïåðàòîð ñïèíà−→S =

{
SX , SY , SZ

} ñîñòîèò èç òðåõ êîìïîíåíò-ïðîåêöèé.�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííóþ ðåøåòêó òàêèõ ñïèíîâ, êàæäûé èç êîòî-ðûõ ïðîíóìåðîâàí ñîãëàñíî ìåñòó â ýòîé ðåøåòêå.Ïîëó÷èì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà ñïèíà. Âûâîäýòèõ ñîîòíîøåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ïðåäñòàâëåíèÿñïèíà ÷åðåç ìîìåíò èìïóëüñà:
−→
M = [−→r ,−→p ] =

−→
i (ypz − zpy) +

−→
j (zpx − xpz) +

−→
k (xpy − ypx) . (6.5)



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 179Èç (6.5) è êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ êîìïîíåíò îïåðàòîðîâèìïóëüñà è êîîðäèíàòû
[pα, β] = −i~δαβ ; α, β = x, y, z (6.6)íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâñïèíà. Äëÿ êîìïîíåíò îïåðàòîðà ñïèíà, îòíîñÿùèõñÿ ê îïðåäåëåííûìóçëàì ðåøåòêè j, j′, îíè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

SXj S
Y
j′ − SYj′S

X
j = iδjj′S

Z
j ;

SZj S
X
j′ − SXj′ S

Z
j = iδjj′S

Y
j ; (6.7)

SYj S
Z
j′ − SZj′S

Y
j = iδjj′S

X
j .Çàìåòèì, ÷òî äâà ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿ êîììóòàöèè ìîæíî ïîëó-÷èòü èç ïåðâîãî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé êîìïîíåíò ñïèíà. Äëÿ ñîâ-ïàäàþùèõ èíäåêñîâ j = j′ (6.7) ìîæíî çàïèñàòü â êðàòêîé �îðìå:

[
Sα, Sβ

]
= iεαβγS

γ; α, β, γ = x, y, z, (6.8)ãäå εαβγ � åäèíè÷íûé àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà.Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèÿìè èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ âû-âîäà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà ñïèíà, �îðìèðîâàíèÿ óçåëüíîãîáàçèñà ñèñòåìû è êîíêðåòíûõ ïðàâèë äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ íà áàçèñíûåâîëíîâûå �óíêöèè.Èç (6.8) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå êîììóòàöèè äëÿîïåðàòîðà êâàäðàòà ñïèíà äëÿ ñîâïàäàþùèõ èíäåêñîâ óçëîâ (â äàëüíåé-øåì, åñëè èíäåêñû óçëîâ ó îïåðàòîðîâ íå îáîçíà÷åíû, îíè ñ÷èòàþòñÿñîâïàäàþùèìè):
[
Sα, S2

]
=
[
Sα, SXSX + SY SY + SZSZ

]
= 0. (6.9)



180 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÂèäíî, ÷òî îïåðàòîð êâàäðàòà ñïèíà êîììóòèðóåò ñ êàæäîé èç åãîêîìïîíåíò. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàêîé-ëèáî îäíîé èç ïðîåêöèé îïåðàòîðàñïèíà è îïåðàòîðà êâàäðàòà ñïèíà âñåãäà èìååòñÿ îáùàÿ ñèñòåìà ñîá-ñòâåííûõ �óíêöèé:
S2Ψγµ=γΨγµ; SαΨγµ=µΨγµ. (6.10)Çäåñü γ, µ � ïîêà íå èçâåñòíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðîâ S2 è Sαñîîòâåòñòâåííî.Âûäåëèì îäíî èç íàïðàâëåíèé, íàïðèìåð íàïðàâëåíèå z, è ðåøèìçàäà÷ó (6.10) íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðû îïåðàòîðîâ S2 è SZ .Ââåäåì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàòîðû:

S+ = SX + iSY ; S− = SX − iSY . (6.11)Ïîëüçóÿñü (6.7), íåñëîæíî ïîëó÷èòü êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿäëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ:
[
S+
i , S

−
j

]
= 2SZi δij;

[
SZi , S

+
j

]
= S+

i δij ;

[
SZi , S

−
j

]
= −S−i δij .Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, òðîéêà îïåðàòîðîâ SZ , S+, S− ññîîòâåòñòâóþùèìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè áîëåå óäîáíà äëÿîïèñàíèÿ ñïèíîâûõ ìîäåëåé, ÷åì íàáîð îïåðàòîðîâ SX , SY , SZ ñ êîììó-òàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè (6.7).Ïîäåéñòâóåì ýòèìè îïåðàòîðàìè íà ñîáñòâåííóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ

Ψγµ:
Ψ̃γµ=S

±Ψγµ. (6.12)



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 181Óçíàåì, êàêîâû ñâîéñòâà ó ïîëó÷èâøåéñÿ íîâîé �óíêöèè Ψ̃γµ. Äëÿ ýòîãîïîäåéñòâóåì íà íåå îïåðàòîðîì SZ :
SZS±Ψγµ=S

Z
(
SX ± iSY

)
Ψγµ=

(
SXSZ + iSY ± i

(
SY SZ − iSX

))
Ψγµ=

=
(
SX ± iSY

) (
SZ ± 1

)
Ψγµ ≡ S± (µ± 1)Ψγµ. (6.13)Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè Ψ̃γµ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìèîïåðàòîðà SZ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè µ±1. Íîðìèðîâêà ýòèõ �óíê-öèé ïîêà íåèçâåñòíà, ìîæíî òîëüêî íàïèñàòü, ÷òî îíè ïðîïîðöèîíàëüíûñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì îïåðàòîðà SZ :

S+Ψγ,µ−1=AµΨγµ; S−Ψγµ=BµΨγ,µ−1. (6.14)Çäåñü A, B � íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè. Èç (6.14) âèäíî, ÷òî îïåðàòîð
S+ ïîâûøàåò, à îïåðàòîð S− ïîíèæàåò íà åäèíèöó ñîáñòâåííîå ÷èñëî µîïåðàòîðà SZ , ïîýòîìó èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïèíîâûå àíàëîãèîïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, èñïîëüçóåìûõ â �åðìè- è áîçå-ñòàòèñòèêàõ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâî÷íûõ ìíîæèòåëåé è ñîáñòâåííûõ ÷èñåëîïåðàòîðîâ S+ è S− çàìåòèì, ÷òî

A∗µ =
(
S+Ψγ,µ−1,Ψγµ

)
=
(
Ψγ,µ−1, S

−Ψγµ

)
= Bµ. (6.15)Òàêèì îáðàçîì, íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè A è B ìîãóò îòëè÷àòüñÿäðóã îò äðóãà òîëüêî �àçîâûì ìíîæèòåëåì âèäà eiθ, ãäå θ � äåéñòâèòåëü-íîå, è ïîäáîðîì θ ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè â(6.14) äëÿ îáîèõ îïåðàòîðîâ ñîâïàäàëè è áûëè äåéñòâèòåëüíûìè:

S+Ψγ,µ−1=AµΨγµ; S−Ψγµ=AµΨγ,µ−1. (6.16)Äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà êâàäðàòà ñïèíà èìååì:
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γ =

(
Ψγµ,

((
SX
)2

+
(
SY
)2

+
(
SZ
)2)

Ψγµ

)
=

= µ2 +
(
Ψγµ,

(
SX
)2

Ψγµ

)
+
(
Ψγµ,

(
SY
)2

Ψγµ

)
. (6.17)Äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â (6.17) âûïèøåì îòäåëüíî è óáåäèìñÿ, ÷òîîíè íåîòðèöàòåëüíû:

(
Ψγµ,

(
SX
)2

Ψγµ

)
=
(
SXΨγµ, S

XΨγµ

)
≥ 0;

(
Ψγµ,

(
SY
)2

Ψγµ

)
=
(
SYΨγµ, S

YΨγµ

)
≥ 0, (6.18)òàê êàê íîðìà ëþáîé �óíêöèè íåîòðèöàòåëüíà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

γ ≥ µ2, (6.19)ò.å. ïðè êàêîì-òî îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè êâàäðàòà ñïèíà γ çíà÷åíèÿ ïðî-åêöèè ñïèíà íà îñü z îãðàíè÷åíû êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó. Ïîëîæèì µmin è
µmax � íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà î÷åâèäíûñîîòíîøåíèÿ:

S−Ψγµmin
= 0; S+Ψγµmax= 0. (6.20)Èç (6.7) è (6.11) èìååì:

0 = S+S−Ψγµmin
=
(
S2 −

(
SZ
)2

+ SZ
)

Ψγµmin
=

=
(
γ − µ2

min + µmin

)
Ψγµmin

; (6.21)
0 = S−S

+
Ψγµmax=

(
S2 −

(
SZ
)2 − SZ

)
Ψγµmax=

=
(
γ − µ2

max − µmax

)
Ψγµmax .
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{

γ − µ2
min + µmin = 0

γ − µ2
max − µmax = 0

⇒ (µmax − µmin + 1) (µmax + µmin) = 0. (6.22)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî µmax ≥ µmin, íàõîäèì:
µmax = −µmin = S. (6.23)Âåëè÷èíîé S â äàëüíåéøåì áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïðîåêöèÿñïèíà íà îñü z.Èòàê, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (6.22) � (6.23), ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïå-ðàòîðà êâàäðàòà ñïèíà è îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z ìîãóò ïðè-íèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

γ = S (S + 1) ; −S ≤ µ ≤ S. (6.24)Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü z ïðèíèìàåò 2S+1 çíà÷åíèé, îòëè-÷àþùèõñÿ íà åäèíèöó (6.13), ïðè ýòîì ðàçíîñòü µmax−µmin = 2S äîëæíàáûòü öåëûì ÷èñëîì. Îòñþäà çíà÷åíèÿ âîçìîæíûõ ïðîåêöèé ñïèíà íà îñü
z [1, 26℄:

SZ = −S,−S + 1, . . . , S − 1, S, (6.25)ãäå S � öåëîå èëè ïîëóöåëîå ÷èñëî.Â òàáë. 6.1 ïðèâåäåíû âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðà-òîðà êâàäðàòà ñïèíà è îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z äëÿ íåêîòîðûõçíà÷åíèé ìàêñèìàëüíîé ïðîåêöèè S.×èñëî 2S+1 âîçìîæíûõ ïðîåêöèé ñïèíà íà îñü z è åñòü ÷èñëî ñïèíî-âûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íà óçëå, ýòîò ïàðàìåòð ñèñòåìû îáû÷íî èçâåñòåíèç ýêñïåðèìåíòà.Ñàìûé óäîáíûé áàçèñ äëÿ îïèñàíèÿ ñïèíîâîé ñòàòèñòèêè � ðàññìîò-ðåííûå âûøå ñîáñòâåííûå âîëíîâûå �óíêöèè îïåðàòîðà êâàäðàòà ñïèíà
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S Ñîáñòâåííîå÷èñëî îïå-ðàòîðàêâàäðàòàñïèíà

×èñëî ñîá-ñòâåííûõ÷èñåë îïå-ðàòîðàïðîåêöèèñïèíà íàîñü z
Ñîáñòâåííûå÷èñëà îïåðàòîðàïðîåêöèè ñïèíàíà îñü z

1/2 3/4 2 −1/2, 1/2

1 2 3 −1, 0, 1

3/2 15/4 4 −3/2, −1/2, 1/2, 3/2

2 6 5 −2, −1, 0, 1, 2

5/2 35/4 6 −5/2, −3/2, −1/2,

1/2, 3/2, 5/2è îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ,îòðàæàþùèõ ñîñòîÿíèÿ óçëîâ:
Ψ = |S1S2 . . . Sj . . . SNα〉 , (6.26)ãäå Na � ÷èñëî óçëîâ â ñèñòåìå, à ñîñòîÿíèå êàæäîãî óçëà Sj � ýòî z-ïðîåêöèè ñïèíà íà óçëå j. �àçìåðíîñòü áàçèñà (6.26) ðàâíà

R = (2S + 1)Na . (6.27)Òåïåðü íåîáõîäèìî îïèñàòü äåéñòâèå ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ íà âûáðàí-íûå áàçèñíûå âîëíîâûå �óíêöèè. Â áàçèñå (6.26) îïåðàòîð ïðîåêöèè ñïè-íà íà îñü z áóäåò äèàãîíàëåí, òàê êàê ýòîò áàçèñ � ñîáñòâåííûé äëÿ ýòîãîîïåðàòîðà. Îïåðàòîð ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z àíàëîãè÷åí îïåðàòîðó ÷èñ-ëà ÷àñòèö äëÿ �åðìèîíîâ è áîçîíîâ. Äåéñòâèå îïåðàòîðà SZj íà �óíêöèþèç áàçèñà (6.26) ñâîäèòñÿ ê ïîÿâëåíèþ ìíîæèòåëÿ ïåðåä âîëíîâîé �óíê-öèåé, ðàâíîãî z-ïðîåêöèè ñïèíà íà óçëå j:
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ŜZj = | . . . Sj . . . 〉 = Sj | . . . Sj . . . 〉 . (6.28)Àíàëîãè÷íî äåéñòâóåò è îïåðàòîð êâàäðàòà ñïèíà:

Ŝ2
j = | . . . Sj . . . 〉 = Sj(Sj + 1) | . . . Sj . . . 〉 . (6.29)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâî÷íûõ ìíîæèòåëåé â (6.16) ðàññìîòðèìîäèí èç óçëîâ ðåøåòêè, íà êîòîðîì ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü z ðàâíà SZ , ïðèìàêñèìàëüíîé ïðîåêöèè S, è îáîçíà÷èì ÷åðåç ΨS,SZ ñîîòâåòñòâóþùóþâîëíîâóþ �óíêöèþ.Èç (6.16), (6.24) è (6.25) èìååì:
S+S−ΨS,SZ−1=ASZS−ΨS,SZ=A2

SZΨS,SZ−1. (6.30)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ (6.21), ïîëó÷àåì:
S−S+ΨS,SZ−1=

(
S (S+1)−

(
SZ − 1

)2−
(
SZ − 1

))
ΨS,SZ−1=

=A2
SZΨS,SZ−1. (6.31)Èç (6.30) è (6.31) íàõîäèì çíà÷åíèå íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû:

ASZ =

√
S (S+1)−(SZ − 1)2− (SZ − 1) =

=
√

(S + SZ) (S − SZ + 1). (6.32)Îêîí÷àòåëüíî,
S+
j

∣∣ . . .
(
SZj − 1

)
. . .
〉

=
√(

S + SZj
) (
S − SZj + 1

) ∣∣ . . . SZj . . .
〉

; (6.33)
S−j
∣∣ . . . SZj . . .

〉
=
√(

S + SZj
) (
S − SZj + 1

) ∣∣ . . .
(
SZj − 1

)
. . .
〉
.
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SXj
∣∣ . . .

(
SZj − 1

)
. . .
〉

=
1

2

√(
S + SZj

) (
S − SZj + 1

) ∣∣ . . . SZj . . .
〉

; (6.34)
SYj
∣∣ . . .

(
SZj − 1

)
. . .
〉

= − i

2

√(
S + SZj

) (
S − SZj + 1

) ∣∣ . . . SZj . . .
〉
.Ñðàçó ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà ïðàêòèêå ðàáîòàòü ñ �îðìóëàìè (6.34)íåóäîáíî, òàê êàê, íàïðèìåð, ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà SY âîçíèêàþò êîì-ïëåêñíûå êîý��èöèåíòû, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìàò-ðèöû èñïîëüçóåòñÿ òðîéêà îïåðàòîðîâ S+, S−, SZ .Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ ñïèíà ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîåêöèåé S =

1/2 åãî êîìïîíåíòû ÷àñòî áîëåå óäîáíî âûðàçèòü ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè
σα:
Sα =

1

2
σα; σX =

(
0 1

1 0

)
; σY =

(
0 −i
i 0

)
; σZ =

(
1 0

0 −1

)
.(6.35)Ìàòðèöû Ïàóëè äåéñòâóþò íà äâóõêîìïîíåíòíûå âîëíîâûå �óíêöèè-ñòîëáöû

ψ1 =

(
1

0

)
; ψ2 =

(
0

1

)
, (6.36)�óíêöèÿ ψ1 îòâå÷àåò ñîñòîÿíèþ ñî ñïèíîì ââåðõ (SZ = +1/2), à �óíêöèÿ

ψ2 � ñîñòîÿíèþ ñî ñïèíîì âíèç (SZ = −1/2). Äëÿ îïåðàòîðîâ S+ è S−ââîäÿò, ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöû
σ+ = σ

X
+ iσY =

(
0 2

0 0

) (6.37)è
σ− = σ

X − iσY =

(
0 0

2 0

)
, (6.38)



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 187êîòîðûå ïåðåâîðà÷èâàþò ñïèíû â ñîñòîÿíèÿõ ψ1 è ψ2:
σ+ψ2 =

(
0 2

0 0

)(
0

1

)
= 2

(
1

0

)
= 2ψ1;

σ+ψ1 =

(
0 2

0 0

)(
1

0

)
=

(
0

0

)
≡ 0; (6.39)

σ−ψ1 =

(
0 0

2 0

)(
1

0

)
= 2

(
0

1

)
= 2ψ2;

σ−ψ2 =

(
0 0

2 0

)(
0

1

)
=

(
0

0

)
≡ 0.

èõ äåéñòâèå â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî îïåðàòîðàì ðîæ-äåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ â �åðìè-ñòàòèñòèêå èëè â ñòàòèñòèêå hard-ore.Ýòî òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèéäëÿ îïåðàòîðîâ S+, S−, SZ (6.11).
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6.2 Êâàíòîâûå ñïèíîâûå ìîäåëèÄëÿ îïèñàíèÿ ñïèíîâûõ ñèñòåì ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ ñïèíîâûõ ìî-äåëåé íåîáõîäèìî ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå óçåëüíûõ ñïèíîâ ñ âíåøíèìïîëåì è ìåæäó ñîáîé â �îðìàëèçìå âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ.Âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâ ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì îïèñûâàåòñÿàíàëîãè÷íî âçàèìîäåéñòâèþ ñ ïîëåì êëàññè÷åñêîãî âåêòîðà ìàãíèòíî-ãî ìîìåíòà:

H−→
H

= −−→
H
−̂→
S = −

(
HxŜ

X +HyŜ
Y +HzŜ

Z
)
. (6.40)Òàêèì îáðàçîì, ïðèëîæåííîå ìàãíèòíîå ïîëå ñòðåìèòñÿ íàïðàâèòüñïèíû (ìàãíèòíûå ìîìåíòû) óçëîâ âäîëü ëèíèé ìàãíèòíîé èíäóêöèè.Çäåñü è â äàëüíåéøåì ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü µ0(µÿ) áóäåò îïóñêàòüñÿ.Âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâ ìåæäó ñîáîé òàêæå îïèñûâàåòñÿ ñêàëÿðíûìïðîèçâåäåíèåì:

Hint = −Jjj′
−̂→
S j

−̂→
S j′, (6.41)âåëè÷èíà Jjj′ íàçûâàåòñÿ îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì. Åñëè ãàìèëüòî-íèàí (6.41) îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ, ëîêàëè-çîâàííûõ íà óçëàõ ðåøåòêè, íåêîìïåíñèðîâàííûå ìàãíèòíûå ìîìåíòûêîòîðûõ îïðåäåëÿþò ìàãíèòíûå ñâîéñòâà âåùåñòâà, òî ñ ó÷åòîì àíòè-ñèììåòðèè âîëíîâîé �óíêöèè îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå Jjj′ áóäåò èìåòüêóëîíîâñêóþ ïðèðîäó.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà ýëåêòðîíà, ëîêàëèçîâàííûõ íà ñî-ñåäíèõ óçëàõ ðåøåòêè m è n. Ñóììàðíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ýëåêòðîíîâåñòü ïðîèçâåäåíèå ñïèíîâîé �óíêöèè χ(1, 2) è êîîðäèíàòíîé �óíêöèè

ϕ(r1, r2), ãäå r1, r2 � ðàäèóñû-âåêòîðû ïåðâîãî è âòîðîãî ýëåêòðîíîâ. Ñó÷åòîì òîæäåñòâåííîñòè ýëåêòðîíîâ êîîðäèíàòíàÿ �óíêöèÿ ϕ(r1, r2) ìî-



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 189æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç îäíîýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ φ(r) ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:
ϕmn (r1, r2) =

1√
2

(φm(r1)φn(r2) ± φm(r2)φn(r1)) . (6.42)Çíàê â (6.42) âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèé ñèììåòðèè, äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ó÷åñòüñïèíîâóþ �óíêöèþ, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà ïðè àíòèïàðàëëåëüíîì ðàñïî-ëîæåíèè ñïèíîâ ýëåêòðîíîâ ↑↓ (ñóììàðíûé ñïèí S = 0) è àíòèñèììåò-ðè÷íà äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ñïèíîâ ↑↑ (ñóììàðíûé ñïèí S = 1) [1℄. Òàê êàêäëÿ �åðìè-÷àñòèö ïîëíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ äîëæíà áûòü àíòèñèììåò-ðè÷íîé, òî
ϕ↑↓ (r1, r2) =

1√
2

(φm (r1)φn (r2) − φm(r2)φn(r1)) ; (6.43)
ϕ↑↑ (r1, r2) =

1√
2

(φm (r1)φn (r2) + φm(r2)φn(r1)) .�àññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ êóëîíîâñêîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõýëåêòðîíîâ íà óçëàõ m è n:
Emn = 〈ϕmn | Vc | ϕmn〉 = (6.44)

=

∫
d3r1d

3r2 ϕ
∗
mn (r1, r2)

(
e2

|r1 − r2|

)
ϕmn (r1, r2) .Ñ ó÷åòîì (6.43) íàõîäèì:

E↑↑ = E0 − Jmn; E↑↓ = E0 + Jmn;

Jmn =

∫
d3r1d

3r2
e2

|r1 − r2|
φ∗m (r1)φ

∗
n (r2)φm (r2)φn (r1) ; (6.45)

E0 =

∫
d3r1d

3r2
e2

|r1 − r2|
|φn (r1)|2|φm (r2)|2,



190 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èãäå E0 � ïðÿìîå êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå, íå çàâèñÿùåå îò âçàèì-íîé îðèåíòàöèè ñïèíîâ, Jmn � îáìåííûé èíòåãðàë, îòâå÷àþùèé çà ñïè-íîâîå âçàèìîäåéñòâèå. Ñ ó÷åòîì ïåðåíîðìèðîâêè îáìåííîãî èíòåãðàëà(6.45) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîé �îðìå:
E = E0 + Eîáì; Eîáì = −Jmn

−→
S m

−→
S n. (6.46)Òàêèì îáðàçîì, åñëè Jmn > 0, òî âûãîäíà ïàðàëëåëüíàÿ îðèåíòàöèÿñïèíîâ:

. . . ↑↑↑↑ . . . , (6.47)åñëè æå Jmn < 0, òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñîñåäíèå ñïèíû áóäóò àíòèïà-ðàëëåëüíû:

. . . ↑↓↑↓ . . . . (6.48)Ñëó÷àé (6.47) íàçûâàåòñÿ �åððîìàãíèòíûì óïîðÿäî÷åíèåì, ñëó÷àé(6.48) � àíòè�åððîìàãíèòíûì óïîðÿäî÷åíèåì.Âåëè÷èíà îáìåííîãî èíòåãðàëà îïðåäåëÿåòñÿ êóëîíîâñêèì âçàèìî-äåéñòâèåì íà ñîñåäíèõ àòîìàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè ïåðèîäàðåøåòêè a, óìåíüøåííûì â ìåðó ïåðåêðûòèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé (�èñ. 6.1):
J ∼ e2

a
e−a/a0 ∼ 0.1 ÷ 1 ýÂ, (6.49)ãäå a0 � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá âîëíîâîé �óíêöèè, èìåþùèé âåëè÷èíóïîðÿäêà áîðîâñêîãî ðàäèóñà.Îáìåííûé èíòåãðàë Jmn ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì àìïëèòóäû ïåðåñêîêà tmn,ðàññìàòðèâàåìîé ðàíåå â óçåëüíûõ ìîäåëÿõ ñèëüíîé ñâÿçè äëÿ �åðìè-è áîçå-ñèñòåì.Ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ñèñòåìû óçåëüíûõ ñïèíîâ ìåæ-äó ñîáîé (6.41) è ñ âíåøíèì ïîëåì (6.40), íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ �åéçåí-áåðãà, ãàìèëüòîíèàí ýòîé ìîäåëè èìååò âèä
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fn fm

rn rm

a

Jnm

�èñ. 6.1: Âåëè÷èíà îáìåííîãî èíòåãðàëà Jnm (çàêðàøåííàÿ îáëàñòü)îïðåäåëÿåòñÿ ïëîùàäüþ îáëàñòè ïåðåêðûòèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé ýëåê-òðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â óçëàõ ðåøåòêè n è m; a = |−→r n −−→r m|

H = −1

2

∑

i6=j
Jij

−→
S i

−→
S j −

−→
H
∑

i

−→
S i, (6.50)ãäå −→

S i � îïåðàòîð ñïèíà íà óçëå i: −→S i =
{
SXi , S

Y
i , S

Z
i

}. Ïðè Jij > 0 ãà-ìèëüòîíèàí (6.50) îïèñûâàåò �åððîìàãíèòíóþ ìîäåëü �åéçåíáåðãà, ïðè
Jij < 0 � àíòè�åððîìàãíèòíóþ.Î÷åíü ìíîãèå ìàãíåòèêè ÿâëÿþòñÿ àíèçîòðîïíûìè âåùåñòâàìè, ÷òîïðîÿâëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè èõ îáìåííîãî èíòåãðàëà Jij îò íàïðàâëåíèÿâçàèìîäåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèõ îñåé â âåùåñòâå:

H = −1

2

∑

i6=j

(
JXij S

X
i S

X
j + JYijS

Y
i S

Y
j + JZijS

Z
i S

Z
j

)
−−→
H
∑

i

−→
S i. (6.51)Âîîáùå ãîâîðÿ, îáìåííûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì Jαβ , ïîýòî-ìó â (6.51) ìîãóò âîéòè òàêæå âêëàäû â ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ âèäà

JXYij SXi S
Y
j , JY Zij SYi S

Z
j è ò.ï. Áóäåì, îäíàêî, ïîëàãàòü, ÷òî çàäà÷à ïðèâåäå-íà ê ãëàâíûì êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèì îñÿì, òàê ÷òî òåíçîð Jαβ èìååò äèà-ãîíàëüíûé âèä, è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ JX ≡ JXX , JY ≡ JY Y , JZ ≡ JZZ .Â ñèñòåìå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü îñü ëåãêîãî íàìàãíè÷èâàíèÿ, âäîëüêîòîðîé âçàèìîäåéñòâèå ìàêñèìàëüíî, íàïðèìåð JZ ≫ JX , JY , èëè ïëîñ-êîñòü ëåãêîãî íàìàãíè÷èâàíèÿ, òàê ÷òî JZ ≪ JX , JY . Â îáùåì ñëó÷àåâçàèìîäåéñòâèå íåîäèíàêîâî ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì.



192 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÍàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:
H = −1

2

∑

〈ij〉

(
JXSXi S

X
j + JY SYi S

Y
j + JZSZi S

Z
j

)
−−→
H
∑

i

−→
S i. (6.52)Ìîäåëü (6.52) íàçûâàåòñÿ XY Z-ìîäåëüþ, â íåé âñå îáìåííûå èíòåãðàëûíå çàâèñÿò îò íîìåðà óçëà, íî ðàçëè÷àþòñÿ ïî íàïðàâëåíèÿì: JX 6= JY 6=

JZ , âçàèìîäåéñòâèå ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè.Ìîäåëü
H = −1

2

∑

〈ij〉

(
J⊥
(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j

)
+ J‖S

Z
i S

Z
j

)
−−→
H
∑

i

−→
S i (6.53)íàçûâàåòñÿ XXZ-ìîäåëüþ, â íåé âçàèìîäåéñòâèå J‖ âäîëü îñè z îòëè÷à-åòñÿ îò âçàèìîäåéñòâèÿ J⊥ â ïëîñêîñòè xy.Îäíèì èç ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ XXZ-ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ XY -ìîäåëü, âêîòîðîé J⊥ ≫ J‖, è ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ çàäà÷à. Áåç âíåøíåãî ïîëÿ

XY -ìîäåëü èìååò âèä:
H = −1

2
J
∑

〈ij〉

(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j

)
. (6.54)Â äàííîì ñëó÷àå ïëîñêîñòü xy ìîæíî íàçâàòü ïëîñêîñòüþ ëåãêîãî íà-ìàãíè÷èâàíèÿ äëÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè �åéçåíáåðãà. Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿäâóìåðíîãî ñëó÷àÿ XY -ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé, à íå êâàíòîâîé,òàê êàê êâàíòîâàíèå ïî îñè z îòñóòñòâóåò, è ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòîâåêòîðà â ïëîñêîñòè xy.Äðóãèì ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì XXZ-ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ J⊥ ≪

J‖, êîãäà â ìîäåëè îñòàþòñÿ òîëüêî ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z:
H = −1

2
J
∑

〈ij〉
SZi S

Z
j −HZ

∑

i

SZi , (6.55)ìîäåëü (6.55) íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Èçèíãà, îñü z â ýòîé ñèòóàöèè � îñüëåãêîãî íàìàãíè÷èâàíèÿ äëÿ èñõîäíîé XXZ-ìîäåëè.



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 193Íàêîíåö, âîçìîæíà ïîëíîñòüþ èçîòðîïíàÿ ìîäåëü �åéçåíáåðãà:
H = −1

2
J
∑

〈ij〉

(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j + SZi S

Z
j

)
−−→
H
∑

i

−→
S i, (6.56)ýòà ìîäåëü íàçûâàåòñÿ XXX-ìîäåëüþ.Äëÿ áîëåå íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ñëîæíûõ ñïèíîâûõ ñèñòåìàõ,êîòîðûå èíòåíñèâíî èññëåäóþòñÿ ÷èñëåííî è ýêñïåðèìåíòàëüíî â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ, ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ïðèìåð.Â ïîñëåäíèå ãîäû âåäåòñÿ èíòåíñèâíîå èññëåäîâàíèå íàíîêëàñòåðîâ� ÷àñòèö, ñîñòîÿùèõ èç íåáîëüøîãî, ïîðÿäêà 10÷ 104, ÷èñëà àòîìîâ. Íà-íîêëàñòåðû ðàññìàòðèâàþò êàê �êðóïíûå áëîêè� äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿíîâûõ ìàòåðèàëîâ è ïðèáîðîâ. Îñîáåííî èíòåðåñíû ìàãíèòíûå íàíîêëà-ñòåðû, òàê êàê íàëè÷èå âíóòðåííåé, äîïîëíèòåëüíîé ñòåïåíè ñâîáîäû� ìàãíèòíîãî ìîìåíòà � ïðèäàåò áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå èõ ñâîéñòâàì èïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü èõ ñîñòîÿíèåì ïðè ïîìîùè âíåøíåãî ìàãíèòíîãîïîëÿ.Ìàãíèòíûå íàíîêëàñòåðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûñîêîñïèíîâûå ìå-òàëëîðãàíè÷åñêèå ìîëåêóëû, êîòîðûå ïîñòðîåíû ñ ó÷àñòèåì èîíîâ ïåðå-õîäíûõ ýëåìåíòîâ (Fe, Mn è äð.) [24℄.Êëàñòåð Mn12 � îäèí èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ äëÿ �èçèêè è ïðèëî-æåíèé. Åãî õèìè÷åñêàÿ �îðìóëà èìååò âèä [27℄

Mn12O12(CH3COO)16(H2O)4, (6.57)à óñòðîåí îí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ ìîëåêóëà ñîäåðæèò ãðóïïè-ðîâêó èç 12 èîíîâ ìàðãàíöà: ÷åòûðåõ Mn4+ ñî ñïèíîì S1 = 3/2 êàæäûé,îáúåäèíåííûõ âî âíóòðåííèé òåòðàýäð, è âîñüìè Mn3+ ñî ñïèíîì S2 = 2,ðàñïîëîæåííûõ ñíàðóæè. Îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó èîíàìè ìàð-ãàíöà îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç èîíû êèñëîðîäà. Êîíêóðèðóþùèå àíòè�åð-ðîìàãíèòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäÿò ê îáðàçîâàíèþ �åððèìàãíèòíîéñòðóêòóðû ñ ïîëíûì ñïèíîì ìîëåêóëû S = 10. Â ìîëåêóëÿðíîì êðèñòàë-ëå, ñîñòîÿùåì èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìîëåêóë, àöåòàòíûå ãðóïïû è ìîëå-
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J1

J4

J2

J3

S=2

S=3/2

1

2

3

4

5

67

8

9 10 11

12

�èñ. 6.2: Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå íàíîêëàñòåðà (6.57). Êðóæêàìè ïî-êàçàíû àòîìû ìàðãàíöà, âíóòðåííèå àòîìû èìåþò ìàêñèìàëüíóþ ïðî-åêöèþ ñïèíà S = 3/2, âíåøíèå � S = 2êóëû âîäû îòäåëÿþò îäèí êëàñòåð Mn12 îò äðóãîãî, ïðè÷åì íàñòîëüêî,÷òî ìåæäó ðàçíûìè êëàñòåðàìè îñòàåòñÿ òîëüêî ïðÿìîå ìàãíèòîäèïîëü-íîå âçàèìîäåéñòâèå, âåëè÷èíà êîòîðîãî ÷ðåçâû÷àéíî ìàëà. Ñõåìàòè÷íîåèçîáðàæåíèå êëàñòåðà Mn12 ïîêàçàíî íà �èñ. 6.2 [24℄.Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ìàãíèòíûå ñâîéñòâà êëàñòåðà (6.57),èìååò âèä
H = J1

(−→
S 1

−→
S 7 +

−→
S 2

−→
S 9 +

−→
S 3

−→
S 11 +

−→
S 4

−→
S 5

)
+ (6.58)

+J2

(−→
S 1

−→
S 6 +

−→
S 1

−→
S 8 +

−→
S 2

−→
S 8 +

−→
S 2

−→
S 10 +

−→
S 3

−→
S 10 +

−→
S 3

−→
S 12 +

−→
S 4

−→
S 6 +

−→
S 4

−→
S 12

)
+

+J3

(−→
S 1

−→
S 2 +

−→
S 2

−→
S 3 +

−→
S 3

−→
S 4 +

−→
S 1

−→
S 4

)
+

+J4

(−→
S 5

−→
S 6 +

−→
S 6

−→
S 7 +

−→
S 7

−→
S 8 +

−→
S 8

−→
S 9 +

−→
S 9

−→
S 10 +

−→
S 10

−→
S 11 +

−→
S 11

−→
S 12 +

−→
S 5

−→
S 12

)
,



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 195ïðè÷åì ìàêñèìàëüíûå ïðîåêöèè ñïèíà âíóòðåííèõ è âíåøíèõ àòîìîâðàçíûå: S1−4 = 3/2, S5−12 = 2. Çíà÷åíèÿ îáìåííûõ èíòåãðàëîâ îïðåäåëÿ-þòñÿ èç ýêñïåðèìåíòà è ðàâíû [24℄

J1 ≈ 215 Ê; J2 ≈ 85 Ê; J3 ≈ −85 Ê; J4 ≈ −45 Ê. (6.59)



196 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
6.3 Ôîðìèðîâàíèå ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû äëÿ ñïè-íîâûõ ìîäåëåéÄëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû ïåðåïèøåì ñíà÷àëà ñëàãàåìîå,îòâå÷àþùåå âçàèìîäåéñòâèþ ñïèíîâ â ìîäåëè (6.50), â òåðìèíàõ îïåðà-òîðîâ S+ è S−:

H = −1

2

∑

i6=j
Jij

(
SZi S

Z
j +

1

2

(
S+
i S
−
j + S−i S

+
j

))
. (6.60)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñëàãàåìîãî, îòâå÷àþùåãî âçàèìîäåéñòâèþ ñ âíåø-íèì ïîëåì, èìååì:
H−→
H

= −
∑

i

(
HXSXi +HY SYi +HZSZi

)
= (6.61)

= −HZ
∑

i

SZi − HX

2

∑

i

(
S+
i + S−i

)
− HY

2i

∑

i

(
S+
i − S−i

)
.Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü �åéçåíáåðãà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òðè îïåðàòîðà:îïåðàòîð z-ïðîåêöèè ñïèíà SZ è îïåðàòîðû S±. Èìåííî â òàêîì âèäå èèñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð ýíåðãèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.Èç-çà òîãî, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ïîÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå ìíî-æèòåëè, ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáèðàþò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàïðàâëå-íèå âíåøíåãî ïîëÿ áûëî ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè y, è òîãäà â (6.61) îñòàþòñÿëèøü äâà ïåðâûõ ñëàãàåìûõ.Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî âíåøíåå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè z, è ãàìèëü-òîíèàí ìîäåëè èìååò âèä:

H = −1

2

∑

i6=j
Jij

(
SZi S

Z
j +

1

2

(
S+
i S
−
j + S−i S

+
j

))
−HZ

∑

i

SZi . (6.62)



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 197Äëÿ �îðìèðîâàíèè áàçèñà ìîäåëè è ðàñ÷åòà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ óäîáíî ïåðåéòè ê íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëàì çàïîë-íåíèÿ ni � ê òàê íàçûâàåìûì �èêòèâíûì áîçîíàì èëè ïñåâäîáîçîíàìïî ïðàâèëó
ni = S + SZi . (6.63)Òîãäà ìèíèìàëüíîé ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z SZmin = −S ñòàâèòñÿ â ñî-îòâåòñòâèå çàïîëíåíèå n = 0, à ìàêñèìàëüíîé ïðîåêöèè SZmax = +S �çàïîëíåíèå n = 2S. Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ S = 1 èìååì:

∣∣SZ = −1
〉

⇒ |n = 0〉 ;
∣∣SZ = 0

〉
⇒ |n = 1〉 ;

∣∣SZ = 1
〉

⇒ |n = 2〉 .(6.64)Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñïèíîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íà óçëå äëÿ S = 1/2ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì áîçîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â hard-ore-ìîäåëè, à äëÿ
S = 1 � ñ ÷èñëîì áîçîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â ðåäóöèðîâàííîé áîçîííîéìîäåëè.Áàçèñ âîëíîâûõ �óíêöèé áóäåò ïîëíîñòüþ ñîâïàäàòü ñ ñîîòâåòñòâó-þùèì áàçèñîì äëÿ áîçîííîé ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åíèåì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ
Nmax = 2S. Íàïðèìåð, äëÿ S = 3/2 �óíêöèÿ |−3/2, 1/2, 3/2, . . . 〉 âñïèíîâîì áàçèñå â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.63) áóäåò ýêâèâàëåíòíà �óíêöèè
|0, 2, 3, . . . 〉 â áàçèñå �èêòèâíûõ áîçîíîâ è ò.ï.Ïîñëå �îðìèðîâàíèÿ áàçèñà ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâîïåðàòîðîâ òàêæå ñëåäóåò ó÷åñòü çàìåíó ïåðåìåííûõ (6.63):

SZi | . . . ni . . . 〉 = (ni − S) | . . . ni . . . 〉 ;

S+
i | . . . (ni − 1) . . . 〉 =

√
ni(2S − ni + 1) | . . . ni . . . 〉 ; (6.65)

S−i | . . . ni . . . 〉 =
√
ni(2S − ni + 1) | . . . (ni − 1) . . . 〉 .



198 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÂ ÷àñòíîñòè, äëÿ S = 1/2 èìååì:
SZi | . . . ni . . . 〉 =

(
ni −

1

2

)
| . . . ni . . . 〉 ; (6.66)

S+
i | . . . 0i . . . 〉 = | . . . 1i . . . 〉 ; S−i | . . . 1i . . . 〉 = | . . . 0i . . . 〉 .Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîðû S± ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû îïåðàòîðàì ðîæäå-íèÿ è óíè÷òîæåíèÿ a+ è a â áîçîííîé hard-ore-ìîäåëè.Òàê êàê îïåðàòîðû ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z è îïåðàòîðû S+ è S−,îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì óçëàì, êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, òî ïðè ðàñ÷åòåìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîäåëè (6.62) îïåðàòîðû ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü äðóãñ äðóãîì, çíàêè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè ýòîì íå èçìåíÿòñÿ. �àññìîò-ðèì ñíà÷àëà ñëàãàåìûå ãàìèëüòîíèàíà, äàþùèå äèàãîíàëüíûé âêëàä âãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó:
〈
. . . Si . . . Sj . . .

∣∣∣∣∣∣
1

2

∑

〈ij〉
JijS

Z
i S

Z
j +HZ

∑

i

SZi

∣∣∣∣∣∣
. . . Si . . . Sj . . .

〉
=

=
1

2

∑

〈ij〉
Jij
〈
. . . Si . . . Sj . . .

∣∣ SZi SZj
∣∣ . . . Si . . . Sj . . .

〉
+

+
∑

i

HZ
〈
. . . Si . . . Sj . . .

∣∣ SZi
∣∣ . . . Si . . . Sj . . .

〉
= (6.67)

=
1

2

∑

〈ij〉
JijSiSj +HZ

∑

i

Si.Îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå ãàìèëüòîíèàíà (6.62) äàþò íåäèàãîíàëüíûéâêëàä â ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó. Íàïðèìåð,
〈
. . . (Si − 1) . . . Sj . . .

∣∣ S+
i S
−
j

∣∣ . . . Si . . . (Sj − 1) . . .
〉

=

=
√

(S + Si) (S − Si + 1) (S + Sj) (S − Sj + 1) ≡ (6.68)
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≡
√
ni(2S − ni + 1)nj(2S − nj + 1); nm = S + Sm.�àññìîòðèì äàëåå êîíêðåòíûé ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìàò-ðèöû äëÿ ñïèíîâîé ñèñòåìû.Ïóñòü åñòü ïåðèîäè÷åñêè çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èç òðåõ óçëîâ (Na = 3), îïèñûâàåìàÿ

XX-ìîäåëüþ ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H = −

3∑

i=1

(
SX

i SX
i+1 + SY

i SY
i+1 + SZ

i SZ
i+1

)
,ïðè÷åì ìàêñèìàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà íà óçëå S = 1, à ñóììàðíàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíàíà îñü z ðàâíà íóëþ: ∑

i

SZ
i = 0.Ïåðåïèøåì ãàìèëüòîíèàí â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ SZ , S+, S−:

H = −
3∑

i=1

(
SZ

i SZ
i+1 +

1

2

(
S+

i S−
i+1 + S+

i+1S
−
i

))
.Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê �èêòèâíûì áîçîíàì,

N =
∑

i

ni =
∑

i

(
S + SZ

i

)
= 3.Áàçèñ äëÿ òàêîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç ñåìè �óíêöèé:

Φ1= |012〉 ; Φ2= |021〉 ; Φ3= |102〉 ; Φ4= |111〉 ;

Φ5= |120〉 ; Φ6= |201〉 ; Φ7= |210〉 .êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ñïèíîâûì êîí�èãóðàöèÿì:
Φ1 ⇒ |−1; 0; 1〉 ; Φ2 ⇒ |−1; 1; 0〉 ; Φ3 ⇒ |0;−1; 1〉 ; Φ4 ⇒ |0; 0; 0〉 ;

Φ5 ⇒ |0; 1;−1〉 ; Φ6 ⇒ |1;−1; 0〉 ; Φ7 ⇒ |1; 0;−1〉 .Ñ ó÷åòîì (6.67) è (6.68) íàõîäèì ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó:
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H =




1 −1 −1 −1 0 0 0

−1 1 0 −1 −1 0 0

−1 0 1 −1 0 −1 0

−1 −1 −1 0 −1 −1 −1

0 −1 0 −1 1 0 −1

0 0 −1 −1 0 1 −1

0 0 0 −1 −1 −1 1




.

Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû íàõîäèòñÿ âêëàä îò äèàãîíàëüíûõîïåðàòîðîâ SZ , à âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàñïîëàãàþòñÿ âêëàäû îò îïåðàòîðîâ S±.Ïîñëå ïðîöåäóðû äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû îáû÷íîòðåáóåòñÿ ðàññ÷èòàòü ðàçëè÷íûå êîððåëÿöèîííûå ñðåäíèå, òàêèå êàê,íàïðèìåð, 〈SZi SZj 〉0 ≡
〈
Ψ0

∣∣ SZi SZj
∣∣ Ψ0

〉, ãäå Ψ0 � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Êàæäàÿ ïîëó÷åííàÿ ïîñëå äèàãîíàëèçà-öèè ñîáñòâåííàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ãàìèëüòîíèàíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ èñõîäíûõ óçåëüíûõ �óíêöèé:
Ψm=

∑

n

CnmΦn, (6.69)ãäå Cnm � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé Ψ ïî áàçèñó
Φ. Ïîñêîëüêó ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà SZi SZj â áàçèñå Φ èçâåñòíû,òî

〈SiSj〉0 =
∑

nn′

Cn0Cn′0 〈Φn | SiSj | Φn′〉. (6.70)Àíàëîãè÷íî ðàññ÷èòûâàþòñÿ è äðóãèå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû. Âñå ïðà-âèëà ðàñ÷åòà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ �åðìèîíîâ è áîçîíîâ, òàêæå ïðèìåíèìûè äëÿ ñïèíîâûõ ñèñòåì.
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6.4 Èíâàðèàíòû â ñïèíîâûõ ìîäåëÿõ�àññìîòðèì ìîäåëü �åéçåíáåðãà ñ âíåøíèì ïîëåì, íàïðàâëåííûì âäîëüîñè z:

H = −1

2

∑

i6=j
Jij

−→
S i

−→
S j −HZ

∑

i

SZi . (6.71)Îêàçûâàåòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå â ñèñòåìå ñîõðàíÿåòñÿ ïðîåêöèÿ ïîëíîãî ñïè-íà ñèñòåìû íà îñü z:
SZ =

∑

i

SZi = const. (6.72)Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (6.72), äëÿ ÷åãî ðàññìîòðèì êîììóòàòîð [H,SZ].Èìååì:
[
H,SZ

]
=

[
H,
∑

k

SZk

]
=

[
−1

2

∑

i6=j
Jij

−→
S i

−→
S j −HZ

∑

i

SZi ,
∑

k

SZk

]
=

=

[
−1

2

∑

i6=j
Jij

−→
S i

−→
S j,

∑

k

SZk

]
=

[
−1

2

∑

i6=j
Jij

(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j + S

Z

i
SZj

)
,
∑

k

SZk

]
=

=

[
−1

2

∑

i6=j
Jij
(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j

)
,
∑

k

SZk

]
= (6.73)

=

[
−1

2

∑

i6=j
JijS

X
i S

X
j ,
∑

k

SZk

]
+

[
−1

2

∑

i6=j
JijS

Y
i S

Y
j ,
∑

k

SZk

]
=

= −1

2

∑

i6=j
Jij
(
−iδkjSXi SYk − iδikS

Y
k S

X
j + iδkjS

Y
i S

X
k + iδikS

X
k S

Y
j

)
=
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= −1

2

∑

i6=j
Jij
(
−iSXi SYj − iSYi S

X
j + iSYi S

X
j + iSXi S

Y
j

)
≡ 0,÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå (6.72).�àìèëüòîíîâà ìàòðèöà, òàêèì îáðàçîì, ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè, ñòîÿ-ùèå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñóììàðíûì ïðîåê-öèÿì ñïèíà, âñå ýëåìåíòû âíå ýòèõ áëîêîâ ðàâíû íóëþ:

H =




SZ = −1/2 0 0 0 0 0

0 SZ = 1/2 0 0 0 0

0 0 SZ = −1 0 0 0

0 0 0 SZ = 0 0 0

0 0 0 0 SZ = 1 0

0 0 0 0 0 . . .




,

(6.74)è çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà ãðóïïó îòäåëüíûõ çàäà÷ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿñóììàðíîé ïðîåêöèè ñïèíà.�àññìîòðèì òó æå ìîäåëü, ÷òî è â �àçäåëå 6.3, íî áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ñóììàðíóþïðîåêöèþ ñïèíà:
H = −

3∑

i=1

(
SZ

i SZ
i+1 +

1

2

(
S+

i S
−

i+1 + S+
i+1S

−
i

))
.Áàçèñíûõ �óíêöèé â ýòîì ñëó÷àå áóäåò R = 33 = 27:

Φ1= |−1;−1;−1〉 ; Φ2= |−1;−1; 0〉 ; Φ3= |−1;−1; 1〉 ;

Φ4= |−1; 0;−1〉 ; . . .; Φ26= |1; 1; 0〉 ; Φ27= |1; 1; 1〉 .Ïåðåõîäÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ �èêòèâíûõ áîçîíîâ è ñîðòèðóÿ �óíêöèè â ñîîòâåò-ñòâèè ñ ñóììàðíîé ïðîåêöèåé ñïèíà, ïîëó÷àåì óçåëüíûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñåìèãðóïï (òàáë. 6.4):Èñïîëüçóÿ (6.67) è (6.68), ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó, ïîðòðåò êîòîðîé (ìå-ñòà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ) èçîáðàæåí íà ðèñ. 6.3.
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Òàáëèöà 6.2: Áàçèñíûå �óíêöèèâ ïðåäñòàâëåíèè �èêòèâíûõ áîçîíîâ,óïîðÿäî÷åííûåâ ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëíîé ïðîåêöèåé ñïèíàÑóììàðíàÿïðî-åêöèÿñïèíà −3 −2 −1 0 +1 +2 +3

Áàçèñíûå�óíê-öèè |000〉 |001〉
|010〉
|100〉

|002〉
|011〉
|020〉
|101〉
|110〉
|200〉

|012〉
|021〉
|102〉
|111〉
|120〉
|201〉
|210〉

|022〉
|112〉
|121〉
|202〉
|211〉
|220〉

|122〉
|212〉
|221〉

|222〉

�èñ. 6.3: Ïîðòðåò ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû



204 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÌàòðèöà ãàìèëüòîíèàíà èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä è ñîñòîèò èç ñåìè áëî-êîâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ñåìüþ âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè ïîëíîé ïðîåêöèè ñïèíà ñèñòå-ìû. Íèæå âûïèñàíû ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîìó èç áëîêîâ:
SZ = −3 : H−3 = (−3) ;

SZ = −2 : H−2 =




−1 −1 −1

−1 −1 −1

−1 −1 −1


 ;

SZ = −1 : H−1 =




1 −1 0 −1 0 0

−1 0 −1 −1 −1 0

0 −1 1 0 −1 0

−1 −1 0 0 −1 −1

0 −1 −1 −1 0 −1

0 0 0 −1 −1 1




;

SZ = 0 : H0 =




1 −1 −1 −1 0 0 0

−1 1 0 −1 −1 0 0

−1 0 1 −1 0 −1 0

−1 −1 −1 0 −1 −1 −1

0 −1 0 −1 1 0 −1

0 0 −1 −1 0 1 −1

0 0 0 −1 −1 −1 1




;

SZ = +1 : H+1 =




1 −1 −1 0 0 0

−1 0 −1 −1 −1 0

−1 −1 0 0 −1 −1

0 −1 0 1 −1 0

0 −1 −1 −1 0 −1

0 0 −1 0 −1 1




;

SZ = +2 : H+2 =




−1 −1 −1

−1 −1 −1

−1 −1 −1


 ;

SZ = +3 : H+3 = (−3) .Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóëåâîé ñóììàðíîé ïðîåêöèè ñïèíà, ïî-ëó÷èëàñü â òî÷íîñòè ñîâïàäàþùåé ñ ìàòðèöåé â çàäà÷å ñ �èêñèðîâàííîé ïîëíîé ïðî-åêöèåé ñïèíà.



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 205Óòâåðæäåíèå (6.72) òàêæå ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, åñëè çàïèñàòü ãà-ìèëüòîíèàí â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ S+ è S− (ñì. (6.62)). Âèäíî, ÷òîäåéñòâèå êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ, âõîäÿùèõ â ãàìèëüòîíèàí, íå ìåíÿåòñóììàðíîé ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z � îïåðàòîðû âèäà S+
i S
−
j ëèøü ìåíÿ-þò ïðîåêöèè íà óçëàõ i è j, îñòàâëÿÿ ñóììó ýòèõ ïðîåêöèé íåèçìåííîé.Åñëè æå ïîëå íàïðàâëåíî ïîä óãëîì ê îñè z, ò.å. èìåþòñÿ íåíóëåâûåêîìïîíåíòû âíåøíåãî ïîëÿ è ïî äðóãèì íàïðàâëåíèÿì, òî â ãàìèëüòî-íèàíå (6.71) ïîÿâèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå âèäà

△H = HX
∑

i

SXi =
1

2
HX

∑

i

(
S+
i + S−i

)
, (6.75)è ñóììàðíàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü z óæå íå áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ. Ñîîòâåò-ñòâåííî èç-çà òîãî, ÷òî îïåðàòîðû, âõîäÿùèå â (6.75), ìåíÿþò ñóììàðíóþïðîåêöèþ ñïèíà â ñèñòåìå, â ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöå (6.74) âîçíèêíóòíåíóëåâûå ìåæáëî÷íûå ýëåìåíòû, è â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷ó íàäî ðåøàòüñ íå�èêñèðîâàííîé ïðîåêöèåé ñïèíà, ò.å. ðàññìàòðèâàòü âñþ ìàòðèöó Höåëèêîì.Òåì íå ìåíåå, åñëè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èçîòðîïåí, òî äàæå â ýòîìñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàññìîòðåííûé âûøå èíâàðèàíò. Äåéñòâè-òåëüíî, åñëè âñå íàïðàâëåíèÿ â ñèñòåìå ýêâèâàëåíòíû, òî âûáîð îïðå-äåëåííîé îñè, âäîëü êîòîðîé êâàíòóåòñÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà, ïðîèçâîëåí, àçíà÷èò, âûáîðîì îñè êâàíòîâàíèÿ z âäîëü íàïðàâëåíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ,

z ↑↑ −→
H , çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê (6.71). Òîãäà ñëåäóþùèå äâå êâàíòîâûåçàäà÷è áóäóò ýêâèâàëåíòíû:

H = −1

2
J
∑

〈ij〉

(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j + S

Z

i
SZj

)
−HZ

∑

i

SZi ;

H = −1

2
J
∑

〈ij〉

(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j + S

Z

i
SZj

)
−HX

∑

i

SXi .



206 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
6.5 Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäåëè �åéçåíáåðãà.Ñïåêòð âîçáóæäåíèé�àññìîòðèì àíèçîòðîïíóþ XX-ìîäåëü âî âíåøíåì ïðîäîëüíîì ïîëå:

H = −1

2

∑

〈ij〉

(
J⊥
(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j

)
+ J‖S

Z
i S

Z
j

)
−HZ

∑

i

SZi . (6.76)Äîêàæåì, ÷òî çàìåíà J⊥ íà −J⊥ íå ìåíÿåò ñïåêòðà ñèñòåìû, åñëèâçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ìåæäó áëèæàéøèìèñîñåäÿìè. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îïå-ðàòîðíîå òîæäåñòâî:
e−iϕS

Z

S±eiϕS
Z

= S±e∓iϕ. (6.77)Â ýòîì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî ïàðàìåòðó ϕ è èñ-ïîëüçîâàíèåì êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé.Äàëåå ðàçîáüåì âñþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ðåøåòêó íà äâå ïîäðåøåòêè Aè B, âëîæåííûå äðóã â äðóãà, òàê ÷òî äëÿ óçëà A âñåãäà áëèæàéøèìè ñî-ñåäÿìè áóäóò óçëû B, è íàîáîðîò. Ïðèìåíèì êî âñåì óçëàì A óíèòàðíîåïðåîáðàçîâàíèå âèäà
U = exp

(
iπ
∑

iA

SZiA

)
, (6.78)êîòîðîå, ñîãëàñíî (6.77), ìåíÿåò çíàê ó îïåðàòîðîâ S± ïîäðåøåòêè A:

U−1S±iAU = −S±iA . (6.79)Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ýòî óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê ãàìèëüòîíèàíó, íà-õîäèì:
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U−1HU = −1

2

∑

〈ij〉

(
J⊥
(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j

)
− J‖S

Z
i S

Z
j

)
−HZ

∑

i

SZi . (6.80)Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ó ïîïåðå÷íîé ñîñòàâëÿþùåé îáìåííîãîâçàèìîäåéñòâèÿ ïîìåíÿëñÿ çíàê, à ñïåêòð îïåðàòîðà H ïðè ýòîì ïðå-îáðàçîâàíèè íå ìåíÿåòñÿ (ñì. (4.24)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàñ÷åòåïåðåä êîý��èöèåíòîì J⊥ ìîæíî âûáðàòü ëþáîé óäîáíûé çíàê, à �èçè-÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû � �åððîìàãíåòèçì èëè àíòè�åððîìàãíåòèçì �áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî çíàêîì ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé J‖.Äàëåå êðàòêî ïåðå÷èñëåíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ðå-çóëüòàòû äëÿ ìîäåëè �åéçåíáåðãà.Ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå îäíîìåðíîé XX-ìîäåëè äëÿ S = 1/2[8℄, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì àíçàòöà Áåòå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âíåøíåå ïîëåîòñóòñòâóåò è J‖ ≥ J⊥, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ �åððîìàãíèòíûì,âñå ñïèíû èìåþò òîëüêî ìàêñèìàëüíûå ïðîåêöèè +S, è ýíåðãèÿ ñèñòåìûðàâíà
E0 = −NaZJ‖S

2/2, (6.81)ãäå Z � ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé.Áûëè ïîëó÷åíû îòâåòû è äëÿ ñèòóàöèè àíòè�åððîìàãíèòíîé öåïî÷-êè, J‖ < J⊥, è ðàññ÷èòàí ñïåêòð âîçáóæäåíèé. Èçâåñòíû òàêæå àíàëèòè-÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ îäíîìåðíîé XY -ìîäåëè (6.52) [8℄.Äëÿ öåëîãî ñïèíà (íàïðèìåð, S = 1) â àíòè�åððîìàãíèòíûõ ìîäåëÿõèçâåñòíî, ÷òî â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé èìååòñÿ ùåëü (ùåëü Õîëäåéíà) [8℄,â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïîëóöåëîãî ñïèíà âîçáóæäåíèÿ, êàê ïðàâèëî, � ñïèíî-âûå âîëíû ñ ëèíåéíûì çàêîíîì äèñïåðñèè. Â �åððîìàãíèòíûõ ìîäåëÿõâîçáóæäåíèÿ íàä îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì (ìàãíîíû) ÿâëÿþòñÿ êâàçè÷àñòè-öàìè ñ áîëüøîé ý��åêòèâíîé ìàññîé è ñòàòèñòèêîé Áîçå [10℄.Îñîáûé ñëó÷àé � ìîäåëü Èçèíãà (6.55), äëÿ íåå èçâåñòíû àíàëèòè÷å-ñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ îäíîìåðíîãî è äâóìåðíîãî ñëó÷àåâ. Ìîäåëü Èçèíãà



208 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èáóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà äàëåå ïðè èçó÷åíèè ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî.Äåòàëüíî íå áóäåì êàñàòüñÿ îãðîìíîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé ñïèíî-âûõ ìîäåëåé [8, 11, 28℄. Ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ ïðè èññëåäîâàíèè ñïè-íîâûõ ìîäåëåé â äâóõ- è òðåõìåðíîé ñèòóàöèÿõ ïîëó÷åí ïðè ïîìîùèðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãîïîëÿ.�àññìîòðèì äëÿ èëëþñòðàöèè àíàëèòè÷åñêèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûéâ ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ äëÿ ñëó÷àÿ S = 1/2 è ñëåäóþùåãî ãàìèëü-òîíèàíà:
H = −HZ

∑

k

σZk − 1

2

∑

kk′

Jkk′
−→σ ⊥k−→σ

⊥
k′, (6.82)ãäå −→σ ⊥k =

{
σXk , σ

Y
k , 0
}

; σXk , σ
Y
k , σ

Z
k � ìàòðèöû Ïàóëè.Àíèçîòðîïíûé ãàìèëüòîíèàí (6.82) ó÷èòûâàåò, òàêèì îáðàçîì, òîëü-êî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñïèíàìè â ïëîñêîñòè xy è âçàèìîäåéñòâèå ñïè-íîâ ñ âíåøíèì ïîëåì ïî îñè z.Ïðåäñòàâèì âçàèìîäåéñòâèå â ïëîñêîñòè â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïî-ëÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σkσk′ ≈ 〈σk〉σk′ + σk 〈σk′〉 − 〈σk〉 〈σk′〉 , (6.83)ãäå 〈σk〉 � ñðåäíåå çíà÷åíèå ñïèíà íà óçëå k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûéñïèí âçàèìîäåéñòâóåò ñ óñðåäíåííûì ïîëåì îñòàëüíûõ ñïèíîâ. �àçëîæå-íèå (6.83) ñïðàâåäëèâî ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòè÷íûõ ïîïðàâîê ïî îò-êëîíåíèþ ñïèíà îò ñðåäíåãî, òàê êàê åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(σk − 〈σk〉) (σk′ − 〈σk′〉) ≈ 0. (6.84)Ââåäåì ñðåäíåå ïîëå ñïèíîâ, äåéñòâóþùèõ íà âûäåëåííûé ñïèí σk, âñëåäóþùåì âèäå:

△k =
∑

k′

Jkk′
〈
σ⊥k′
〉
, (6.85)



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 209òîãäà ãàìèëüòîíèàí (6.82) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
H = −

∑

k

(
σZk H

Z + σ⊥k △k

)
+

1

2

∑

k

△k

〈
σ⊥k
〉
. (6.86)Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö Ïàóëè êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïåðâîéñóììå â (6.86) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

△k=σ
Z
k H

Z + σ⊥k △k =

(
HZ △X

k − i△Y
k

△X
k + i△Y

k −HZ

)
. (6.87)Ýòó ìàòðèöó íåñëîæíî äèàãîíàëèçîâàòü, ò.å. ðåøèòü ñåêóëÿðíîå óðàâíå-íèå △− λI = 0. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà áóäóò

λ1,2 = ±
√

(HZ)2 + |△|2; |△|2 =
(
△X
)2

+
(
△Y
)2
, (6.88)è ìàòðèöû △k ïðèíèìàþò äèàãîíàëüíûé âèä:

△k =

(
1 0

0 −1

)
Hk = σZk Hk; Hk =

√
(HZ)2 + |△k|2. (6.89)Òàêèì, îáðàçîì, ïðîöåäóðà àíàëèòè÷åñêîé äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòî-íèàíà ýêâèâàëåíòíà â ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå ïîâîðîòó îñè êâàíòîâàíèÿ

z íà íåêîòîðûé óãîë îòíîñèòåëüíî ñòàðîãî ïîëîæåíèÿ, òàê ÷òî ïîä íî-âûì óãëîì âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâ ñ ý��åêòèâíûì ïîëåì Hk áóäåò äèà-ãîíàëüíûì, à ïðîåêöèè ñïèíà σZk áóäóò êâàíòîâàòüñÿ âäîëü íîâîé îñè. Ñó÷åòîì (6.86) ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä
H = −

∑

k

σZkHk +
1

2

∑

k

△k

〈
σ⊥k
〉
. (6.90)Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíà

E0 = −
∑

k

Hk +
1

2

∑

k

△k

〈
σ⊥k
〉
. (6.91)
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�èñ. 6.4: Íîâàÿ îñü êâàíòîâàíèÿ íàïðàâëåíà âäîëü ïîëÿ HkÂ âûðàæåíèè (6.91) ïîêà íå èçâåñòåí ïàðàìåòð 〈σ⊥k 〉. Äëÿ åãî îïðåäå-ëåíèÿ ñëåäóåò ïðîâàðüèðîâàòü (6.91) ïî 〈σ⊥k 〉 äëÿ �èêñèðîâàííîãî óçëà
k:

∂E0

∂
〈
σ⊥k
〉 = 0 ⇒ △k =

∑

k′

Jkk′
△k′√

(HZ)2 + (△k′)
2
. (6.92)�åøåíèå ýòîãî òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ è ïðèâîäèò ê îòâåòó. Åñëèðàññìîòðåòü �åððîìàãíèòíûé ñëó÷àé è îãðàíè÷èòüñÿ âçàèìîäåéñòâèåìëèøü ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè, ïîëîæèâ Jkk′ ≡ J > 0, òî íàõîäèì:

△k ≡ △ =

√
(ZJ)2 − (HZ)2;

〈
σ⊥k
〉

=
△
ZJ

, (6.93)ãäå Z � ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ èìååì:
E0 =

∑

k

(
−Hk +

△kσ
⊥
k

2

)
= − Na

2ZJ

(
(ZJ)2 +

(
HZ
)2)

. (6.94)Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îòâå÷àåò îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû ñïè-íîâ, â êîòîðîì âñå îíè ïîâåðíóòû ïî íàïðàâëåíèþ íîâîé îñè êâàíòîâàíèÿâäîëü ïîëÿ Hk (�èñ. 6.4).�àññìîòðèì äàëåå îñíîâíîå è âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ â �åððî- èàíòè�åððîìàãíèòíîé ìîäåëÿõ �åéçåíáåðãà è ñðàâíèì èõ äðóã ñ äðóãîì



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 211(äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî èçó÷åíèÿ âîïðîñà ñì. [8, 10℄). Äëÿ ïðîñòîòû âû-áåðåì XX-ìîäåëü (6.56) áåç âíåøíåãî ïîëÿ è çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí âòåðìèíàõ îïåðàòîðîâ SZ , S±:
H = −J

2

∑

〈ij〉

(
SZi S

Z
j +

1

2

(
S+
i S
−
j + S−i S

+
j

))
. (6.95)Îáîáùèì ñíà÷àëà ðåçóëüòàò (6.81) äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ�åððîìàãíèòíîé ìîäåëè (J > 0) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàêñèìàëüíîé ïðî-åêöèè S è íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî,âêëàä â ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (6.47) äàþò òîëüêî îïåðàòîðû SZâ (6.95), à ïîïåðå÷íûå ñîñòàâëÿþùèå âèäà S+S− íå äàþò âêëàäà, òàê êàêâ îñíîâíîì ñîñòîÿíèè âñå ïðîåêöèè ìàêñèìàëüíû, è äåéñòâèå îïåðàòîðà

S+ ïðèâîäèò ê �èçè÷åñêîìó íóëþ: S+ |S〉 ≡ 0, à çíà÷èò, ðåçóëüòàò (6.81)äëÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì.Äëÿ àíòè�åððîìàãíèòíîãî ñëó÷àÿ (J < 0) âñå îáñòîèò íå òàê ïðî-ñòî. Äëÿ îïèñàíèÿ àíòè�åððîìàãíèòíîãî ñîñòîÿíèÿ (ñì. (6.48)) ñëåäóåòââåñòè äâå ïîäðåøåòêè, âëîæåííûå äðóã â äðóãà, â îäíîé èç êîòîðûõ âñåñïèíû íàïðàâëåíû, â îñíîâíîì, ââåðõ (ïîäðåøåòêà �+�), à â äðóãîé � âíèç(ïîäðåøåòêà �-�). Ñóììàðíûé ñïèí ñèñòåìû áóäåò ðàâåí íóëþ â îñíîâíîìñîñòîÿíèè, íî â êàæäîé èç ïîäðåøåòîê îí ïðèíèìàåò ìàêðîñêîïè÷åñêîåçíà÷åíèå, áëèçêîå, íî íå ðàâíîå òî÷íî SNa/2, ãäå Na � ÷èñëî óçëîâ â ïðî-ñòðàíñòâåííîé ðåøåòêå, òàê ÷òî óïîðÿäî÷åííîå ñîñòîÿíèå (ýòî ñîñòîÿíèåíàçûâàåòñÿ íååëåâñêèì) òàêæå èìååò ìåñòî. Âêëàä â ýíåðãèþ îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ îò ïîïåðå÷íûõ êîìïîíåíò âçàèìîäåéñòâèÿ â àíòè�åððîìàã-íèòíîì ñëó÷àå áóäåò ìàë, íî íå ðàâåí íóëþ, òàê ÷òî ìîæíî çàïèñàòüëèøü ïðèáëèæåííî, ÷òî
E0 ≈ −NaZ

∣∣J‖
∣∣S2

2
. (6.96)Îòëè÷èå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îò (6.96) îñî-áåííî ñóùåñòâåííî ïðè ïîíèæåíèè ðàçìåðíîñòè. Ñðàâíèì ýíåðãèè îñíîâ-íîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ �åððî- è àíòè�åððîìàãíèòíîé ìîäåëåé ïðè ðàñ÷åòå



212 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÒàáëèöà 6.3: Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñïèíîâûõ êëà-ñòåðîâÏàðàìåòðû ìîäå-ëè Ôåððîìàãíåòèê,
J > 0

Àíòè�åððîìàãíåòèê,
J < 01D: Na = 10;

|J | = 1; S = 1/2

E0 = −2.5 E0 = −4.5154462D: Na = 4 × 4;
|J | = 1; S = 1/2

E0 = −8.0 E0 = −9.1892071D: Na = 10;
|J | = 1; S = 1

E0 = −10.0 E0 = −14.094131D: Na = 3 × 3;
|J | = 1; S = 1

E0 = −18.0 E0 = −17.32228êîíêðåòíûõ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ñïèíîâûõ êëàñòåðîâ ñ ïåðèîäè÷å-ñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ìåòîäîì òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëü-òîíîâîé ìàòðèöû (òàáë. 6.5).Âèäíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ìàêñèìàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà è ÷åì âûøåðàçìåðíîñòü, òåì áëèæå ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àíòè�åððîìàãíå-òèêà ê çíà÷åíèþ âûðàæåíèÿ (6.96).Ïðè÷èíà ðàçëè÷èé � â íóëåâûõ êîëåáàíèÿõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäå-íèé â àíòè�åððîìàãíåòèêå è âñå áîëüøåì èõ âêëàäå â îñíîâíîå ñîñòî-ÿíèå ïðè ïîíèæåíèè ðàçìåðíîñòè. Òàêæå ïðè óâåëè÷åíèè âåëè÷èíû Sñïèí ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå �êëàññè÷åñêèì�, è âêëàä íóëåâûõ êîëåáàíèéîñëàáåâàåò. Â òî æå âðåìÿ â ñïåêòðå �åððîìàãíåòèêà òàêèõ íóëåâûõ êî-ëåáàíèé íåò.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü ïðèðîäó âîçáóæäåíèé â �åððî- è àíòè�åð-ðîìàãíåòèêå, ðàññìîòðèì ñïåêòð âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé â êàæäîì èçñëó÷àåâ [8, 10℄.Â ñëó÷àå �åððîìàãíèòíîé ìîäåëè �åéçåíáåðãà z-ïðîåêöèÿ ñïèíà íàóçëå äëÿ íèçøèõ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ìàêñè-ìàëüíîé ïðîåêöèè S, è îïåðàòîðû S± â (6.95) íà÷èíàþò äàâàòü íåíó-
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�èñ. 6.5: Èçìåíåíèå ïðîåêöèé ñïèíà íà óçëàõ i è j ýêâèâàëåíòíî ïåðåìå-ùåíèþ ìàãíîíà ïî ðåøåòêåëåâîé âêëàä, ÷òî ïðèâîäèò ê ïåðåìåùåíèþ âîçáóæäåíèÿ ñ óçëà íà óçåë(�èñ. 6.5). Òàêèå âîçáóæäåíèÿ íàçûâàþòñÿ ìàãíîíàìè. Ïðè ýòîì ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ìàãíîíîâ ìàëà, è z-ïðîåêöèÿ âñå åùå áëèçêàâ ñðåäíåì ê ìàêñèìàëüíîé ïðîåêöèè S, ëèøü â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèèïîÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå ïîïåðå÷íûå âêëàäû îò îïåðàòîðîâ S±.Äëÿ äàëüíåéøåé àíàëèòè÷åñêîé äèàãîíàëèçàöèè ââîäÿò íîâûå îïåðà-òîðû:
a+
i =

S−i√
2S

; ai =
S+
i√
2S

; a+
i ai = ni = S − SZi . (6.97)Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ ó÷åòîì ïåðåíîðìèðîâêè íà √

2S ýòè îïåðà-òîðû îïèñûâàþò ðàññìîòðåííûå ðàíåå �èêòèâíûå áîçîíû (ñì. (6.63) �(6.65)), ââîäèìûå äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû. Â ñëó÷àå
SZ ≈ S = const èç (6.97) íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíûå áîçåâñêèåñîîòíîøåíèÿ êîììóòàöèè:

aia
+
i′ − a+

i′ ai = δii′. (6.98)Òàêèì îáðàçîì, íîâûå êâàçè÷àñòèöû-âîçáóæäåíèÿ, ìàãíîíû, ÿâëÿ-þòñÿ áîçîíàìè, à ïîñëå àíàëèòè÷åñêîé äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà(ïîäðîáíîñòè ñì. â [10℄) ìîæíî íàéòè ñïåêòð ìàãíîíîâ. Ïîñëå çàìåíûîïåðàòîðîâ â ìîäåëè (6.95) ñîãëàñíî (6.97) è ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü ÷èñëàâîçáóæäåíèé, íàõîäèì:



214 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
H = E0 + SJ

∑

〈ij〉
(δij − 1)a+

i aj . (6.99)Ïåðåõîäÿ ê �óðüå-êîìïîíåíòàì, ïîëó÷àåì ñïåêòð ìàãíîíîâ ω(q):
H = E0 +

∑

q

~ω (q) a+
q aq; (6.100)

ω (q) = SJ
∑

j

(
1 − ei

−→q −→r j

)
≈ SJa2q2

|q→0 ,ãäå a � ïåðèîä ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè ñïèíîâ. Ñïåêòð ìàãíîíîâ ïðèìàëûõ èìïóëüñàõ êâàäðàòè÷åí, ïîýòîìó ìàãíîíû ÿâëÿþòñÿ âîçáóæäåíè-ÿìè áîçîííîãî òèïà ñ ý��åêòèâíîé ìàññîé m∗ = ~
2/2SJa2. Çàìåòèì, ÷òîïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ìàãíîíîâ íåò, è ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿðàâíà çíà÷åíèþ (6.81).Äëÿ àíòè�åððîìàãíåòèêà ñïåêòð âîçáóæäåíèé íàõîäèòñÿ ïîäîáíûìæå îáðàçîì [10℄, òîëüêî ââîäÿòñÿ äâå ïîäðåøåòêè, è �èêòèâíûå áîçîíûîïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:äëÿ ïîäðåøåòêè “+′′ : a

+
i =

S−i√
2S

; ai =
S+
i√
2S

; (6.101)äëÿ ïîäðåøåòêè “−′′ : a
+
i =

S+
i√
2S

; ai =
S−i√
2S
.Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè íîâûå îïåðàòîðû òàêæå ÿâëÿþòñÿ áîçåâ-ñêèìè îïåðàòîðàìè ïðè ∣∣SZ∣∣ ≈ S = const.7 Ïîëàãàÿ äàëåå, ÷òî äëÿ ïîäðåøåòêè �+� SZ ≈ S, à äëÿ ïîäðåøåòêè�-� SZ ≈ −S, ñ ó÷åòîì ìàëîñòè ÷èñëà âîçáóæäåíèé íàõîäèì [10℄:

H = E0 +
∑

q

[
~ω (q)

(
a+
q aq +

1

2

)
− ~Aq

]
; (6.102)

ω (q) =
√
A2
q − B2

q ≈
SJZaq√

3 |q→0

; Aq = SJZ; Bq = SJ
∑

j

ei
−→q −→r j .



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 215Òàêèì îáðàçîì, áîçåâñêèå âîçáóæäåíèÿ äëÿ àíòè�åððîìàãíåòèêà èìå-þò ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ èìïóëüñà ëèíåéíûé ñïåêòð ω ∼= vq, èõ íàçûâà-þò ñïèíîâûìè âîëíàìè, à âåëè÷èíà v = SJZa/
√

3 ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþñïèíîâûõ âîëí. Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿ ýíåðãèè àíòè�åððîìàãíå-òèêà (6.102) ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå îòñóòñòâóþò âîçáóæäåíèÿ (âêëàä
〈
a+
q aq
〉

= 0), íî ýíåðãèÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (6.96) äëÿ E0 íà àä-äèòèâíóþ ïîïðàâêó (−∑
q

~Aq

), à òàêæå íà âêëàä íóëåâûõ êîëåáàíèé(÷ëåí ñ 1/2). Ýòî ðàçëè÷èå è îáúÿñíÿåò ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà,ïðåäñòàâëåííûå âûøå â òàáëèöå.Òàêèì îáðàçîì, ó �åððîìàãíåòèêà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñóììàðíàÿïðîåêöèÿ ñïèíà 〈SZ〉
0

= ±Na, à ó àíòè�åððîìàãíåòèêà 〈SZ〉0 = 0. Ïåð-âîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå â àíòè�åððîìàãíåòèêå òàêæå õàðàêòåðèçó-åòñÿ íóëåâîé ïðîåêöèåé ïîëíîãî ñïèíà: 〈SZ〉
1

= 0, òàê êàê ñïèíîâûåâîçáóæäåíèÿ ïðè ñâîåì ðàñïðîñòðàíåíèè ïî êðèñòàëëó íå ìåíÿþò ñóì-ìàðíóþ ïðîåêöèþ ñïèíà.Çíàÿ ñâîéñòâà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è íèçøèõ âîçáóæäåíèé, ìîæíîïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ñïèíîâîé ñèñòåìû ñäåëàòü âûâîä î �àçîâûõ ñî-ñòîÿíèÿõ, â êîòîðûå ïåðåõîäèò ñèñòåìà ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ âçàè-ìîäåéñòâèÿ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà êîíêðåòíîì ÷èñëåííîì ïðèìåðå.�àññìîòðèì ñïèíîâóþ öåïî÷êó ñ S = 1, îïèñûâàåìóþ ñëåäóþùåé ìî-äåëüþ:
H = −J⊥

2

∑

〈ij〉

(
S+
i S
−
j + S−i S

+
j

)
+ J‖

∑

〈ij〉
SZi S

Z
j + U

∑

i

(
SZi
)2
,ãäå U � ïàðàìåòð âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îñüþ ëåãêîãî íàìàãíè÷èâàíèÿ, åñëè

U < 0, èëè ñ ïëîñêîñòüþ ëåãêîãî íàìàãíè÷èâàíèÿ, åñëè U > 0 (ïðè äî-ñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ U ñïèíû ñòðåìÿòñÿ ðàñïîëîæèòüñÿ â ïëîñ-êîñòè xy).Ôàçîâàÿ äèàãðàììà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ýòîé ìîäåëè èçó÷àëàñü â[17, 29, 30℄ òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèåé öåïî÷åê ñ Na ≤ 12 (�èñ. 6.6). �àç-ëè÷íûå �àçîâûå ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì êðèòåðèÿì: 1 �



216 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
S S+ _

i j

i j i j

S S S S
S-1 S-1

S S S S

i j i j�èñ. 6.6: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ìîäåëè�åððîìàãíåòèê(〈SZ〉 = ±Na); 2 � àíòè�åððîìàãíåòèê (〈SZ〉 = 0 êàê âîñíîâíîì ñîñòîÿíèè, òàê è â ïåðâîì âîçáóæäåííîì); 3 � ùåëü Õîëäåéíà(ñîñòîÿíèå ñî ùåëüþ â ñïåêòðå è 〈SZ〉 = ±1 â ïåðâîì âîçáóæäåííîì ñî-ñòîÿíèè); 4 � ñïèíîâàÿ X -æèäêîñòü (áåñùåëåâîå ñîñòîÿíèå ñ 〈SZ〉 = ±1â ïåðâîì âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè). Êðîìå òîãî, â [29℄ íàáëþäàëàñü åùåîäíà �àçà, òàê íàçûâàåìàÿ �spin-1/2-like� X -�àçà (îáëàñòü 5 íà �èñ. 6.6),êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ 〈SZ〉 = 0 â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè è 〈SZ〉 = ±2 âïåðâîì âîçáóæäåííîì.
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6.6 Ñîîòíîøåíèÿ è ïðåäåëüíûå ñëó÷àè äëÿ �åðìè-îííûõ, áîçîííûõ è ñïèíîâûõ ìîäåëåéÌîäåëè, ðàññìîòðåííûå â �ëàâàõ 6, 7 è 8 äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ êâàíòîâûõñòàòèñòèê, ãëóáîêî âçàèìîñâÿçàíû, è â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò ïåðå-õîäèòü äðóã â äðóãà. Èìåííî ïîýòîìó â �åðìè-ñèñòåìå ïðè îïðåäåëåííûõóñëîâèÿõ îáíàðóæèâàþòñÿ ìàãíèòíûå ñâîéñòâà, à ñïèíîâîå óïîðÿäî÷åíèåìîæåò îáëàäàòü âñåìè ñâîéñòâàìè áîçîííîé ñâåðõòåêó÷åé ñèñòåìû.Ñâÿçü ìåæäó áîçîííîé è ñïèíîâûìè ìîäåëÿìèÎäíèì èç ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ áîçîííîé ìîäåëè Õàááàðäà (5.14) ÿâëÿ-åòñÿ XX-ìîäåëü (6.53). Êàê îòìå÷àëîñü, ñòàòèñòèêà hard-ore-áîçîíîâõàðàêòåðèçóåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ óçëîâ áîëåå ÷åì îäíèìáîçîíîì, ò.å. �àêòè÷åñêè ðåàëèçóåòñÿ ïðèíöèï Ïàóëè, êàê äëÿ �åðìèî-íîâ. Îòëè÷èå æå ýòîé ñòàòèñòèêè îò ñëó÷àÿ îò áåññïèíîâûõ �åðìèîíîâçàêëþ÷àåòñÿ â ñèììåòðèè âîëíîâîé �óíêöèè, ò.å. îïåðàòîðû hard-ore-ñòàòèñòèêè áóäóò �åðìèîííûìè íà îäíîì óçëå è áîçîííûìè íà ðàçíûõóçëàõ ðåøåòêè � îíè ïîä÷èíÿþòñÿ òàê íàçûâàåìîé ñìåøàííîé ñòàòèñòè-êå:

aia
+
j − a+

j ai = 0, i 6= j; (6.103)
aia

+
i + a+

i ai = 1.Äëÿ áîçîííîé ìîäåëè Õàááàðäà (5.14) ýòà ñèòóàöèÿ ýêâèâàëåíòíà ñëó-÷àþ áåñêîíå÷íîãî îòòàëêèâàíèÿ íà óçëàõ:
U/t≫ 1. (6.104)Ïðè óñëîâèè (6.104) ãëàâíóþ ðîëü â ãàìèëüòîíèàíå (5.14) èãðàåò ìåæ-óçåëüíîå âçàèìîäåéñòâèå V . Çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí hard-ore-ìîäåëè,



218 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èâêëþ÷èâ â íåãî ÿâíî õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ, äîïóñêàÿ âçàèìîäåéñòâèåíåîáÿçàòåëüíî ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè:
H = −

∑

i6=j
tija

+
i aj +

∑

i6=j
Vijninj − µ

∑

k

nk. (6.105)Ââåäåì ñïèíîâûå îïåðàòîðû SX , SY , SZ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
SZi =

1

2
− a+

i ai; a+
i = SXi − iSYi ; ai = SXi + iSYi . (6.106)Ïðåîáðàçîâàíèå (6.106) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Õîëñòåéíà � Ïðè-ìàêîâà.Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîðû SX , SY , SZ , ââåäåííûå òàêèì îáðà-çîì, ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè äëÿ ñïèíà 1/2, ïîä÷èíÿþòñÿ âñåì êîììóòà-öèîííûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ è âûðàæàþòñÿ ÷åðåçìàòðèöû Ïàóëè:

SX =
1

2
σX ; SY =

1

2
σY ; SZ =

1

2
σZ , (6.107)à ðîæäåíèå èëè óíè÷òîæåíèå áîçîíà íà óçëå i ýêâèâàëåíòíî, ñîîòâåò-ñòâåííî, óìåíüøåíèþ èëè óâåëè÷åíèþ z-ïðîåêöèè ñïèíà íà óçëå i, ò.å.

S−i = a+
i ; S+

i = ai. (6.108)Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.107) â ãàìèëüòîíèàí (6.105), ïîëó÷àåì:
H = −

∑

i6=j
tij
(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j

)
+
∑

i6=j
VijS

Z
i S

Z
j + (6.109)

+
∑

i6=j
Vij

(
1

4
− SZi

)
− µ

∑

i

(
1

2
− SZi

)
,èëè, óáèðàÿ íåñóùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå â õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, è ïðåä-ïîëàãàÿ, ÷òî tij ≡ t, Vij ≡ V , èìååì:

H = −t
∑

i6=j

(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j

)
+ V

∑

i6=j
SZi S

Z
j − µ′

∑

i

(
1

2
− SZi

)
. (6.110)



6. Ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû 219�àìèëüòîíèàí (6.110) ÿâëÿåòñÿ XX-ìîäåëüþ äëÿ ñïèíà 1/2 ñ àìïëè-òóäîé âçàèìîäåéñòâèÿ t â ïëîñêîñòè xy, è V � ïî îñè z. Ïðè t = −Vìîäåëü îïèñûâàåò èçîòðîïíûé ãåéçåíáåðãîâñêèé �åððîìàãíåòèê; åñëè
t > 0, V > 0, òî ìîäåëü îïèñûâàåò �åððîìàãíèòíîå óïîðÿäî÷åíèå â xy-ïëîñêîñòè è àíòè�åððîìàãíèòíîå � ïî îñè z. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëîìáîçîíîâ â hard-ore-ìîäåëè è ïîëíîé ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü z â ñïèíîâîéìîäåëè èìååò âèä

N =
Na

2
−
∑

i

〈
SZi
〉
, (6.111)òàê ÷òî ïîëíàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü z ðàâíà íóëþ ïðè N = Na

2
.Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìîäåëüþ Õàááàðäà è ñïèíîâûìè ìîäåëÿ-ìèÑîîòâåòñòâèå ìåæäó ìîäåëüþ Õàááàðäà è ñïèíîâûìè ìîäåëÿìè ñïðà-âåäëèâî òîëüêî â ïðåäåëå ñèëüíîãî îòòàëêèâàíèÿ íà óçëå. Âûâîä, ïðè-âîäèìûé íèæå, â ïîäðîáíîñòÿõ ïðèâåäåí â [10℄, çäåñü æå ëèøü êðàòêîîáñóäèì ìåòîäèêó âûâîäà è ðåçóëüòàòû.�àññìîòðèì ìîäåëü Õàááàðäà

H = −t
∑

i6=j,σ
a+
iσajσ + U

∑

i

ni↑ni↓ (6.112)â ïðåäåëå
t/U ≪ 1. (6.113)�àçäåëèì ãàìèëüòîíèàí (6.112) íà íåñêîëüêî ñëàãàåìûõ:

H = Td + Th + Tmix + V, (6.114)ãäå
V = U

∑

i

ni↑ni↓;
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Td = −t

∑

i6=j,σ

(
ni,−σa

+
iσajσnj,−σ + h.c.

)
; (6.115)

Th = −t
∑

i6=j,σ

(
(1 − ni,−σ) a

+
iσajσ (1 − nj,−σ) + h.c.

)
;

Tmix = −t
∑

i6=j,σ

(
(1 − ni,−σ) a

+
iσajσnj,−σ + ni,−σa

+
iσajσ (1 − nj,−σ) + h.c.

)
.Âêëàä Td â (6.115) îïèñûâàåò ïåðåñêîêè ýëåêòðîíà ñ óçëà íà óçåë, êî-ãäà îáà óçëû çàíÿòû ýëåêòðîíàìè ñ ïðîòèâîïîëîæíûì ñïèíîì; ñëàãàåìîå

Th îòâå÷àåò ïåðåñêîêàì ýëåêòðîíîâ íà óçëû, íåçàïîëíåííûå ýëåêòðîíàìèñ ïðîòèâîïîëîæíûì ñïèíîì; ñëàãàåìîå Tmix îïèñûâàåò òàêèå ïðîöåññûïåðåñêîêà ýëåêòðîíà, êîãäà ëèáî îäèí, ëèáî äðóãîé, íî íå äâà îäíîâðå-ìåííî, óçëà, ó÷àñòâóþùèõ â ïåðåñêîêå, çàíÿòû ýëåêòðîíîì ñ ïðîòèâî-ïîëîæíûì ñïèíîì. Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå U/t ≫ 1ñàìûé ìàëûé âêëàä äàåò ñëàãàåìîå Td, òàê êàê îïèñûâàåìûé èì ïðîöåñññâÿçàí ñ áîëüøîé äîáàâêîé ê ýíåðãèè ýëåêòðîíà, △E ∼ U ; â äàëüíåéøåìýòèì ñëàãàåìûì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêæå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì
V , òàê êàê âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ íà îäíîì óçëå äâóõ ýëåêòðîíîâ ìàëàïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ U .Äàëåå ê ãàìèëüòîíèàíó ïðèìåíÿåòñÿ óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Q,âèä êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èç äàëüíåéøåãî àíàëèçà, è ñòðîèòñÿ ý��åê-òèâíûé ãàìèëüòîíèàí

Heff = e−iQHeiQ. (6.116)�àñêëàäûâàÿ äàëåå (6.116) ïî ïàðàìåòðó t/U , èìååì:
Heff ≈ H − i [Q,H ] . (6.117)Ïðè ýòîì óäîáíî ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà ïåðåïèñàòü â ñïèíîâûõ îïåðà-òîðàõ äëÿ ñïèíà S = 1/2, ââîäèìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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S+
i = a+

i↑ai↓; S−i = a+
i↓ai↑; SZi =

1

2

(
ni↑ − ni↓

)
. (6.118)Ñ ó÷åòîì (6.118) ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò ñëåäóþùèéîêîí÷àòåëüíûé âèä [10, 11℄:

Heff = −t
∑

i6=j,σ

(
(1 − ni,−σ) a

+
iσajσ (1 − nj,−σ) + h.c.

)
+

+
2t2

U

∑

ij

(−→
S i

−→
S j −

1

4
ninj

)
. (6.119)�àìèëüòîíèàí (6.119) � ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ãàìèëüòîíèàíà Õàááàðäàïðè áîëüøèõ U . Åãî íàçûâàþò òàêæå t-J-ìîäåëüþ, õàðàêòåðèçóþùåéñÿòåì, ÷òî â óçåëüíîì áàçèñå ýòîé ìîäåëè îòñóòñòâóþò êîí�èãóðàöèè ñäâîéíûì çàïîëíåíèåì óçëà.Ïðè ïîëîâèííîì çàïîëíåíèè, êîãäà íà êàæäûé óçåë ïðèõîäèòñÿ îäèíýëåêòðîí, ïåðâîå ñëàãàåìîå â (6.119) ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, è ìîäåëüñòàíîâèòñÿ òî÷íîé èçîòðîïíîé àíòè�åððîìàãíèòíîé ìîäåëüþ �åéçåíáåð-ãà äëÿ ñïèíà S = 1/2 (çà âû÷åòîì íåñóùåñòâåííîé ïîñòîÿííîé):

Heff =
2t2

U

∑

ij

(−→
S i

−→
S j −

1

4

)
. (6.120)
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−→

−→�èñ. 7.1: Ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îäíîìåðíîé è äâóìåðíîéñèñòåì
7 Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèåîñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèèÂ ýòîé ãëàâå áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîéäèàãîíàëèçàöèè êîíå÷íûõ êëàñòåðîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñîêðàòèòü îáú-åì âû÷èñëåíèé è ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ �èçè÷åñêóþ èí�îðìàöèþ îñèñòåìå èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî àíàëèçà.7.1 Êîíå÷íûå êëàñòåðû è òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðè-àíòíîñòüÂ áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàåìûå êîíå÷íûå ñèñòåìû, êëàñòåðû,âûáèðàþòñÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (�èñ. 7.1) äëÿ òî-ãî, ÷òîáû âñå óçëû ñèñòåìû áûëè ýêâèâàëåíòíûìè. Áóäåì äàëåå ïîëà-ãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå êëàñòåðû � îäíîìåðíûå öåïî÷êè äëèíîé Lx,èëè äâóìåðíûå ñèñòåìû ðàçìåðîì Lx×Ly, èëè òðåõìåðíûå ñèñòåìû ðàç-ìåðîì Lx×Ly×Lz.



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè223Äëÿ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ ìîæåò áûòü âûáðàíà è äðóãàÿ, íåîáÿçàòåëü-íî ïåðèîäè÷åñêàÿ, ãåîìåòðèÿ êëàñòåðà (ïåðèîäè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ êëàñòå-ðà íàçûâàåòñÿ òàêæå ãåîìåòðèåé òîðà). Èñïîëüçóþò òàêæå àíòèïåðèî-äè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñâîáîäíûå, èëè íóëåâûå, ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ è äðóãèå âàðèàíòû ãåîìåòðèè êëàñòåðîâ.Äàëåå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî êëàñòåðû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå âñå óçëû ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû, ÷òîïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü îáúåì ðàñ÷åòîâ çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòèãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû.Ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü �îêîâñêîãî áàçèñà ñèñòåìû ìîæíî, åñëè ó÷åñòüñèììåòðèþ êëàñòåðà. Íàïðèìåð, äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè ñNa óçëàìèâîçìîæíî ó÷åñòü òðàíñëÿöèîííóþ èíâàðèàíòíîñòü è ïåðåéòè â ñèñòåìó�óíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïåðà-òîðà òðàíñëÿöèè è îïåðàòîðà èìïóëüñà. Â ýòîì íîâîì áàçèñå ãàìèëüòî-íîâà ìàòðèöà áóäåò èìåòü áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, è ìîæíî îòäåëüíîðåøèòü çàäà÷ó Øðåäèíãåðà äëÿ êàæäîé èç òðàíñëÿöèé èëè äëÿ êàæäîãîñåêòîðà èìïóëüñà.Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íåîáõîäèìû íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ èç òåî-ðèè ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, îáû÷íî ðàññìàòðèâàåìûå â �èçèêå òâåð-äîãî òåëà [4, 31℄. Ñëåäóåò âûÿñíèòü âèä âîëíîâûõ �óíêöèé, äëÿ êîòîðûõñïðàâåäëèâû èíâàðèàíòû, ñâÿçàííûå ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ ïðîñòðàíñòâà.Åñëè èìååòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (êðèñòàë-ëè÷åñêàÿ ðåøåòêà), òî âåêòîð òðàíñëÿöèè −→
R íà ýòîé ñòðóêòóðå îïðåäå-ëÿåòñÿ êàê

−→
R = n1

−→a 1 + n2
−→a 2 + n3

−→a 3, (7.1)ãäå n1, n2, n3 � öåëûå ÷èñëà, −→a 1,
−→a 2,

−→a 3 � áàçèñíûå âåêòîðû ðåøåòêè.Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñ îïðåäåëåííûì íà íåé âåêòîðîì òðàíñëÿöèèíàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé Áðàâý (�èñ. 7.2).Âûáðàâ îäèí èç óçëîâ ðåøåòêè è çàäàâàÿ ðàçëè÷íûå n1, n2, n3, ìîæíîïîëó÷èòü êîîðäèíàòû ëþáîãî èç óçëîâ ðåøåòêè, ò.å. âåêòîðû òðàíñëÿöèè
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a1

a2

R

a

a

=
4

+
3

1

2

�èñ. 7.2: Äâóìåðíàÿ ðåøåòêà Áðàâý(7.1) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ïðîñòðàíñòâåííóþ ðåøåòêó Áðàâý.Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà òðàíñëÿöèè ââåäåì îïåðàòîð òðàíñëÿöèè TR,ïîä äåéñòâèåì êîòîðîãî àðãóìåíò ëþáîé �óíêöèè f(−→r ), îïðåäåëåííîé âïðîñòðàíñòâå ðåøåòêè, ñäâèãàåòñÿ íà −→
R :

TRf (−→r ) = f
(−→r +

−→
R
)
. (7.2)�åçóëüòàò äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ òðàíñëÿöèé íå çàâèñèò îò ïîðÿäêàèõ ïðèìåíåíèÿ, òàê êàê

TRTR′f (−→r ) = TR′TRf (−→r ) = f
(−→r +

−→
R +

−→
R
′)
. (7.3)Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð òðàíñëÿöèè îáëàäàåò ñâîéñòâîì

TRTR′ = TR′TR = TR+R′. (7.4)�àññìîòðèì çàäà÷ó Øðåäèíãåðà íà ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå
HΨ = EΨ, (7.5)ãäå ãàìèëüòîíèàí H òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì ðåøåòêè.Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

TRHΨ=H (r +R) Ψ (r +R) =H (r)Ψ (r +R) =HTRΨ. (7.6)



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè225Òàêèì îáðàçîì,
[TR, H ] = 0, (7.7)ò.å. îïåðàòîð òðàíñëÿöèè êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì. Ýòî îçíà÷à-åò, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ H è T ñóùåñòâóåò îáùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ�óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî:

HΨ = EΨ; TRΨ=c (R)Ψ, (7.8)ãäå c (R) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè. Èç (7.4) ïîëó-÷àåì, ÷òî
TR′TRΨ=c (R)TR′Ψ=c (R) c (R′) Ψ; (7.9)
TR′TRΨ=TR+R′Ψ=c (R +R′)Ψ,à çíà÷èò,

c (R +R′) =c (R) c (R′) . (7.10)Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ êàæäîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ðåøåòêè ìîæíî çà-ïèñàòü:
c (aj) = e2πixj , (7.11)ãäå xj � êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿîïåðàòîðà òðàíñëÿöèè (7.10), íàõîäèì äëÿ âåêòîðà òðàíñëÿöèè −→

R :
c (R) = c(a1)

n1c(a2)
n2c(a3)

n3 = e2πi(x1n1+x2n2+x3n3) = ei
−→
k
−→
R , (7.12)ãäå −→

k � âåêòîð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü âåêòîðà îáðàòíîé ðåøåòêè.Âåêòîð −→
k â (7.12) îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà

−→g âèäà
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−→g −→a = 2πn, (7.13)

n � öåëîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåðàçëîæåíèÿ
−→g =

3∑

α=1

−→
b αmα, (7.14)ãäå mα � öåëûå ÷èñëà, à âåêòîðû −→

b îáû÷íî âûáèðàþòñÿ â âèäå:
−→
b i =

2π [−→a j
−→a k]

(−→a 1 [−→a 2
−→a 3])

, i 6= j 6= k. (7.15)Äëÿ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè ñ ïåðèîäîì a èìååì:
−→
b 1 =

2π

a
−→e 1;

−→
b 2 =

2π

a
−→e 2;

−→
b 3 =

2π

a
−→e 3. (7.16)Âåêòîðû −→

b i íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè âåêòîðàìè îáðàòíîé ðåøåòêè.Îíè âûáðàíû òàê, ÷òî îðòîãîíàëüíû áàçèñíûì âåêòîðàì ïðÿìîé ðåøåò-êè:
−→
b i
−→a j = 2πδij. (7.17)Ëþáîé âåêòîð −→

k îáðàòíîé ðåøåòêè ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñóâåêòîðîâ −→
b i:

−→
k = x1

−→
b 1 + x2

−→
b 2 + x3

−→
b 3. (7.18)Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïî-ÿâëÿþòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè êâàíòîâîé çàäà÷è ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåí-öèàëîì.Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå �óíêöèè ãàìèëüòîíèàíà (7.5) ìîãóò áûòüâûáðàíû òàê, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ:

TRΨ = Ψ (r +R) = c (R)Ψ = ei
−→
k
−→
RΨ (r) , (7.19)
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k ñâÿçàí ñ îïåðàòîðîì èì-ïóëüñà.Îïåðàòîð òðàíñëÿöèé ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

TR = ei
−→
k
−→
R , (7.20)ãäå −̂→

k � íåêîòîðûé îïåðàòîð, ñîáñòâåííîå ÷èñëî êîòîðîãî ðàâíî −→
k .Îïåðàòîð òðàíñëÿöèè óíèòàðåí:

TT+ ≡ TT−1 = 1 ⇒ T+ = T−1, (7.21)è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî äåéñòâèå íà ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàêóíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå
TRH (r)T+

R = H (r +R) , (7.22)òàê êàê
HΨ = EΨ ⇒ TRHT

+
R TRΨ=ETRΨ ⇒ (7.23)

⇒ TRHT
+
RΨ

′

=EΨ
′

; Ψ
′

=TRΨ,ãäå Ψ
′ � áëîõîâñêàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ:

Ψ
′

=Ψ
(−→r +

−→
R
)

=ei
−→
k
−→
RΨ (−→r ) . (7.24)Äëÿ âûÿñíåíèÿ �èçè÷åñêîãî ñìûñëà ñîáñòâåííîãî ÷èñëà −→

k ðàññìîò-ðèì ìàëóþ òðàíñëÿöèþ δ−→a , íàïðèìåð, íà ìèíèìàëüíûé øàã òðàíñëÿ-öèè:
Tδ−→aHT

+
δ−→a = H (−→r + δ−→a ) ≈ H (−→r ) + ∇Hδ−→a . (7.25)Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

H (−→r + δ−→a ) = Tδ−→aHT
+
δ−→a ≈

(
1 + i

−→
k δ−→a

)
H
(
1 − i

−→
k δ−→a

)
=
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= H (−→r ) + i

(−→
k H −H

−→
k
)
δ−→a = H (−→r ) + i

[−→
k ,H

]
δ−→a . (7.26)Îòñþäà

∇H (r) = i
[−→
k ,H

]
. (7.27)�àâåíñòâî (7.27) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü �èçè÷åñêèé ñìûñë îïåðàòîðà

−→
k . Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð èìïóëüñà ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé �óíêöèèêîîðäèíàòû f , îïðåäåëåííîé íà äèñêðåòíîé ðåøåòêå, óäîâëåòâîðÿåò ñëå-äóþùåìó ñîîòíîøåíèþ [1, 26℄:

[p, f ] = pf − fp =
~

i
∇f. (7.28)Èç (7.27) ïîëó÷àåì, ÷òî

−→
k =

−→p
~
, (7.29)è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, òàê êàê èç (7.7) è (7.20) ñëåäóåò, ÷òî

[−→
k ,H

]
= 0, (7.30)òàê ÷òî îäíîâðåìåííî ñî ñïåêòðîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Øðåäèíãåðà âïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ìîæíî îïðåäåëèòü è ðàçðåøåííûå âîëíîâûåâåêòîðû.Èòàê, ñîáñòâåííóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ ãàìèëüòîíèàíà â óñëîâèÿõ ïå-ðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðîèçâåäåíèå ýêñïî-íåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ íà ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ:

Ψ (r) = ei
−→
k
−→
Rϕ (r) ; ϕ (r +R) = ϕ (r) . (7.31)Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå (7.31) íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Áëîõà [4, 31℄, àâåêòîð −→

k � áëîõîâñêèì âîëíîâûì âåêòîðîì. Äîêàæåì, ÷òî îí äåéñòâè-òåëåí.Íàëîæèì íà âîëíîâóþ �óíêöèþ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
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Ψ (−→r + Lx

−→a x) ≡ Ψ (−→r ) ;

Ψ (−→r + Ly
−→a y) ≡ Ψ (−→r ) ; (7.32)

Ψ (−→r + Lz
−→a z) ≡ Ψ (−→r ) .Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè Áîðíà � Êàðìàíà [4, 32℄.Ñîãëàñíî òåîðåìå Áëîõà, ïîëó÷àåì:

Ψ (−→r + Lα
−→a α) = eiLα

−→
k −→a αΨ (−→r ) ; α = x, y, z. (7.33)Èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïîëó÷àåì:

e2πiLαxα = 1 ⇒ xα =
mα

Lα
, (7.34)ãäå m � öåëîå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøåííûå çíà÷åíèÿ áëîõîâñêîãî âîë-íîâîãî âåêòîðà äåéñòâèòåëüíû è ðàâíû

−→
k =

mx

Lx

−→
b x +

my

Ly

−→
b y +

mz

Lz

−→
b z. (7.35)Äëÿ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè íàõîäèì:

−→
k =

2π

a

(
mx

Lx

−→e x +
my

Ly

−→e y +
mz

Lz

−→e z
)
. (7.36)Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Øðåäèíãåðà (7.5), êî-òîðîå óäîâëåòâîðÿåò òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè, ñëåäóåò èñêàòü ââèäå áëîõîâñêîé âîëíîâîé �óíêöèè (7.31), ïðè ýòîì âåêòîð −→

k äåéñòâè-òåëåí è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðàçðåøåííûõ âåêòîðîâ îáðàòíîé ðåøåòêè.Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê èñõîäíîìó áàçèñó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíîâîéìàòðèöû.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå âîïðîñ ðàçáèåíèÿ èñõîäíîé ãàìèëüòîíîâîé ìàò-ðèöû íà áëîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå òðàíñëÿöèÿì, íà êîíêðåòíîì ïðèìåðåîäíîìåðíîé öåïî÷êè, îïèñûâàåìîé ìîäåëüþ Áîçå � Õàááàðäà, ñ ÷èñëîì



230 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èóçëîâ Na = 4 è ÷èñëîì ÷àñòèö N = 3. Óçåëüíûé áàçèñ ýòîé ñèñòåìûñîñòîèò èç 20 �óíêöèé:
Φ1= |0003〉 ; Φ2= |0012〉 ; Φ3= |0021〉 ; Φ4= |0030〉 ;

Φ5= |0102〉 ; Φ6= |0111〉 ; Φ7= |0120〉 ; Φ8= |0201〉 ; (7.37)
Φ9= |0210〉 ; Φ10= |0300〉 ; Φ11= |1002〉 ; Φ12= |1011〉 ;

Φ13= |1020〉 ; Φ14= |1101〉 ; Φ15= |1110〉 ; Φ16= |1200〉 ;

Φ17= |2001〉 ; Φ18= |2010〉 ; Φ19= |2100〉 ; Φ20= |3000〉 .�àññîðòèðóåì âñå �óíêöèè áàçèñà (7.37) íà êëàññû ñ èíäåêñîì ξ òàê,÷òî óçåëüíûå �óíêöèè ϕξ(n) â êàæäîì êëàññå áóäóò ïîðîæäàòüñÿ ïðî-èçâîäÿùåé �óíêöèåé ϕξ(0) ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ òðàíñëÿöèé:
Tϕξ (n) = ϕξ (n+ 1) ; 0 ≤ n ≤ Nξ; Tϕξ (Nξ) = ϕξ (0) . (7.38)Ïðè ýòîì ÷èñëî Nξ + 1 � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî �óíêöèé êëàññà ξ. Íàïðè-ìåð, �óíêöèè
Φ1= |0003〉 ; Φ4= |0030〉 ; Φ10= |0300〉 ; Φ20= |3000〉 (7.39)ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíûìè òðàíñëÿöèÿìè âäîëü öå-ïî÷êè.Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè êëàññà ξ = 1 �óíêöèþ
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ϕ1 (0) = |3000〉 , (7.40)òîãäà

Tϕ1 (0) = ϕ1 (1) = |0300〉 ;

T 2ϕ1 (0) = Tϕ1 (1) = ϕ1 (2) = |0030〉 ; (7.41)
T 3ϕ1 (0) = T 2ϕ1 (1) = Tϕ1 (2) = ϕ1 (3) = |0003〉 ;

N1 = 3.Äëÿ îñòàëüíûõ êëàññîâ èìååì:
ϕ2 (0) = |1200〉 ; ϕ2 (1) = |0120〉 ; ϕ2 (2) = |0012〉 ; ϕ2 (3) = |2001〉 ;

ϕ3 (0) = |2100〉 ; ϕ3 (1) = |0210〉 ; ϕ3 (2) = |0021〉 ; ϕ3 (3) = |1002〉 ;

ϕ4 (0) = |2010〉 ; ϕ4 (1) = |0201〉 ; ϕ4 (2) = |1020〉 ; ϕ4 (3) = |0102〉 ;

ϕ5 (0) = |1011〉 ; ϕ5 (1) = |1101〉 ; ϕ5 (2) = |1110〉 ; ϕ5 (3) = |0111〉 ;

N2 = 3; N3 = 3; N4 = 3; N5 = 3. (7.42)Ïîëó÷èëîñü ïÿòü êëàññîâ ïî ÷åòûðå �óíêöèè.Â êàæäîì èç êëàññîâ íåîáÿçàòåëüíî íàõîäèòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî �óíê-öèé. Äëÿ ñëó÷àÿ Na = 4 è N = 2 èìååì:
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Φ1= |0002〉 ; Φ2= |0011〉 ; Φ3= |0020〉 ; Φ4= |0101〉 ; Φ5= |0110〉 ;

Φ6= |0200〉 ; Φ7= |1001〉 ; Φ8= |1010〉 ; Φ9= |1100〉 ; Φ10= |2000〉 ,ñîîòâåòñòâåííî,
ϕ1 (0) = |2000〉 ; ϕ1 (1) = |0200〉 ; ϕ1 (2) = |0020〉 ; ϕ1 (3) = |0002〉 ;

ϕ2 (0) = |1100〉 ; ϕ2 (1) = |0110〉 ; ϕ2 (2) = |0011〉 ; ϕ2 (3) = |1001〉 ;

ϕ3 (0) = |1010〉 ; ϕ3 (1) = |0101〉 ;

N1 = 3; N2 = 3; N3 = 1.Çäåñü èìååì äâà êëàññà ñ Nξ + 1 = Na è îäèí óñå÷åííûé êëàññ ñ Nξ +

1 = Na/2. Òàêèõ óñå÷åííûõ êëàññîâ, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àåòñÿ íåáîëüøîå÷èñëî, òàê ÷òî â ñðåäíåì â êëàññå ñîäåðæèòñÿ ñòîëüêî �óíêöèé, êàêîâëèíåéíûé ðàçìåð ñèñòåìû (Na). Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî �óíêöèé â êëàññåíå ìîæåò áûòü áîëüøå ëèíåéíîãî ðàçìåðà ñèñòåìû, ò.å. Nξ ≤ Na − 1 âñëó÷àå îäíîìåðíîé ñèñòåìû.Ñîñòàâèì òåïåðü èç ïåðåãðóïïèðîâàííûõ �óíêöèé íîâûé áàçèñ, êî-òîðûé áóäåò ñîáñòâåííûì áàçèñîì äëÿ îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè. Ñîãëàñ-íî ðàññìîòðåííûì ðàíåå ñâîéñòâàì îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè, ñîáñòâåííûå�óíêöèè ýòîãî îïåðàòîðà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå êîìáèíàöèé ïå-ðèîäè÷åñêîé �óíêöèè è ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ:
Ψmξ=

Nξ∑

n=0

ei
−→
k m
−→
RnAξϕξ (n) =

Nξ∑

n=0

e2iπmn/NaAξϕξ (n) , (7.43)
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aNa

, 0 ≤ m < Na − 1 � ðàçðåøåííûé âåêòîð èìïóëüñíîãî(îáðàòíîãî) ïðîñòðàíñòâà, à Rn = na � âåêòîð òðàíñëÿöèè n-ãî ïîðÿäêà.Êîý��èöèåíòû Aξ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòèíîâûõ áàçèñíûõ �óíêöèé äëÿ êîíêðåòíîãî èìïóëüñà km:
〈ΨmξΨmη〉 = A∗ξAη

Nξ∑

n=0

Nη∑

k=0

e2iπ(mk−mn)/Na 〈ϕξ(n)ϕη(k)〉 =

= A∗ξAη

Nξ∑

n=0

Nη∑

k=0

e2iπ(k−n)m/Naδξηδnk = |Aξ|2δξη
Nξ∑

n=0

1 =

= |Aξ|2 (Nξ + 1) δξη, (7.44)îòêóäà
Aξ =

1√
Nξ + 1

. (7.45)Íîâûé áàçèñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áëî÷íóþ ñòðóêòóðó, ïðîíóìåðîâàí-íóþ ïî ðàçðåøåííûì âåêòîðàì îáðàòíîé ðåøåòêè km èëè ñåêòîðàì èì-ïóëüñîâm. �àìèëüòîíîâà ìàòðèöà â íîâîì áàçèñå áóäåò áëî÷íî-äèàãîíàëüíîéèç-çà òîãî, ÷òî ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà èìïóëüñà ÿâëÿþòñÿ îä-íîâðåìåííî ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè, êîììóòè-ðóþùåãî ñ ãàìèëüòîíèàíîì. Êàæäûé èç áëîêîâ ïî èìïóëüñàì m èìååòëèíåéíûé ðàçìåð, ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûé êîëè÷åñòâó êëàññîâ ξ (÷èñ-ëó ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé). Òî÷íûé ðàçìåð êàæäîãî áëîêà îïðåäåëÿåòñÿ÷èñëîì âñåõ êëàññîâ ξ, ó÷àñòâóþùèõ â ðàçëîæåíèè ïî èìïóëüñóm. Ñâÿçüìåæäó m è ðàçìåðíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî áëîêà ïðåäñòîèò âûÿñíèòü.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòîé ñâÿçè ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîïó-ñòèì, ìû âûáðàëè áàçèñíûå �óíêöèè ϕξ è ñ�îðìèðîâàëè ãàìèëüòîíîâóìàòðèöó â ýòîì áàçèñå, à çàòåì ïðîâåëè ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåí-íûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Íàëîæèì íà ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ,ïîëó÷åííóþ äèàãîíàëèçàöèåé ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû, óñëîâèå: ïóñòü



234 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èîíà îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîðà òðàíñëÿ-öèè (è, ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðà èìïóëüñà). Ïîñëå äèàãîíàëèçàöèè îíàïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ýòîìó íîâîìó áàçèñó:
Ψm=

∑

ξ

CξΨmξ=
∑

ξ

Cξ

Nξ∑

n=0

e
2iπmn

Na ϕξ(n), (7.46)ãäå Cξ � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, à ñóììèðîâàíèå ïî ξ ïðîâîäèòñÿ ïîâñåì êëàññàì, ó÷àñòâóþùèì â äàííîì ñåêòîðå m. Äàëåå,
TΨm=

∑

ξ

Cξ

Nξ−1∑

n=0

e
2iπmn

Na ϕξ(n+ 1)+
∑

ξ

Cξe
2iπmNξ

Na ϕξ (0) =

= e−
2iπm
Na

∑

ξ

Cξ

Nξ∑

n=0

e
2iπmn

Na ϕξ(n)+
∑

ξ

Cξϕξ (0)

(
e

2iπmNξ
Na − e−

2iπm
Na

)
=

= e−
2iπm
Na Ψm+

∑

ξ

Cξϕξ (0)

(
e

2iπmNξ
Na − e−

2iπm
Na

)
. (7.47)Èç (7.47) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèÿ Ψm ÿâëÿëàñü îäíî-âðåìåííî ñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè è îïåðàòîðà èì-ïóëüñà, ò.å.

TΨm=e−
2iπm
Na Ψm, (7.48)íåîáõîäèìî, ÷òîáû âòîðîå ñëàãàåìîå â (7.47) áûëî ðàâíî íóëþ, à çíà÷èò,

2πmNξ

Na
= −2πm

Na
+ 2πM, (7.49)ãäå M � öåëîå. Âûðàæåíèå (7.49) îçíà÷àåò �àêòè÷åñêè óñëîâèå íà âûáîðêëàññîâ ξ, ó÷àñòâóþùèõ â ðàçëîæåíèè (7.46):

m (Nξ + 1) = MNa. (7.50)Ïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì (7.50) ñëåäóåò òàê: ñíà÷àëà âûáèðàåì êîí-êðåòíûé ñåêòîð ïî èìïóëüñó m è ïåðåáèðàåì âñå êëàññû ξ òàê, ÷òîáû



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè235äëÿ êàæäîãî êëàññà (7.50) óäîâëåòâîðÿëîñü äëÿ êàêîãî-íèáóäü çíà÷åíèÿ
M .Íàïðèìåð, åñëè ïîëîæèòü m = 0, òî íàõîäèì, ÷òî óñëîâèþ (7.50)óäîâëåòâîðÿþò âñå ïÿòü êëàññîâ èç (7.41) � (7.42), òàê êàê ïðè M = 0(7.50) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî, âåðíîå äëÿ ëþáûõ Nξ. Ñëåäîâàòåëüíî,ðàçìåð áëîêà â ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöå, îòâå÷àþùåãî ñåêòîðó èìïóëüñîâ
m = 0, áóäåò ðàâåí 5 × 5.Äàëåå ïðè m = 1 íàõîäèì:

Nξ = Na − 1 ïðè M = 1. (7.51)Òàê êàê â (7.41) � (7.42) Nξ = 3 = Na − 1 äëÿ âñåõ ξ, òî è â ýòîìñëó÷àå óñëîâèþ (7.50) óäîâëåòâîðÿþò âñå ïÿòü êëàññîâ èç (7.41) � (7.42), èðàçìåð áëîêà â ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöå, îòâå÷àþùåãî ñåêòîðó èìïóëüñîâ
m = 1, òàêæå áóäåò ðàâåí 5 × 5.Ïðè m = 2 èìååì:

Nξ + 1 =
MNa

2
=

{
Na

2
ïðè M = 1;

Na ïðè M = 2.
(7.52)Â ñëó÷àå (7.41) � (7.42) íåò êëàññîâ, ó êîòîðûõ Nξ + 1 = Na/2, íî âñåêëàññû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Nξ = Na − 1, ò.å. è â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåðáëîêà â ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöå áóäåò ðàâåí 5 × 5.Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî è äëÿ ïîñëåäíåãî ñåêòîðà ïî èìïóëüñó m =

3 ðàçìåð áëîêà áóäåò 5 × 5.Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå áëîêàðàçìåðîì 5 × 5:
H =




m = 0 0 0 0

0 m = 1 0 0

0 0 m = 2 0

0 0 0 m = 3



. (7.53)�àçìåð íîâîé ìàòðèöû 20 × 20 ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðîì ãàìèëüòîíîâîé



236 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èìàòðèöû â áàçèñå (7.37), òàê êàê îáùåå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû (ðàçìåð-íîñòü ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà) ñèñòåìû íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.Äëÿ âûøå ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ Na = 4, N = 2 èìååì:1) ñåêòîð íóëåâîãî èìïóëüñà m = 0. Çäåñü âñå êëàññû óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ (7.49), ïîýòîìó ðàçìåð áëîêà â ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöå, ñîîò-âåòñòâóþùåãî m = 0, áóäåò 3 × 3;2) m = 1. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèþ (7.50) óäîâëåòâîðÿþò äâà êëàññà
ξ = 1 è ξ = 2, ò.å. ðàçìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî áëîêà � 2 × 2;3) m = 2. Ñîãëàñíî (7.51), â ðàçëîæåíèè ó÷àñòâóþò âñå êëàññû, èðàçìåð áëîêà � 3 × 3;4) m = 3. Â ïîñëåäíåì ñåêòîðå ïî èìïóëüñó

Nξ + 1 =
MNa

3
⇒ Nξ + 1 =

{
Na/3;

Na.Òàê êàê ÷èñëî óçëîâ â ñèñòåìå ÷åòíî, òî âûïîëíÿåòñÿ ëèøü óñëîâèå Nξ+

1 = Na, è, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ m = 1, ó÷àñòâóþò òîëüêî äâà êëàññà
ξ = 1; 2, è ðàçìåð áëîêà � 2 × 2.Â èòîãå ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå áëîêà: äâà áëî-êà ðàçìåðîì 3 × 3 è äâà áëîêà ðàçìåðîì 2 × 2.�àññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé. Ïóñòü åñòü ñèñòåìà èç N = 8 áî-çîíîâ íà öåïî÷êå èç Na = 8 óçëîâ, ðàçìåðíîñòü áàçèñà òàêîé ñèñòåìûáóäåò R = 6435. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè, çà-äà÷ó ìîæíî ðàçáèòü íà áëîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñåêòîðàì èìïóëüñîâ m,ñî ñëåäóþùèìè ðàçìåðàìè Rm:

m 0 1 2 3 4 5 6 7
Rm 810õ810800õ800808õ808800õ800809õ809800õ800808õ808800õ800Â ýòîì ñëó÷àå êëàññû ξ ïî òðàíñëÿöèÿì ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå íåðàâ-íûå ãðóïïû:1) ñàìàÿ ìíîãî÷èñëåííàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé Nξ + 1 = 8, êîëè÷åñòâîêëàññîâ è ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé ϕξ(0) â ýòîé ãðóïïå ðàâíî 800, ýòîòàêèå �óíêöèè, êàê, íàïðèìåð, |00131012〉 , |00132101〉 , |00140021〉 , è ò.ä.;



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè2372) âòîðàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé Nξ + 1 = 4, ñîäåðæèò âîñåìü ïðîèçâîäÿ-ùèõ �óíêöèé: |02110211〉, |01210121〉 , |01120112〉 , |01030103〉, |00310031〉 ,
|00220022〉 , |00130013〉 è |00040004〉 , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîðîæäàåò åùåïî òðè �óíêöèè ïîñëå òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ òðàíñëÿöèé;3) òðåòüÿ ãðóïïà, â êîòîðîé Nξ + 1 = 2, ñîäåðæèò âñåãî îäíó ïðîèç-âîäÿùóþ �óíêöèþ |02020202〉 , ïîðîæäàþùóþ åùå îäíó �óíêöèþ ïîñëåîäíîé òðàíñëÿöèè: |20202020〉 ;4) ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà, â êîòîðîé Nξ + 1 = 1, ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ |11111111〉 , êîòîðàÿ íå ïîðîæäàåò íèêàêèõ íî-âûõ �óíêöèé, òàê êàê ëþáàÿ òðàíñëÿöèÿ îïÿòü ïðèâîäèò ê íåé æå.Ïîñòðîèì áàçèñ äëÿ ïåðâîãî áëîêà ñ íóëåâûì èìïóëüñîì m = 0. Ñî-ãëàñíî âûðàæåíèþ (7.49), â ýòîò áëîê äîëæíû âîéòè âñå êëàññû ξ, èõêîëè÷åñòâî ðàâíî 810, ýòî ÷èñëî è áóäåò ëèíåéíûì ðàçìåðîì ýòîãî áëî-êà. Äàëåå â ñåêòîð ñ èìïóëüñîì m = 1, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (7.50),âîéäóò âñå êëàññû ñ Nξ = Na−1, ò.å. ïåðâûå 800 êëàññîâ; äëÿ ñëåäóþùåãîñåêòîðà m = 2, ñîãëàñíî (7.51), íàõîäèì âñå êëàññû ñ Nξ + 1 = 4 è
Nξ + 1 = 8, ÷òî äàåò 808 áàçèñíûõ �óíêöèé; è ò.ä.Â èòîãå çàäà÷à äèàãîíàëèçàöèè ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäçàäà÷è ïî ñåêòîðàìèìïóëüñîâ, ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà êàæäîé èç êîòîðûõ â∼ Na ðàç ìåíüøåïî ëèíåéíîìó ðàçìåðó èñõîäíîé ìàòðèöû, è äèàãîíàëèçàöèÿ êàæäîé èçýòèõ ìàòðèö çàíèìàåò ïðèáëèçèòåëüíî â N3

a ðàç ìåíüøå âðåìåíè, ÷åìäèàãîíàëèçàöèÿ ïîëíîé ìàòðèöû.�àññ÷èòàåì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âíóòðè áëîêà, îòâå÷àþùåãî ñåêòîðó
m:
Hξη ≡ 〈Ψmη | H | Ψmη〉 =

Nξ∑

n=0

Nη∑

k=0

e2πi(k−n)m/Na 〈ϕξ(n) | H | ϕη(k)〉√
(Nξ + 1) (Nη + 1)

. (7.54)Åñëè ó÷åñòü òðàíñëÿöèîííóþ ñèììåòðèþ ãàìèëüòîíèàíà è óçåëüíûõ �óíê-öèé,



238 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È
〈ϕξ(n) | H | ϕη(k)〉 = H

ξη

nk

≡ H
ξη

n− 1, k − 1

≡ H
ξη

0, k − n

=

= 〈ϕξ(0) | H | ϕη(k − n)〉 , (7.55)òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â (7.54) ìîæíî ñîêðàòèòü â Nξ ðàç:
Hξη =

√
Nξ + 1√
Nη + 1

Nη∑

k=0

e2πimk/Na 〈ϕξ(0) | H | ϕη(k)〉 . (7.56)�àñ÷åò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ (7.56) îò äèàãîíàëüíîé ÷àñòè ãàìèëüòî-íîâîé ìàòðèöû â áàçèñå ϕ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó:
Hdiag
ξη =

√
Nξ + 1√
Nη + 1

Nη∑

k=0

e2πimk/Na
〈
ϕξ(0)

∣∣ Hdiag
∣∣ ϕη(k)

〉
=

=

√
Nξ + 1√
Nη + 1

Nη∑

k=0

e2πimk/NaHdiag
ξ0 δξηδk0 = Hdiag

ξ0 δξη. (7.57)Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Hdiag
ξ0 =

〈
ϕξ(0)

∣∣ Hdiag
∣∣ ϕξ(0)

〉 â (7.57) � ýòî îáû÷-íûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â óçåëüíîì áàçèñå, ìåòîä ðàñ÷åòà êîòîðûõ óæåèçâåñòåí. Âàæíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èñ÷åçàþò êîìïëåêñíûå ìíîæèòåëè èíîðìèðîâî÷íûå êîý��èöèåíòû.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàñ÷åò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îò íåäèàãîíàëü-íîé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà â áàçèñå ϕ äàåò â îáùåì ñëó÷àå íåíóëåâûå ìàò-ðè÷íûå ýëåìåíòû âíóòðè âñåãî áëîêà, â òîì ÷èñëå è íà ãëàâíîé äèàãî-íàëè:
Hnondiag
ξξ =

Nξ∑

k=0

e2πimk/Na
〈
ϕξ(0)

∣∣ Hnondiag
∣∣ ϕξ(k)

〉
6= 0. (7.58)Äîêàæåì, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà â íîâîì áàçèñå òàêæå áóäåò ýð-ìèòîâîé. Ïðîùå âñåãî ýòî ïîëó÷èòü èç èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ (7.54), ïðè-ìåíèâ îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ:



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè239
H∗ηξ =

Nξ∑

n=0

Nη∑

k=0

e−2πi(n−k)m/Na〈ϕη(k) | H | ϕξ(n)〉∗√
(Nξ + 1) (Nη + 1)

, (7.59)à ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî èñõîäíàÿ ìàòðèöà áûëà ýðìèòîâà, ò.å.
〈ϕη(k) | H | ϕξ(n)〉∗ = 〈ϕξ(n) | H | ϕη(k)〉 , (7.60)ïîëó÷àåì

H∗ηξ = Hξη. (7.61)Èòàê, òåïåðü ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ñòðóê-òóðó â ñîîòâåòñòâèè ñ ñåêòîðàìè èìïóëüñà, êàæäûé èç áëîêîâ, îòâå÷à-þùèé êîíêðåòíîìó çíà÷åíèþ èìïóëüñà m, èìååò ëèíåéíûé ðàçìåð ïðè-áëèçèòåëüíî â Na ðàç ìåíüøå ðàçìåðà èñõîäíîé ìàòðèöû, è, â îáùåìñëó÷àå, ñîñòîèò èç êîìïëåêñíûõ ýëåìåíòîâ.�àññìîòðèì ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà ñ ïàðàìåòðàìè t = 1, U = 2 äëÿ ñèñòåìû èçïðèìåðà 1 (Na = 4, N = 2):
H = −t

4∑

i=1

(
a+

i ai+1 + a+
i+1ai

)
+

U

2

4∑

i=1

ni(ni − 1) = Hkin + HU .�àìèëüòîíîâà ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû â óçåëüíîì áàçèñå èìååò âèä
H =




2 −
√

2 0 0 0 0 −
√

2 0 0 0

−
√

2 0 −
√

2 −1 0 0 0 −1 0 0

0 −
√

2 2 0 −
√

2 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 −1 0 −1 0 −1 0

0 0 −
√

2 −1 0 −
√

2 0 −1 0 0

0 0 0 0 −
√

2 2 0 0 −
√

2 0

−
√

2 0 0 −1 0 0 0 −1 0 −
√

2

0 −1 0 0 −1 0 −1 0 −1 0

0 0 0 −1 0 −
√

2 0 −1 0 −
√

2

0 0 0 0 0 0 −
√

2 0 −
√

2 2




.

�àçîáüåì òåïåðü ìàòðèöó íà áëîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì èìïóëüñàì, äëÿ ýòî-ãî ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íóìåðàöèþ èñõîäíîãî óçåëüíîãî áàçèñà è íîâîãî:



240 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÓçåëüíàÿ �óíêöèÿ Êëàññ ξ Òðàíñëÿöèÿ n Nξ + 1

Φ10= |2000〉 1 0 4Φ6= |0200〉 1 1
Φ3= |0020〉 1 2
Φ1= |0002〉 1 3
Φ9= |1100〉 2 0 4Φ5= |0110〉 2 1
Φ2= |0011〉 2 2
Φ7= |1001〉 2 3
Φ8= |1010〉 3 0 2
Φ4= |0101〉 3 1Ñåêòîð íóëåâîãî èìïóëüñà m = 0 îòâå÷àåò áëîêó ðàçìåðîì 3 × 3. Âêëàä îò äèà-ãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ãàìèëüòîíèàíà áóäåò ñëåäóþùèì:

Hdiag
11 = 〈ϕ1(0) | HU | ϕ1(0)〉 = 〈Φ10 | HU | Φ10〉 = 2;

Hdiag
22 = 〈ϕ2(0) | HU | ϕ2(0)〉 = 〈Φ9 | HU | Φ9〉 = 0;

Hdiag
33 = 〈ϕ3(0) | HU | ϕ3(0)〉 = 〈Φ8 | HU | Φ8〉 = 0.Òåïåðü ðàññ÷èòàåì âêëàä îò íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ:

Hkin
11 =

N1∑

k=0

〈ϕ1(0) | Hkin | ϕ1(k)〉 =

= 〈Φ10 | Hkin | Φ10〉 + 〈Φ10 | Hkin | Φ6〉 + 〈Φ10 | Hkin | Φ3〉 + 〈Φ10 | Hkin | Φ1〉 = 0;

Hkin
12 =

√
N1 + 1√
N2 + 1

N2∑

k=0

〈ϕ1(0) | Hkin | ϕ2(k)〉 =

= 〈Φ10 | Hkin | Φ9〉 + 〈Φ10 | Hkin | Φ5〉 + 〈Φ10 | Hkin | Φ2〉 + 〈Φ10 | Hkin | Φ7〉 = −2
√

2;

Hkin
13 =

√
N1 + 1√
N3 + 1

N3∑

k=0

〈ϕ1(0) | Hkin | ϕ3(k)〉 =

= 〈Φ10 | Hkin | Φ8〉 + 〈Φ10 | Hkin | Φ4〉 = 0;
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Hkin

23 =

√
N2 + 1√
N3 + 1

N3∑

k=0

〈ϕ1(0) | Hkin | ϕ3(k)〉 =

= 〈Φ9 | Hkin | Φ8〉 + 〈Φ9 | Hkin | Φ4〉 = −2
√

2.Èòîãîâàÿ ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíà è èìååò ñëåäóþùèé âèä:
m = 0 :




2 −2
√

2 0

−2
√

2 0 −2
√

2

0 −2
√

2 0


 .Ïðîâîäèì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó äëÿ ñåêòîðà m = 1, åìó áóäåò îòâå÷àòü áëîêðàçìåðà 2 × 2:

HU
11 = 2; HU

22 = 0;

Hkin
11 =

N1∑

k=0

e2πimk/Na 〈ϕ1(0) | Hkin | ϕ1(k)〉 =

= 〈Φ10 | Hkin | Φ10〉 + eiπ/2 〈Φ10 | Hkin | Φ6〉 + eiπ 〈Φ10 | Hkin | Φ3〉+

+e3iπ/2 〈Φ10 | Hkin | Φ1〉 = 0;

Hkin
12 =

√
N1 + 1√
N2 + 1

N2∑

k=0

eπik/2 〈ϕ1(0) | Hkin | ϕ2(k)〉 =

= 〈Φ10 | Hkin | Φ9〉 + eiπ/2 〈Φ10 | Hkin | Φ5〉 + eiπ 〈Φ10 | Hkin | Φ2〉+

+e3iπ/2 〈Φ10 | Hkin | Φ7〉 =
√

2 (i − 1) .Îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû ïîëó÷àþòñÿ ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì ïîëó÷åííûõ, èòîãîâàÿìàòðèöà èìååò âèä
m = 1 :

(
2 −

√
2 (1 − i)

−
√

2 (1 + i) 0

)
.Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ìàòðèöû äëÿ îñòàëüíûõ èìïóëüñîâ:

m = 2 :




2 −
√

2 (1 − i) 0

−
√

2 (1 + i) 0 −
√

2 (1 + i)

0 −
√

2 (1 − i) 0


 ;
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m = 3 :

(
2 −

√
2 (1 + i)

−
√

2 (1 − i) 0

)
.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàñòîëüêî óïðîñòèëàñü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæíàäàæå àíàëèòè÷åñêàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèöû.�àçáèåíèå ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû ïî òðàíñëÿöèÿì ïîçâîëÿåò ïîëó-÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î ñèñòåìå. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûéáëîê â òàêîé ìàòðèöå îòâå÷àåò îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ ñóììàðíîãî èì-ïóëüñà ñèñòåìû, è ïîñëå äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿýíåðãèè â êàæäîì áëîêå òàêæå áóäóò îòâå÷àòü îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþñóììàðíîãî èìïóëüñà, è, àíàëèçèðóÿ ñïåêòð, ìîæíî ïîëó÷èòü äèñïåðñèþñèñòåìû E(k). Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ÷èñëåííûì ñïåêòðàëüíûì àíàëè-çîì. Ïðè ðàñ÷åòå æå îáû÷íûì ñïîñîáîì âñå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè îêà-çûâàþòñÿ ïåðåïóòàííûìè ïî èìïóëüñàì, è âûÿñíèòü çàâèñèìîñòü E(k)íåò âîçìîæíîñòè.�àññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð: ìîäåëü Áîçå � Õàááàðäà äëÿ ñèñòå-ìû èç Na = 4 óçëîâ è N = 3 ÷àñòèö ñ ïàðàìåòðàìè t = 1, U = 2:

H = −t
4∑

i=1

(
a+
i ai+1 + a+

i+1ai
)

+
U

2

4∑

i=1

ni (ni − 1). (7.62)Ïîñëå äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû â óçåëüíîì áàçèñå íàõîäèì ñïåêòðñèñòåìû:
E1 = −4.84135; E2,3 = −2.10379; E4 = −0.88573; (7.63)

E5 = −0.00000; E6 = 0.40943; E7 = 0.80397; . . .Ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè îòñîðòèðîâàíû ïî âîçðàñòàíèþ, íî íå ïî èì-ïóëüñàì.Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó ðàçäåëåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû íà áëîêè,ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåííûì çíà÷åíèÿì èìïóëüñà ñèñòåìû. Ñ ó÷åòîì(7.50) è (7.56) ïîëó÷àåì ÷åòûðå áëîêà ðàçìåðîì 5 × 5, ñîîòâåòñòâóþùèåèìïóëüñàì
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m = 0;
k = 0

m = 1;
k = π/2

m = 2;
k = π

m = 3;
k = 3π/2

−4.84135 −2.10379 −0.88573 −2.10379

0.40943 0.80397 0.00000 0.80397

. . . . . . . . . . . .

km =
2π

Na

m =
1

2
πm; m = 0; 1; 2; 3. (7.64)Ïîñëå äèàãîíàëèçàöèè êàæäîãî èç áëîêîâ íàõîäèì çàâèñèìîñòü E(k)(òàáë. 7.1).Åñëè ñîïîñòàâèòü ñïåêòð â òàáë. 7.1 ñ (7.63), òî âèäíî, ÷òî âñå óðîâíèýíåðãèè îòñîðòèðîâàíû ïî èìïóëüñàì. Ïîëíûé íóëåâîé èìïóëüñ ñèñòåìûñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ E1 è ñîñòîÿíèþ E6 (ñì. (7.63)). Ïåð-âîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå îòâå÷àåò ìèíèìàëüíîìó ïîëíîìó èìïóëüñó(m = 1). Ôèçè÷åñêè ýòî ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò êâàçè÷àñòèöå � ýëåìåí-òàðíîìó âîçáóæäåíèþ áîçå-ñèñòåìû, ýòó êâàçè÷àñòèöó íàçûâàþò �îíî-íîì, òàê êàê âñå ñâîéñòâà ýòîé êâàçè÷àñòèöû ñîîòâåòñòâóþò çâóêîâîìóâîçáóæäåíèþ ñèñòåìû, îòâå÷àþùåìó êîëåáàíèÿì ïëîòíîñòè. Äàëüíåé-øèé àíàëèç ñïåêòðà ïðèâåäåò ê àäåêâàòíîé êàðòèíå îäíî÷àñòè÷íûõ èìíîãî÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé íàä îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì [33℄.Ýâîëþöèÿ ñïåêòðà ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà âçàèìîäåéñòâèÿ U â ìî-äåëè Áîçå � Õàááàðäà ñ ïàðàìåòðàìè Na = 11, N = 7 èç [33℄ ïîêàçàíàíà �èñ. 7.3. Çäåñü óðîâíè 1a è 1b � ñóïåðïîçèöèÿ îäíî�îíîííûõ ñî-ñòîÿíèé ñ èìïóëüñîì ±k0, k0 = 2π/Na; óðîâíè 2a è 2b � ñóïåðïîçèöèÿäâóõ�îíîííûõ ñîñòîÿíèé {k0, k0} è {−k0,−k0}. Óðîâåíü 3 � äâóõ�îíîí-íîå ñîñòîÿíèå {k0,−k0}; óðîâíè 4a è 4b � ñóïåðïîçèöèÿ òàê íàçûâàåìûõñâåðõòîêîâûõ ñîñòîÿíèé, êîãäà ñèñòåìà èç ñåìè ÷àñòèö äâèæåòñÿ êàêåäèíîå öåëîå. Âñå ýíåðãèè îòñ÷èòàíû îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.Ìåòîä òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè äîïóñêàåò ââîä â ðàñ÷åò êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîé �àçû, ò.å. ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü âíåøíèå ïîëÿ èëè òîêîâûå
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2.5 3.5 4.5 5.5 U

1.5

2

E

3

3

4a,b

4a,b

4a,b

2a,b

2a,b

�èñ. 7.3: Ýâîëþöèÿ ñïåêòðà ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà âçàèìîäåéñòâèÿ Uâ ìîäåëè Áîçå � Õàááàðäà èç [33℄. ×èñëî óçëîâ è ÷àñòèö Na = 11, N = 7ñîîòâåòñòâåííîñîñòîÿíèÿ â ñèñòåìå.Äëÿ ó÷åòà �àçû ñëåäóåò â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ìàòðè÷íûõ ýëåìåí-òîâ (7.56) ñäåëàòü çàìåíó (ñì. �àçäåë 5.6):
2πi

mn

Na
−→ 2πi

(mn± Φ/Φ0)

Na
, (7.65)ïðè ýòîì çíàê â (7.65) îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòè-öû: ïîëîæèòåëüíûé ïðè ïåðåìåùåíèè ÷àñòèöû âäîëü îñè (äëÿ îäíî-ìåðíîãî ñëó÷àÿ ýòî îïåðàòîðû âèäà a+

i+1ai â ãàìèëüòîíèàíå) è îòðèöà-òåëüíûé ïðè ïåðåìåùåíèè ïðîòèâ îñè (ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðû âèäà
a+
i ai+1).Ýðìèòîâîñòü ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (7.65) íåíàðóøàåòñÿ.Âñÿ ðàññìîòðåííàÿ ïðîöåäóðà ðàçáèåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû ïî



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè245òðàíñëÿöèÿì íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåòñÿ íà äâóìåðíóþ è òðåõìåðíóþñèòóàöèè. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðîâåñòè ðàçäåëåíèå íà êëàññû ïî òðàíñëÿ-öèÿì îòäåëüíî äëÿ êàæäîé ïðîåêöèè x, y, z, à çàòåì îáúåäèíèòü êëàññû âåäèíóþ ñèñòåìó. Òîãäà ïðè ðàçìåðå ñèñòåìû Lx×Ly×Lz ìîæíî äîáèòüñÿðàçäåëåíèÿ ìàòðèöû íà áëîêè, îòâå÷àþùèå èìïóëüñàì kmx,my ,mz , êàæ-äûé èç áëîêîâ áóäåò èìåòü ëèíåéíûé ðàçìåð ïîðÿäêà R′ ∼ R/LxLyLz,ãäå R � ðàçìåðíîñòü áàçèñà ñèñòåìû. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âíóòðè ëþáî-ãî áëîêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåêòîðó èìïóëüñîâ (mx, my, mz), áóäóò èìåòüâèä
H(ξxξyξz),(ηxηyηz) =

Nηx∑

kx=0

Nηy∑

ky=0

Nηz∑

kz=0

√
Nξx + 1√
Nηx + 1

√
Nξy + 1

√
Nηy + 1

√
Nξz + 1√
Nηz + 1

×

×e2πi(
mxkx

Lx
+

myky
Ly

+ mzkz
Lz

) 〈
ϕξxξyξz(0)

∣∣ H
∣∣ ϕηxηyηz(kx, ky, kz)

〉
. (7.66)Â çàâåðøåíèå ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ ãàìèëü-òîíîâîé ìàòðèöû ïî òðàíñëÿöèÿì ïîëó÷àþòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, êîì-ïëåêñíûå ýðìèòîâû ìàòðèöû.Ïðè ïîìîùè ïðîñòîãî ñïîñîáà ìîæíî ñâåñòè ñïåêòðàëüíóþ çàäà-÷ó äëÿ ýðìèòîâîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû ê çàäà÷å äëÿ äåéñòâèòåëüíîéñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü åñòü ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà ðàçìåðà R × R, èñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à â ìàòðè÷íîì âèäå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Hnm = Re (Hnm) + iIm (Hnm) ;

Re (Hnm)= Re (Hmn) ; Im (Hnm) = −Im (Hmn) ; (7.67)
HmnΨm=EΨm, Ψ= Re (Ψ) +iIm (Ψ) .Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (7.67) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å:
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AnmΦm=EΦm;

Anm =

(
Re(H) −Im(H)

Im(H) Re(H)

)
; Φ=

(
Re(Ψ)

Im(Ψ)

)
. (7.68)Çäåñü ìàòðèöà A ñîñòàâëåíà èç áëîêîâ, ñîñòîÿùèõ èç äåéñòâèòåëüíîéè ìíèìîé ÷àñòåé ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû, à âåêòîðû Φ ñîñòàâëåíû èçäåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé èñõîäíûõ âîëíîâûõ �óíêöèé Ψ.Â ñïðàâåäëèâîñòè (7.68) ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïåðå-ìíîæåíèåì ìàòðèö.Çàäà÷à ñâåëàñü, òàêèì îáðàçîì, ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ äåéñòâè-òåëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, ëèíåéíûé ðàçìåð êîòîðîé âäâîå áîëüøåðàçìåðà èñõîäíîé ìàòðèöû. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïîñëå äèàãîíàëè-çàöèè ýòîé ìàòðèöû áóäåò ïîëó÷åíî äâà îäèíàêîâûõ íàáîðà çíà÷åíèé

E1, E2, . . . , ER, êàæäûé èç êîòîðûõ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñïåêòðîì äëÿ çàäà÷è(7.68):
E =




E1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 E2 . . . 0 0 0 . . . 0... ... . . . ... ... ... ... ...
0 0 . . . ER 0 0 . . . 0

0 0 . . . 0 E1 0 . . . 0

0 0 . . . 0 0 E2 . . . 0... ... ... ... ... ... . . . ...
0 0 . . . 0 0 0 . . . ER




. (7.69)
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7.2 Òî÷íàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ áîëüøèõ ìàòðèöÏðè ìîäåëèðîâàíèè êîíêðåòíûõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì âîçíèêàåò ïðîáëåìà,çàêëþ÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òî ïðèõîäèòñÿ ðàáîòàòü ñ ìàòðèöàìè, èìåþùè-ìè ëèíåéíûå ðàçìåðû ïîðÿäêà 106 è áîëåå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìîò-ðåòü, íàïðèìåð, ñèñòåìó èç 12 óçëîâ è 12 ÷àñòèö ñ áîçå-ñòàòèñòèêîé, òîðàçìåðíîñòü óçåëüíîãî áàçèñà òàêîé ñèñòåìû áóäåò R = 23!

12! 11!
= 1352078(ñì. (5.2)). Äàæå ó÷åò ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè íå ïîçâîëèò ñóùå-ñòâåííî óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü áàçèñà.Êàê ïðàâèëî, ïðè ðåøåíèè êâàíòîâûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ çàäà÷ ðåä-êî ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü âñå ñîáñòâåííûå ïàðû (ò.å. ïàðû âèäà (λ, x),ãäå λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû, à x � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîá-ñòâåííûé âåêòîð) ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû. Îáû÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷�îðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:1) âû÷èñëèòü íåêîòîðûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå íåêî-òîðîìó èíòåðâàëó, èëè êðàéíèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (íàïðèìåð, íèçñïåêòðà);2) íàéòè íåêîòîðûå ñîáñòâåííûå ïàðû;3) îïðåäåëèòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èëè áîëüøîå èõ êîëè÷åñòâî,íå âû÷èñëÿÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû.Äëÿ ìàòðèö áîëüøèõ ðàçìåðîâ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî íàèáîëåå óïî-òðåáèòåëüíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé èñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Îäíèì èç ñàìûõ ìîùíûõ ìåòîäîâ äèàãîíàëèçàöèèñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Ëàíöîøà, èìåííî îí, êàê ïðà-âèëî, èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ. ÀëãîðèòìËàíöîøà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äèàãîíàëèçàöèè ðàçðåæåííûõ ìàòðèö, ó êî-òîðûõ ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìíîãî ìåíüøå îáùåãî ÷èñëà ýëåìåí-òîâ. �àìèëüòîíîâû ìàòðèöû, ïîëó÷àåìûå â ìîäåëÿõ ñèëüíîé ñâÿçè, ÿâ-ëÿþòñÿ èìåííî ðàçðåæåííûìè, òàê êàê ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ âêàæäîé ñòðîêå òàêîé ìàòðèöû ïîðÿäêà ÷èñëà âîçìîæíûõ ïåðåñêîêîâ â



248 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èñèñòåìå, ò.å. ∼ 2NZ, ãäå N � ÷èñëî ÷àñòèö, Z � ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñå-äåé.Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà Ëàíöîøà ãàìèëüòîíîâà ìàòðèöà, çà-ïèñàííàÿ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà â êîìïàêòíîé �îðìå (õðàíÿòñÿ òîëüêîíåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû), íå ïðåîáðàçóåòñÿ, à âû÷èñëÿþòñÿ òîëüêîïðîèçâåäåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû íà ðàçëè÷íûå âåêòîðû. Ýòî îáñòî-ÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííûì, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå óíè-òàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ðàçðåæåííîé ìàòðèöû ïðåâðàùàåò åå â ïëîòíóþìàòðèöó, äëÿ õðàíåíèÿ êîòîðîé ðåñóðñîâ êîìïüþòåðà íåäîñòàòî÷íî.Èçëîæåíèå îñíîâíûõ ìîìåíòîâ àëãîðèòìà Ëàíöîøà, ïðèâîäèìîå íè-æå, ñëåäóåò ìîíîãðà�èè [34℄. Îáñóæäåíèå òåõíè÷åñêèõ âîïðîñîâ, ñâÿçàí-íûõ ñ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà Ëàíöîøà, à òàêæå ñ ìåòîäàìèêîìïàêòíîãî õðàíåíèÿ è ðàáîòû ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè, âûõîäèòçà ðàìêè äàííîé êíèãè.Ïðîñòðàíñòâà è èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïðîöåäóðà �ý-ëåÿ � �èòöàÏåðåä îïèñàíèåì àëãîðèòìà Ëàíöîøà íåîáõîäèìî ïðèâåñòè íåêîòîðûåñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû.Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ðàçìåðà n íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûìïðîñòðàíñòâîì, ïðîñòðàíñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîìïî-íåíòàìè îáîçíà÷àåòñÿ Rn. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå Rn ââåäåíî ïîíÿòèå ñêà-ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òî îíî íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì
En. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:

(x, y) = yTx =
n∑

i=1

yixi. (7.70)Ìíîæåñòâî S = {s1, s2, . . . } âåêòîðîâ ðàçìåðà n îïðåäåëÿåò ïîäïðî-ñòðàíñòâî Σ ïðîñòðàíñòâà En, ÿâëÿþùååñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ âåêòîðîâ,ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè s1, s2, . . . . Ïîäïðîñòðàíñòâî



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè249
Σ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé, íàòÿíóòîé íà âåêòîðû s1, s2, . . . . Óêà-çàííîìó îïðåäåëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñîêðàùåííàÿ çàïèñü

Σ = span (s1, s2, . . . ) = span (S) . (7.71)Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùèì ìíîæåñòâîì ïîäïðîñòðàí-ñòâà Σ. Âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî îáðàçóþùèõìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ðàçëè÷íîå ÷èñëî âåêòîðîâ. Îáðàçóþùåå ìíîæå-ñòâî, ñîäåðæàùåå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ, íàçûâàåòñÿ áàçèñîìïîäïðîñòðàíñòâà, à êîëè÷åñòâî m âåêòîðîâ áàçèñà íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíî-ñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà. Åñëè, êðîìå òîãî, ýòè âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàí-íû, òî áàçèñ íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì. Ïîäïðîñòðàíñòâî Σ èìå-åò áåñêîíå÷íî ìíîãî îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ, îäíàêî âåêòîð ëþáîãîáàçèñà ìîæíî âûðàçèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ âñÿêîãîäðóãîãî áàçèñà. Ïðèìåðîì ïîäïðîñòðàíñòâà ìîæåò ñëóæèòü ïëîñêîñòü â
R3. �àçìåðíîñòü ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà 2, è ëþáûå äâà âåêòîðà,ëåæàùèå â ýòîé ïëîñêîñòè è íå ÿâëÿþùèåñÿ ïàðàëëåëüíûìè, îáðàçóþòåãî áàçèñ.Ïóñòü òåïåðü A = AT � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïîäïðîñòðàíñòâî Σèíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x èç Σ ñëåäóåò,÷òî âåêòîð Ax òàêæå ïðèíàäëåæèò Σ. Ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû Aîïðåäåëÿåò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè åäèíèöà, à ìíî-æåñòâî m îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A îáðà-çóåò áàçèñ èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè m, íàòÿíóòîãîíà ýòè âåêòîðû.Åñëè Q = (q1, q2, . . . , qm) � âåêòîðû íåêîòîðîãî áàçèñà èíâàðèàíòíî-ãî ïîäïðîñòðàíñòâà Σ, óïîðÿäî÷åííûå â âèäå (n×m)-ìàòðèöû Q, òîäåéñòâèåì ìàòðèöû A íà Q ìû ïîëó÷àåì íîâóþ (n×m)-ìàòðèöó AQ,ñòîëáöû êîòîðîé åñòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ìàòðèöû Q, ÷òîñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè Σ: äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé âåêòîð Aqi ∈ Σ.Ýòè m ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé óäîáíî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ QC,ãäå (m×m)-ìàòðèöà C íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì A íà Σ. Òàêèì îáðàçîì,
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�èñ. 7.4: Ìàòðèöà �ýëåÿ
AC = QC (7.72)(�èñ. 7.4).Åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû Q îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Σ, òî
QTQ = Im, (7.73)ãäå Im � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m, è
C = QTAQ (7.74)ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé �ýëåÿ.Ïóñòü (λ, y) � ñîáñòâåííàÿ ïàðà ìàòðèöû C, ò.å.
Cy = λy. (7.75)Òîãäà, óìíîæàÿ ñëåâà íà Q, ïîëó÷àåì QCy = λQy, èëè

A (Qy) = λ (Qy) , (7.76)ò.å. λ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A, à Qy � ñîîò-âåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò îïðåäå-ëÿòü ñîáñòâåííûå ïàðû ìàòðèöû A, ðåøàÿ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ äëÿ ìàòðèöû C ìåíüøåãî ðàçìåðà.Ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî â òîì ñëó-÷àå, åñëè Σ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Îäíàêî òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè251íåëüçÿ âûáðàòü çàðàíåå, òàê êàê ýòî áûëî áû ðàâíîñèëüíî íàõîæäåíèþñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Îáû÷íî ïîäïðîñòðàíñòâî Σ îêàçûâà-åòñÿ ëèøü ¾ïî÷òè¿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî A, è âîïðîñ çàêëþ÷àåò-ñÿ â òîì, êàê îïðåäåëèòü õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííûì ïàðàììàòðèöû A.Ïðîöåäóðà �ýëåÿ � �èòöà, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïîëó÷åíèå íàèëó÷øèõïðèáëèæåíèé, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:1) âûïîëíÿåòñÿ îðòîíîðìàëèçàöèÿ ìàòðèöûQ è âû÷èñëÿåòñÿ (m×m)-ìàòðèöà �ýëåÿ
H = QTAQ. (7.77)Çäåñü ìàòðèöà �ýëåÿ îáîçíà÷åíà ÷åðåç H , ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñî-îòíîøåíèå (7.72) óæå íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ òî÷íûì ðàâåíñòâîì, òàê êàêìàòðèöà H ëèøü ¾ïî÷òè¿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî A;2) îïðåäåëÿåòñÿ òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî k ≤ m ñîáñòâåííûõ ïàð ìàò-ðèöû H , (µi, hi), i = 1, . . . , k. Òàêèì îáðàçîì,
Hhi = µihi; (7.78)3) ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ �èòöà µi áóäóò íàèëó÷øèìè ïðèáëèæåíè-ÿìè ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû A, à âåêòîðû �èòöà xi = Qhi �ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðèáëèæåíèÿìè ê ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ýòîé ìàò-ðèöû.Àëãîðèòì ËàíöîøàÀëãîðèòì Ëàíöîøà ðåàëèçóåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ¾ïî÷òè¿ èíâàðè-àíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Σ, â êîòîðîì ñòðîÿòñÿ àïïðîêñèìàöèè �ýëåÿ ��èòöà, âûáèðàåòñÿ â âèäå ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà b ïîäïðîñòðàíñòâî Êðûëîâàîïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Km = span
(
b, Ab, A2b, . . . , Am−1b

)
. (7.79)



252 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÂ ýòîì ñëó÷àå ïîäïðîñòðàíñòâî Km áóäåò ïî÷òè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-íî A ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè m. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèìïðîèçâîëüíûé âåêòîð u èç Km. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîéêîìáèíàöèè
u =

m∑

k=1

uk(A)k−1b. (7.80)Ñîîòâåòñòâåííî,
Au =

m∑

k=1

uk(A)kb, (7.81)ïðè÷åì âñå ñëàãàåìûå â (7.81), êðîìå ïîñëåäíåãî, ïðîïîðöèîíàëüíîãî
Amb, ïðèíàäëåæàò Km. Ìîæíî ïîêàçàòü [34℄, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-øèõ çíà÷åíèÿõ m âåêòîð Am−1b áóäåò áëèçîê ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðóìàòðèöû A, òàê ÷òî âåêòîð A (Am−1b) áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ïðîïîðöè-îíàëåí âåêòîðó Am−1b, è, òàêèì îáðàçîì, áóäåò ¾ïî÷òè¿ ïðèíàäëåæàòü
Km. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u èç Km âåêòîð Au ¾â îñíîâ-íîì¿ ïðèíàäëåæèò Km, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî Km ïî÷òè èíâàðèàíòíîîòíîñèòåëüíî A, ïðè÷åì áëèçîñòü Km ê èíâàðèàíòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâóóëó÷øàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì m.Âûáîð ïîäïðîñòðàíñòâà â âèäå (7.79) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñëåäó-þùèå ñâîéñòâà.1. Ìàòðèöà �ýëåÿ

T = QTAQ (7.82)ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé; âû÷èñëåíèå ïàð �èòöà äëÿ òðåõäèàãî-íàëüíûõ ìàòðèö � ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à ïî ñðàâíåíèþñ çàäà÷åé íà ñîáñòâåííûå ïàðû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèììåòðè÷íûõìàòðèö.



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè2532. Ñòîëáöû ìàòðèöû Q ìîãóò áûòü ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ñ ïîìîùüþòðåõ÷ëåííûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, ïîçâîëÿþùèõ âû÷èñëÿòüíîâûå âåêòîðû áàçèñà Q.3. Àëãîðèòì Ëàíöîøà îáû÷íî èñïîëüçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîä-ïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà K1,K2, . . . ,Km è âû÷èñëÿåò ïàðû �èòöà ìàò-ðèöû A, îòâå÷àþùèå êàæäîìó èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ñõîäèìîñòüçíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ïàð îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñò-ðîé, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî áðàòü m ≈ 2
√
n.4. Ìàòðèöà A èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ óìíîæåíèÿ íà âåêòîðû, ïîýòî-ìó óäîáíî ðåàëèçîâàòü ïîäïðîãðàììó, âû÷èñëÿþùóþ ïðîèçâåäåíèå

Ax äëÿ çàäàííîãî âåêòîðà x.Äàëåå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Km áóäåì îáîçíà-÷àòü Qm âìåñòî Q, ÿâíî óêàçûâàÿ ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Km; òà-êèì îáðàçîì, áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðû b, Ab, . . . , (Am−1)bâ (7.79) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òîQm � ïðÿìîóãîëü-íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×m ñ îðòîíîðìàëüíûìè ñòîëáöàìè, ò.å.
QT
mQm = Im. (7.83)Èç (7.82) è (7.83) âîâñå íå ñëåäóåò, ÷òî AQm = QmTm, òàê êàê â îáùåìñëó÷àå QmQ

T
m 6= In. Ïðàâèëüíîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:

AQm = QmTm +Rm, (7.84)ãäå Rm � ìàòðèöà íåâÿçêè, ñòðóêòóðà ýòîé ìàòðèöû äëÿ ñëó÷àÿ m = 4ïîêàçàíà íà �èñ. 7.5.Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ Q ñòðîèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ óâåëè÷åíèåìðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà Km ñëåäóþùèì îáðàçîì: q1 = b
‖b‖ , à âñåïîñëåäóþùèå âåêòîðû qi, i > 1 îáðàçóþòñÿ îðòîãîíàëèçàöèåé âåêòîðà
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A

Q4 Q4 T4

n

n

n n

m m

m

m

= +

R4

n

m

q1 q2 q3 q4 q1 q2 q3 q4 Нули r4a1 b1

a2

a3

a4

b1 b2

b2

b3

b3

�èñ. 7.5: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà Ëàíöîøà â ñëó÷àåm = 4

Aqi−1 ñî âñåìè âåêòîðàìè qj , j < i, îïðåäåëåííûìè ðàíåå. Ïîñëå îð-òîãîíàëèçàöèè ïðîâîäèòñÿ íîðìèðîâêà áàçèñà. Ñ�îðìèðîâàííûé òàêèìîáðàçîì áàçèñ, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó Km.Êàæäûé âåêòîð qi îðòîãîíàëåí êî âñåì îñòàëüíûì âåêòîðàì qj , j 6= i,ïîýòîìó
qTi Aqj = 0; j < i− 1. (7.85)Êðîìå òîãî, ìàòðèöà Tm ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, à ñëåäîâàòåëüíî,ó÷èòûâàÿ (7.85), è òðåõäèàãîíàëüíîé.Èç �èñ. 7.5 äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ m = 4 íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî





Aq1 = α1q1 + β1q2;

Aq2 = β1q1 + α2q2 + β2q3;

Aq3 = β2q2 + α3q3 + β3q4;

Aq4 = β3q3 + α4q4 + r4.

(7.86)Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû Tm ïîëó÷àåì, ÷òî
α4 = qT4 Aq4; β3 = qT3 Aq4. (7.87)Ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé (7.86), òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

r4 = Aq4 −
(
qT3 Aq4

)
q3 −

(
qT4 Aq4

)
q3, (7.88)



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè255÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòåîðòîãîíàëèçàöèè âåêòîðà Aq4 ê âåêòîðàì q3 è q4 ïðè âû÷èñëåíèè âåêòîðà
q5. Ñëåäîâàòåëüíî,

q5 =
r4
β4

; β4 = ‖r4‖ . (7.89)Ïîëàãàÿ äëÿ óäîáñòâà q0 = 0, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
Aqi = βi−1qi−1 + αiqi + βiqi+1; i ≤ m. (7.90)Â ñëó÷àå i = m (7.90) îïðåäåëÿåò âåêòîð íåâÿçêè rm = βmqm+1.Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü àëãîðèòì Ëàíöîøà â ÿâíîì âèäå. Ñòàðòîâûéâåêòîð b âûáèðàåòñÿ ëèáî â ïðîèçâîëüíîì âèäå, ëèáî ñ èñïîëüçîâàíèåìàïðèîðíîé èí�îðìàöèè î ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ ìàòðèöû A. Ïîëàãàåì

q0 = 0; r0 = b; β0 = ‖b‖ . (7.91)Çàòåì äëÿ m = 1, 2, . . . âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüøàãîâ.1. Ïîïîëíåíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà:
rm−1

βm−1
−→ qm.2. Âû÷èñëåíèå ïðîìåæóòî÷íîé íåâÿçêè:

Aqm − βm−1qm−1 −→ rm.3. Âû÷èñëåíèå î÷åðåäíîãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû Tm:
qTmrm −→ αm.4. Çàâåðøåíèå âû÷èñëåíèÿ íåâÿçêè:

rm − αmqm −→ rm.



256 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È5. Âû÷èñëåíèå íîðìû íåâÿçêè:
‖rm‖ −→ βm.Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé ïîâòîðÿåòñÿ íåîáõîäèìîå ÷èñëîðàç. Ïàðû �èòöà (µi, xi), àïïðîêñèìèðóþùèå ñîáñòâåííûå ïàðû ìàòðèöû

A, ïîëó÷àþòñÿ ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿäëÿ ìàòðèöû Tm:
Tmhi = µihi; i = 1, 2, . . . , k; k ≤ m, (7.92)ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì

xi = Qmhi. (7.93)Äëÿ êîíòðîëÿ ñõîäèìîñòè õîðîøèì êðèòåðèåì ñëóæèò íîðìà âåêòîðàíåâÿçêè Axi − µixi, ðàâíàÿ
‖Axi − µixi‖ = ‖(AQm −QmTm) hi‖ = ‖Rmhi‖ =

= ‖rmhim‖ = βm |him| . (7.94)Ñóùåñòâóþò âåðñèè àëãîðèòìà Ëàíöîøà, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ îòûñ-êàíèÿ êðàéíèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íåêîòîðûõ âíóòðåííèõ ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé è äàæå âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèììåòðè÷íûõ èëè ýð-ìèòîâûõ ìàòðèö î÷åíü áîëüøèõ ðàçìåðîâ, íåêîòîðûå âåðñèè àëãîðèòìàïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Ëàíöîøà âîçíèêàþò ïî-ãðåøíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ìàøèííîé òî÷íîñòüþ îáðàáîòêè ÷èñåë äâîéíîéòî÷íîñòè. Ýòè ïîãðåøíîñòè ìîãóò íàðóøèòü îðòîãîíàëüíîñòü ñòîëáöîâìàòðèöû Q äî òàêîé ñòåïåíè, ÷òî îíè ñòàíóò ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Äëÿðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû áûëè ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå ìîäè�èêàöèèàëãîðèòìà, ïðîèçâîäÿùèå ïåðåîðòîãîíàëèçàöèþ âåêòîðîâ q â çàâèñèìî-ñòè îò âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè. Èõ îïèñàíèå âûõîäèò çà ðàìêè êíèãè.



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè257
7.3 �àñ÷åò �óíêöèé ëèíåéíîãî îòêëèêà è ïëîòíîñòèñîñòîÿíèéÏðè ÷èñëåííîì àíàëèçå êâàíòîâûõ ñèñòåì êîíå÷íîé öåëüþ ðàñ÷åòà ÷àñòîÿâëÿþòñÿ òàêèå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû, êàê ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, ïðîâî-äèìîñòü, âîñïðèèì÷èâîñòü è ò.ä. Ýòî äîñòàòî÷íî ñëîæíûå êîððåëÿòîðû,äëÿ ðàñ÷åòà êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, òðåáóåòñÿ êîìáèíèðîâàòü ðåçóëüòàòûðàñ÷åòîâ ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ÷àñòèö â ñèñòåìå.�àññìîòðèì îòêëèê óçåëüíîé ñèñòåìû (êëàñòåðà) íà âíåøíåå ïîëå.Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà ðåøåòî÷íûõ �åðìèîíîâ èëè áîçîíîâ âî âíåøíåììàãíèòíîì ïîëå, è ïî ñèñòåìå öèðêóëèðóåò òîê âäîëü íàïðàâëåíèÿ x,òàê ÷òî âäîëü ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ãðàäèåíòíî-èíâàðèàíòíîé �àçîé Φ. Îïåðàòîð òîêà â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîë-íåíèÿ óæå ðàññìàòðèâàëñÿ â �àçäåëå 5.6, ïðåäñòàâèì åãî, ðàçëîæèâ äîïåðâîãî ïîðÿäêà ïî �àçå:

jx = − ∂H

∂Ax
=
ite

~c

∑

i

(
a+
i ai+−→e x

e
2πiΦ
Φ0L − a+

i+−→e x
aie
− 2πiΦ

Φ0L

)
= (Φ > 0) ∼=

∼= ite

~c

(
∑

i

(
a+
i ai+−→e x

− a+
i+−→e x

ai

)
+

2πiΦ

Φ0L

∑

i

(
a+
i ai+−→e x

+ a+
i+−→e x

ai

))
.(7.95)Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

jPx (i) =
it

~c

(
a+
i ai+−→e x

− a+
i+−→e x

ai

)
; (7.96)

kx (i) = −t
(
a+
i ai+−→e x

+ a+
i+−→e x

ai

)
.Çäåñü jPx (i) � ïàðàìàãíèòíàÿ ÷àñòü x-êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè òîêà â òî÷êå

i;, kx (i) � ñîîòâåòñòâåííî, ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæåíèÿòîêà âäîëü îñè x.
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−→
A x (i) =

Φ−→e x
L

, (7.97)ïîýòîìó ïëîòíîñòü ïîëíîãî òîêà, ñîãëàñíî (7.95), ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëå-äóþùèì îáðàçîì:
jx (i) = − ∂H

∂Ax(i)
= ejPx (i) + e2kx (i)Ax (i) . (7.98)Èñïîëüçóåì äàëåå èçâåñòíóþ �îðìóëó ëèíåéíîãî îòêëèêà � ñîîòíî-øåíèå Êóáî (ñì., íàïðèìåð, [35, 36℄). Ñîãëàñíî ýòîìó ñîîòíîøåíèþ, åñëèíà ñèñòåìó äåéñòâóåò âíåøíåå âîçìóùåíèå

V (t) = −xf (t) , (7.99)ãäå x � øðåäèíãåðîâêèé (íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè) îïåðàòîð íåêîòîðîé�èçè÷åñêîé âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùåé ñèñòåìó (íàïðèìåð, îïåðàòîðòîêà), à âîçìóùàþùàÿ ñèëà f (t) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè (íàïðè-ìåð, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë), òî èìååò ìåñòî ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó�óðüå-êîìïîíåíòàìè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ x(ω) è ñèëû f(ω):
x (ω) = α (ω) f (ω) . (7.100)Âåëè÷èíà α (ω) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ è ðàâíà

α (ω) =
i

~

∞∫

0

eiωt 〈x0 (t) x0 (0) − x0(0)x0(t)〉dt; (7.101)
x0 (t) = eitH0/~xe−itH0/~.Çäåñü x0 (t) � ãåéçåíáåðãîâñêèé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ïî íåâîçìóùåí-íîìó ãàìèëüòîíèàíó H0 (ò.å. áåç ó÷åòà ñèëû f). Â ÷àñòíîñòè, âåëè÷èíà

α (ω) áóäåò ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ, åñëè f (t) � íàïðÿ-æåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à x � îïåðàòîð òîêà.



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè259Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïðîâîäèìîñòè â òåðìèíàõ óçåëüíûõ îïåðà-òîðîâ äëÿ íàøåé çàäà÷è. Ïîòåíöèàë âîçìóùåíèÿ çà ñ÷åò âíåøíåãî ïîëÿñ ó÷åòîì (7.96) ìîæåò áûòü çàïèñàí â òàêîì âèäå:
V = −

∑

i

(
ejPx (i)Ax (i) +

e2kx (i)A2
x(i)

2

)
. (7.102)Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ (7.98). �îëü îïåðà-òîðà x èãðàåò ïàðàìàãíèòíûé òîê, à âòîðîé ÷ëåí ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé � àääèòèâíàÿ äîáàâêà, êîòîðàÿ ïåðåíîñèòñÿ ïðèðàñ÷åòå ñîîòíîøåíèé â îòâåò ñ ó÷åòîì äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî âåêòîð-íîìó ïîòåíöèàëó. Äëÿ äàëüíåéøåãî âûâîäà âûïèøåì �óðüå-êîìïîíåíòûâåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è òîêà:

Ax (l, t) = Re
(
Ax (q, ω) ei

−→q −→l −iωt
)

; (7.103)
jx (l, t) = Re

(
jx (q, ω) ei

−→q −→l −iωt
)
.Òîãäà, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ Êóáî, èìååì:

〈jx (q, ω)〉 = −e2 (〈−kx〉 − Λxx(q, ω))Ax (q, ω) ; (7.104)
Λxx (q, ω)=

i

~Na

∞∫

0

dt e(iω−δ)t
〈
jPx (q, t) jPx (−q, 0)

〉
∣∣∣∣∣∣
δ>0

;

〈
jPx (q, t) jPx (−q, 0)

〉
= jPx (q, t) jPx (−q, 0) − jPx (−q, 0) jPx (q, t) ;

jPx (q) =
∑

l

e−i
−→q −→l jPx (l) ; 〈kx〉 =

1

Na

〈
∑

l

kx(l)

〉
.Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ â (7.104) ïîíèìàþòñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ñìûñ-ëå:
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〈. . . 〉 ≡ 1

Z

∑

n

〈n | . . . | n〉e−Enβ, (7.105)ãäå β = 1/T � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà.Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ñâÿçü âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è íàïðÿæåííîñòè ýëåê-òðè÷åñêîãî ïîëÿ â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå
Ax (q = 0, ω) =

Ex (q = 0, ω)

i(ω + iδ)

∣∣∣∣
δ→0

, (7.106)íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî âûðàæåíèå äëÿ ïðîâîäèìîñòè:
σ (ω) = −e2 〈−kx〉 − Λxx (q = 0, ω)

i(ω + iδ)

∣∣∣∣
δ→0

. (7.107)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòà ïðîâîäèìîñòè ñëåäóåò ïîëó÷èòü êîððå-ëÿòîð �òîê-òîê� Λxx, çàâèñÿùèé îò âðåìåíè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ(7.104) ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü îïåðàòîðîâ ïîíèìà-åòñÿ â ãåéçåíáåðãîâñêîì ñìûñëå:
B (t) = e

iHt
~ B (0) e−

iHt
~ , (7.108)òàê ÷òî âðåìåííûå ñðåäíèå â (7.104) èìåþò âèä:

〈j (q, t) j(−q, 0)〉 =
1

Z

∑

nm

〈n | j (q, 0) | m〉 〈m | j (−q, 0) | n〉e i(En−Em)t
~

−En
T =

=
1

Z

∑

nm

|〈n | j (q, 0) | m〉|2e i(En−Em)t
~

−Enβ. (7.109)Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîâîäèìîñòè ñëåäóåò ðåøèòü ñíà÷à-ëà ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó â îòñóòñòâèå �àçû, íàéòè ñîáñòâåííûå ýíåðãèè èâîëíîâûå �óíêöèè ñèñòåìû, à çàòåì ðàññ÷èòàòü âðåìåííûå êîððåëÿòîðû(7.109) è ïîäñòàâèòü èõ â ñîîòíîøåíèå (7.104).Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (β → ∞) ãëàâíûé âêëàä â (7.104) áóäåòäàâàòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, à òàêæå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìåæäó îñíîâ-íûì ñîñòîÿíèåì è áëèæàéøèìè âîçáóæäåííûìè. Âåëè÷èíà Λxx ïðåîá-



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè261ðàçóåòñÿ â ñóììó äåëüòà-�óíêöèé, è íàèáîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò âêîððåêòíîì ðàñ÷åòå ñëåäóþùåãî ñïåêòðàëüíîãî êîððåëÿòîðà:
∑

m

|〈m | j (q, 0) | 0〉|2δ (Em − E0 − ω) . (7.110)Âûðàæåíèå (7.110) ìîæíî âû÷èñëÿòü íåïîñðåäñòâåííî â ïðîöåññå ïðè-ìåíåíèÿ àëãîðèòìà Ëàíöîøà, êîòîðûé ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿåòíåñêîëüêî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé íàä îñíîâíûì.Âûðàæåíèå (7.110) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå âåêòîðà îñíîâíî-ãî ñîñòîÿíèÿ ïî âñåì âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèÿì ñ íåêîòîðûì âåñîâûììíîæèòåëåì. Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ òàêîãî âûðàæåíèÿ áóäåò ðàññìîòðåí âêîíöå ðàçäåëà.�àññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ñëîæíûé êîððåëÿòîð. Ïóñòü íåîáõîäèìîðàññ÷èòàòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñî ñïèíàìè.Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé � âàæíàÿ �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, íåîáõîäèìàÿ ïðèðàñ÷åòå ðàçëè÷íûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñðåäíèõ, åé óäîáíî ïîëüçî-âàòüñÿ, êîãäà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå çàâèñèò òîëüêî îò ýíåðãèè÷àñòèö, íàïðèìåð:
∑

k

f(εk), (7.111)ãäå εk � çàêîí äèñïåðñèè äëÿ ñèñòåìû (íàïðèìåð, εk = cos ka äëÿ ìîäåëèñèëüíîé ñâÿçè èëè εk = ~2k2

2m
äëÿ ñâîáîäíîãî ãàçà). Íåò íåîáõîäèìîñòèñóììèðîâàòü â (7.111) ïî êàæäîé ïðîåêöèè èìïóëüñà, óäîáíåå ââåñòèïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé N(ε):

∑

k

f(εk) =

∫
dεN (ε) f (ε) ; N (ε) =

∑

k

δ(ε− εk). (7.112)Ïî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé � ýòî êîëè÷åñòâî âîç-ìîæíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà åäèíè÷íûé èíòåðâàëýíåðãèè ε ÷ ε + dε. Ïîäðîáíåå ýòà âåëè÷èíà áóäåò îáñóæäàòüñÿ ïîçæåïðè ðàññìîòðåíèè �åðìè- è áîçå-ãàçà, à òàêæå ïðè èññëåäîâàíèè òåðìî-



262 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ êâàíòîâûõ ñèñòåì, ñåé÷àñ ðàññìîòðèì â îñíîâíîììàòåìàòè÷åñêóþ è ðàñ÷åòíóþ ñòîðîíû ïðîáëåìû.Ñóììà äåëüòà-�óíêöèé â (7.112) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â îáùåì ñëó-÷àå äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû, îäíàêî ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿïî âîçìîæíûì ñîáñòâåííûì êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì En ìíîãî÷àñòè÷íîéñèñòåìû. Ìû èíòåðåñóåìñÿ èìåííî îäíî÷àñòè÷íîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿ-íèé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâèìà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
N (ω) =

∑

k

A(k, ω), (7.113)ãäå ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü A(k, ω) ñèñòåìû ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðåèìååò âèä (ñì., íàïðèìåð, [37, 38℄)
A (k, ω) =

∑

nσ

∣∣〈Ψn (N + 1)
∣∣ a+

kσ

∣∣ Ψ0 (N)
〉∣∣2δ(ω −En (N + 1) + E0 (N))+

+
∑

nσ

|〈Ψn (N − 1) | akσ | Ψ0 (N)〉|2δ(ω + En (N − 1) − E0 (N)), (7.114)ãäå akσ � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì σ è èìïóëüñîì k;
En (N) � ýíåðãèÿ n-ãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èç N ÷àñòèö;
Ψn (N) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ; E0 (N) � ýíåðãèÿ îñíîâíî-ãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èçN ÷àñòèö; Ψ0 (N) � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ.Âûðàæåíèå (7.114) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå óäîáíîì âèäå, ïåðåéäÿîò èìïóëüñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê óçåëüíûì îïåðàòîðàì:

N (ω) =
∑

iσ

(
g+
iσ (ω) + g−iσ (−ω)

)
, (7.115)ãäå g+

iσ (ω) � ïàðöèàëüíûå âêëàäû îò óçëà i:
g+
iσ (ω) =

∑

nσ

∣∣〈Ψn (N + 1)
∣∣ a+

iσ

∣∣ Ψ0 (N)
〉∣∣2δ(ω − En (N + 1) + E0 (N)),(7.116)
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g−iσ (ω) =

∑

nσ

|〈Ψn (N − 1) | aiσ | Ψ0 (N)〉|2δ(ω − En (N − 1) + E0 (N)).(7.117)Âåëè÷èíà g+
iσ (ω) îïèñûâàåò ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ìîãóò çàïîëíÿòüñÿ �åð-ìèîíàìè ñî ñïèíîì σ, à g−iσ (−ω) � ñîñòîÿíèÿ, çàïîëíÿåìûå äûðêàìè (âà-êàíòíûìè ìåñòàìè). Èíòåãðàëû îò g+

iσ (ω) è g−iσ (−ω) ïî ýíåðãèè ω äàþòñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ �åðìèîíîâ è äûðîê ñî ñïèíîì σ ñîîòâåòñòâåí-íî. �àññìîòðèì âåëè÷èíó
∆ = µ+ − µ−, (7.118)ãäå

µ+ = E0 (N + 1) − E0 (N) ; µ− = E0 (N) − E0 (N − 1) . (7.119)Ïî �èçè÷åñêîìó ñìûñëó âåëè÷èíà µ+ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ðàâ-íûé ïðèðàùåíèþ ýíåðãèè ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû çà ñ÷åòäîáàâëåíèÿ îäíîé ÷àñòèöû, à µ− � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ðàâíûé ïðè-ðàùåíèþ ýíåðãèè ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïðè óäàëåíèèîäíîé ÷àñòèöû. Êàê ñëåäóåò èç (7.116) � (7.117), çàïîëíÿåìûå �åðìè-îíàìè ñîñòîÿíèÿ íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå ýíåðãèé ω > µ+, à ñîñòîÿíèÿ,çàïîëíÿåìûå äûðêàìè, � â èíòåðâàëå ω < µ−, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðè-âàòü âåëè÷èíó ∆ èç (7.118) êàê ùåëü â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé. Åñëè ýòàâåëè÷èíà ìåíüøå íóëÿ, òî ùåëè â ñïåêòðå íåò, è ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèéíåïðåðûâíà êàê �óíêöèÿ ýíåðãèè.Èç (7.116) � (7.117) âèäíî, ÷òî, êàê è ïðè ðàñ÷åòå ïðîâîäèìîñòè, íåîá-õîäèìî âû÷èñëèòü ñëîæíûé ñïåêòðàëüíûé êîððåëÿòîð âèäà
∑

nσ

∣∣〈Ψn (N ± 1)
∣∣ a+

iσ

∣∣ Ψ0 (N)
〉∣∣2δ(ω − En (N ± 1) + E0 (N)) (7.120)



264 ×àñòü 2. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÍÎ�Î×ÀÑÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×Èè, â îòëè÷èå îò âûðàæåíèÿ (7.110), çäåñü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðàññ÷è-òûâàþòñÿ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ÷àñòèö. Òåì íå ìå-íåå, âûðàæåíèå (7.120) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ ñ N ÷àñòèöàìè ïî âñåì âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû,íî òåïåðü ñ äîáàâëåííîé (óäàëåííîé) îäíîé ÷àñòèöåé, ïîýòîìó è ê íåìóìîæíî ïðèìåíèòü ðàññìîòðåííóþ äàëåå ïðîöåäóðó ðàñ÷åòà â ðàìêàõ àë-ãîðèòìà Ëàíöîøà.Äåéñòâèòåëüíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ (âûðàæåíèÿ ((7.110)) è ((7.120)) ñëå-äóåò ðàññ÷èòûâàòü ñóììó äåëüòà-�óíêöèé, óìíîæåííûõ íà ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå íåêîãî âåêòîðà íà ñîáñòâåííûå �óíêöèè ãàìèëüòîíîâîéìàòðèöû (èëè íà êâàäðàò ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Ñ�îðìóëè-ðóåì ìåòîäèêó òàêîãî ðàñ÷åòà â îáùåì ñëó÷àå.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå âûðàæåíèé (7.110) è (7.120) îøèá-êè îêðóãëåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Ëàíöîøà, íåìåøàþò ðàñ÷åòó. Íàêîïëåíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ â àëãîðèòìå Ëàíöî-øà ïðîÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà èòåðàöèéâîçíèêàþò ïàðàçèòè÷åñêèå ïñåâäîñîáñòâåííûå âåêòîðû, êîòîðûå ëèáîäóáëèðóþò óæå ñóùåñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ëèáî èìåþò î÷åíüïëîõóþ íåâÿçêó, ò.å. âîîáùå íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè. Ïðè-ìåíåíèå àëãîðèòìà Ëàíöîøà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñòðàíåíèè ýòèõ âåêòîðîâ. Îäíàêî èìåííî äëÿðàñ÷åòà óêàçàííûõ âûøå êîððåëÿòîðîâ ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïðèìå-íåíèÿ ïðîñòîãî àëãîðèòìà Ëàíöîøà áåç âñÿêèõ ìîäè�èêàöèé, â êîòîðîììîæíî èãíîðèðîâàòü ïðîáëåìó âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàçèòè÷åñêèõ âåêòîðîâ.Åñëè äëÿ èçâåñòíîãî âåêòîðà u òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âåêòîð ν = F (A) u,ãäå ÿâíûé âèä îïåðàòîðà F èçâåñòåí òîëüêî â áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåê-òîðîâ ìàòðèöû A, òî ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãîàëãîðèòìà Ëàíöîøà. Â ðàáîòå [39℄ äîêàçàíà äîïóñòèìîñòü òàêîãî ïîäõî-äà äëÿ øèðîêîãî êëàññà îïåðàòîðîâ F è äàíà îöåíêà îøèáîê ïðîñòîãîàëãîðèòìà Ëàíöîøà. Â íàøåì ñëó÷àå âåêòîð u � ìíîãî÷àñòè÷íàÿ âîëíî-âàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ìàòðèöà A � ãàìèëüòîíèàí



7. Íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñîáåííîñòè ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè265ñèñòåìû. Íåîáõîäèìûé äëÿ ðàñ÷åòà êîððåëÿòîð (ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé(7.120) èëè ïðîâîäèìîñòü (7.110)) â òàêîì ïîäõîäå ìîæíî ïðåäñòàâèòüñëåäóþùåé �óíêöèåé ýíåðãèè ω:
ρ (ω) = C

∑

k

f [(u, xk)]δ (λk − ω) ; (7.121)
δ (E) ≈ 1

π

(
σ

E2 + σ2

)

|σ→0

,ãäå C � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü; (u, xk) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-òîðà u ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ãàìèëüòîíèàíà; f(x) � íåêîòîðàÿ ïðî-ñòàÿ �óíêöèÿ (íàïðèìåð, x2), σ � ïàðàìåòð çàäà÷è, âåëè÷èíà êîòîðîãîñîïîñòàâèìà ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λk ãàìèëüòî-íèàíà. Ïðè îïðåäåëåíèè âûðàæåíèÿ (7.121) â êà÷åñòâå ïåðâîãî âåêòî-ðà, ïî êîòîðîìó îáðàçóåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî Êðûëîâà, áåðåòñÿ âåêòîð
u, è ïî çàâåðøåíèè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû àëãîðèòì Ëàíöîøà äàåòâñå íåîáõîäèìûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (u, xk). Âîçìîæíîñòü èãíîðè-ðîâàòü îøèáêè îêðóãëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïàðàçèòè÷åñêèìè ñîáñòâåííûìèâåêòîðàìè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåñ ýòèõ âåêòîðîâ â èñõîäíîì âåêòîðå u,êàê ïðàâèëî, ìàë (èõ àìïëèòóäà îïðåäåëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûìè îøèá-êàìè), è ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàçèòè÷åñêèå âåêòîðû íå âëèÿþò íà ðåçóëüòàòðàñ÷åòà êîððåëÿòîðà.Íà �èñ. 7.6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðîâîäèìîñòè σ(ω) èïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé N(ω) äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà èç [54℄, ðàñ-ñ÷èòàííûå îïèñàííûì âûøå ìåòîäîì, â çàâèñèìîñòè îò êîíöåíòðàöèèäûðî÷íûõ íîñèòåëåé x, îòñ÷èòàííîé îò çàïîëíåíèÿ 〈n〉 = 1.
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á�èñ. 7.6: �àñ÷åò ïðîâîäèìîñòè σ(ω) (a) è ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé N(ω) (á )äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà 4 × 4 èç [54℄



×àñòü 3ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
8 Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåì ìíîãèõ÷àñòèöÂ ïåðâûõ äâóõ ÷àñòÿõ êíèãè íå îáñóæäàëàñü çàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ðàç-ëè÷íûõ ñèñòåì îò òåìïåðàòóðû. Îäíàêî ðåàëüíûå �èçè÷åñêèå ñèñòåìûâñåãäà íàõîäÿòñÿ ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå, è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëå-äîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü èí�îðìàöèþ î õàðàêòåðèñòèêàõ íàáëþäà-åìûõ ñèñòåì êàê �óíêöèÿõ òåìïåðàòóðû.Êàêèì æå îáðàçîì â êâàíòîâóþ �èçè÷åñêóþ ñèñòåìó (è â ïðîöåäóðó÷èñëåííîãî àíàëèçà òàêîé ñèñòåìû) ââåñòè òåìïåðàòóðó? Êàê ïîëó÷èòüòåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå? Äëÿçàìêíóòîñòè èçëîæåíèÿ îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ ïîíÿòèÿõ ñòàòèñòè-÷åñêîé �èçèêè è îñíîâíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ, êîòîðûåáóäóò íåîáõîäèìû â äàëüíåéøåì êàê äëÿ îïèñàíèÿ êîíå÷íûõ êëàñòåðîâ,òàê è äëÿ èçó÷åíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì (áîëåå ïîäðîáíî ñì., íà-ïðèìåð, [36, 40℄).Ñîãëàñíî îñíîâíûì ïîëîæåíèÿì ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè, �èçè÷åñêóþ(êâàíòîâóþ èëè êëàññè÷åñêóþ) ñèñòåìó â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâå-267



268 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎñèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ ïîäñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ âêîíòàêòå ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé èëè ñ åùå áîëüøåé ñèñòåìîé � òåðìî-ñòàòîì. Â çàâèñèìîñòè îò âèäà ýòîãî êîíòàêòà îïèñàíèå ñèñòåìû ìîæåòáûòü ðàçëè÷íûì. Ñàìîé âàæíîé ñòàòèñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèñòå-ìû, êîòîðàÿ, ðàçóìååòñÿ, çàâèñèò îò âíåøíèõ óñëîâèé, â êîòîðûõ íàõî-äèòñÿ ñèñòåìà, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (èëè �óíêöèÿ ñòàòèñòè-÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) ρ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîä �àçîâûìïðîñòðàíñòâîì â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå ïîíèìàåòñÿ ìíîãîìåðíîå ïðî-ñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî èìååò óíèêàëü-íûé íàáîð âñåõ êâàíòîâûõ ÷èñåë ñèñòåìû (ýòî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,íàáîð êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ). Ïîëíàÿ ðàçìåðíîñòü �àçîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ áàçèñà ñèñòåìû. Ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåòâî âðåìåíè è ïåðåõîäèò èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå � îò îäíîé òî÷êè�àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ê äðóãîé. Ïðè ýòîì â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðî-ïèñûâàåòñÿ ïóòü ñèñòåìû, íàçûâàåìûé �àçîâîé òðàåêòîðèåé ñèñòåìû.�ëàâíàÿ çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè � íàõîæäåíèå �óíêöèè ðàñïðå-äåëåíèÿ, òàê êàê ÷åðåç íåå ìîæíî ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿëþáûõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí, à òàêæå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñðåäíèå òàêèõâåëè÷èí. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç Ω ñîâîêóïíîñòü ïàðàìåòðîâ �àçîâîãîïðîñòðàíñòâà � ñòåïåíåé ñâîáîäû (íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò èèìïóëüñîâ ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó), òî ìîæíî ðàññ÷èòàòü òåðìî-äèíàìè÷åñêîå ñðåäíåå çíà÷åíèå �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû f(Ω) ñëåäóþùèìîáðàçîì:
〈f〉 =

∫
dΩ f(Ω)ρ(Ω)∫
dΩ ρ(Ω)

. (8.1)Èíòåãðèðîâàíèå â (8.1) ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó �àçîâîìó ïðîñòðàíñòâó.Òàêîå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî êàê äëÿ êëàññè÷åñêîãî, òàê è äëÿ êâàí-òîâîãî îïèñàíèÿ. Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü
Z =

∫
dΩ ρ(Ω) (8.2)



8. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö 269íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé èëè, êðàòêî, ñòàòñóììîé.Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êâàíòîâîé ñèñòåìû óñðåäíåíèå ñ ïîìîùüþ�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñðåäíåå çíà÷åíèå �èçè÷å-ñêîé âåëè÷èíû, íå çíàÿ òî÷íîé âðåìåííîé ýâîëþöèè ýòîé âåëè÷èíû �ýòî òàê íàçûâàåìîå íåïîëíîå îïèñàíèå, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â ýòîìñëó÷àå ïðåäñòàâèìà ÷åðåç äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íåêîòîðîé ìàòðèöû[36, 40℄.Ïîÿñíèì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïîíÿòèå ìàòðèöûïëîòíîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, óäîáíîì äëÿ çàäà÷ ñòàòè-ñòè÷åñêîé �èçèêè.Ïóñòü ñèñòåìà (èëè ïîäñèñòåìà) èìååò íåêîòîðûé ïîëíûé íàáîð ñòà-öèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé n, îïèñûâàåìûõ íîðìèðîâàííûìè âîëíîâûìè �óíê-öèÿìè ϕn(Ω), ñîñòàâëÿþùèìè ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ äëÿýòîé ñèñòåìû. Ëþáîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû Ψ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ýòèìáàçèñíûì �óíêöèÿì:
Ψ =

∑

n

anϕn. (8.3)Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû f ìîæåò áûòü âû÷èñ-ëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
〈f〉 =

∫
dΩ Ψ∗ (Ω) f̂Ψ (Ω) =

∑

nm

a∗namfnm; (8.4)
fnm =

∫
dΩ ϕ∗nf̂ϕm,ãäå f̂ � îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíå f .Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòà 〈f〉 íåîáõîäèìû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

fnm è ïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ a∗nam. Õàðàê-òåðèñòèêè èñõîäíîãî áàçèñà òåïåðü íå íóæíû, îíè ïðåäñòàâëåíû â âèäåèíòåãðàëîâ â ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ â (8.4), îñíîâíóþ èí�îðìàöèþ íåñåòòåïåðü ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ



270 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
cmn = a∗nam, (8.5)êîòîðàÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó ïëîòíîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîìïðåäñòàâëåíèè, èëè ñòàòèñòè÷åñêóþ ìàòðèöó. Ìîæíî òàêæå ïðåäñòà-âèòü cmn êàê ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî îïå-ðàòîðà ĉ. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì, òàê êàê ïðîâåäåíîóñðåäíåíèå ïî èñõîäíîìó áàçèñó, äåòàëè êîòîðîãî òåïåðü ó÷òåíû â ìàò-ðè÷íûõ ýëåìåíòàõ (8.4), íî îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ çàäà÷ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè. Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü ëþáîå ñðåäíåå

〈f〉 =
∑

nm

cmnfnm (8.6)ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ñëåäà ìàòðèöû)ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ĉ è f̂ :
〈f〉 =

∑

nm

cmnfnm =
∑

n

(ĉf̂)nn = Tr
(
ĉf̂
)
. (8.7)Èç (8.7) ñëåäóåò, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò èñõîäíîãî áàçèñà, è ìî-æåò áûòü ïîëó÷åí â ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ, íåîáÿçàòåëüíî â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîì.Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïëîòíîñòè èìåþò ñìûñë âåðîÿòíî-ñòè íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâóþùåì ñîñòîÿíèè:

ρn = cnn = |an|2 (8.8)ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè
∑

n

|an|2 =
∑

n

cnn = Trρ = 1. (8.9)Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó (8.2).Ñîîòâåòñòâåííî, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû (8.8) ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûìè àíà-ëîãàìè êëàññè÷åñêîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.



8. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö 271Âûâåäåì óðàâíåíèå âðåìåííîé ýâîëþöèè ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Ïðèó÷åòå âðåìåííîé ýâîëþöèè ñèñòåìû ðàçëîæåíèå ïîëíîé âîëíîâîé �óíê-öèè ñèñòåìû ïî áàçèñó (8.3) ñîõðàíÿåòñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, íîêàæäûé êîý��èöèåíò ðàçëîæåíèÿ an áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè:
Ψ (t) =

∑

n

an(t)ϕn. (8.10)Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå âî âðåìåííîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
i~
dΨ

dt
= HΨ, (8.11)è èñïîëüçóÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòü âîëíîâûõ �óíêöèé ϕ, ïîëó÷àåì:

i~
dan
dt

=
∑

m

am (t)Hnm; Hnm =

∫
dΩϕ∗n (Ω)Hϕm (Ω) . (8.12)Êîìáèíèðóÿ ñîîòíîøåíèå (8.12) ñ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì

−i~da
∗
m

dt
=
∑

k

a∗k (t)Hkm (8.13)(ïðè âûâîäå (8.13) èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ýðìèòîâîñòè ãàìèëüòîíèàíà),íàõîäèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè:
i~
dcnm
dt

=
∑

k

(Hnkckm − cnkHkm) ⇒ (8.14)
⇒ i~

dĉ

dt
=
(
Ĥĉ− ĉĤ

)
=
[
Ĥ, ĉ

]
.Ýòîò ðåçóëüòàò � íå ÷òî èíîå, êàê êâàíòîâûé àíàëîã òåîðåìû Ëè-óâèëëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå òðåáîâàíèå ñòàöèîíàð-íîñòè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïëîòíîñòü ðàñïðå-äåëåíèÿ ρ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Â êâàíòîâîì ñëó÷àå èç âûðà-æåíèÿ (8.14) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îáðàùåíèÿ â íóëü ïðîèçâîäíîé ñòàòèñòè-÷åñêîãî îïåðàòîðà íåîáõîäèìà åãî êîììóòàòèâíîñòü ñ ãàìèëüòîíèàíîì,



272 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìåíè è ìî-æåò áûòü èçìåðåíà îäíîâðåìåííî ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðàýíåðãèè. Ýòî îçíà÷àåò òàêæå, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè äîëæíà áûòü äèàãîíàëüíà.�àññìîòðèì òåïåðü êðàòêî òðè îñíîâíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ îïèñàíèÿêâàíòîâûõ ñèñòåì.8.1 Ìèêðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü�àññìîòðèì êàêóþ-ëèáî çàìêíóòóþ ñèñòåìó è âûáåðåì â êà÷åñòâå áà-çèñíûõ �óíêöèé ñîáñòâåííûå �óíêöèè ýòîé ñèñòåìû ϕn (Ω). Âðåìåííàÿýâîëþöèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (8.12) òîãäà áóäåò âûãëÿäåòü ñëå-äóþùèì îáðàçîì:
an (t) = an (0) e−iEnt/~, (8.15)ãäå En � çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì �óíê-öèÿì ϕn.Ñîîòâåòñòâåííî, èç (8.14) íàõîäèì âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ñòàòèñòè-÷åñêîé ìàòðèöû:

cnm (t) = cnm (0) e−iωnmt; ωnm =
En − Em

~
. (8.16)Òàêèì îáðàçîì, â çàìêíóòîé ñèñòåìå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñòàòè-ñòè÷åñêîé ìàòðèöû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíÿþò-ñÿ:

dcnn
dt

= 0 ⇒ ρn = cnn = const. (8.17)Ñðåäíåå ëþáîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû, ñîõðàíÿþùåå ñâîå çíà÷åíèå âäîñòàòî÷íî äëèòåëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ìîæåò áûòü, òàêèì îáðà-çîì, ðàññ÷èòàíî òîëüêî èç äèàãîíàëüíîé ÷àñòè ñòàòèñòè÷åñêîé ìàòðèöû:
〈f〉 =

∑

n

ρnfnn. (8.18)



8. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö 273Â çàìêíóòîé ñèñòåìå ñîõðàíÿþòñÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E, êîòîðàÿ ìî-æåò áûòü ðàâíà îäíîìó èç ðàçðåøåííûõ çíà÷åíèé En, èìïóëüñ è ìîìåíòèìïóëüñà. Ýíåðãèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, íî òàêæåèíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ è ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρn. Êàê èçâåñòíî[36℄, ýíåðãèÿ è ëîãàðè�ì ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè âå-ëè÷èíàìè è ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì
lnρn = α + βEn, (8.19)

ãäå α, β � ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû. Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òîìàòðèöà ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé òîëüêî ýíåðãèè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû ïî÷òèíåïðåðûâíû è ðàñïðåäåëåíû òàê, ÷òî íà áåñêîíå÷íî ìàëûé èíòåðâàëýíåðãèè E÷E+dE ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëåííîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé dΩ èç âñå-ãî îáúåìà �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàê êàê ýíåðãèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìûñîõðàíÿåòñÿ, òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñ-ïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèè, èìååò ÿâíî âûðàæåííûå ìàêñèìóìû ïðè ðàçðå-øåííûõ çíà÷åíèÿõ, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè ìîæíî îïèñàòü â âèäå äåëüòà-�óíêöèè; âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ýëåìåíò �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà dΩ, ÷òîýêâèâàëåíòíî ïîïàäàíèþ â èíòåðâàë ïî ýíåðãèè E ÷E + dE, èìååò âèä
ρn = const × δ (E − En) dΩ. (8.20)
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8.2 Êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü�àññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êàêîé-ëèáî áîëü-øåé çàìêíóòîé ñèñòåìû � òåðìîñòàòà, è íàõîäèòñÿ ñ íåé â òåðìîäèíà-ìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè.Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ââåäåì ïðåäñòàâëåíèå îá ýíòðîïèèñèñòåìû S.Ââåäåì âåëè÷èíó dΩ, ðàâíóþ ÷èñëó êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ïðèõîäÿ-ùèõñÿ íà èíòåðâàë ýíåðãèè ñèñòåìû E÷E+dE. Òîãäà âåðîÿòíîñòüW (E)òîãî, ÷òî ñèñòåìà èìååò ýíåðãèþ â ýòîì èíòåðâàëå, ðàâíà

W (E) dE = ρdΩ (8.21)ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè
∫
dEW (E) = 1. (8.22)Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåëà â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè âåðîÿòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè èìååò ðåçêèé ìàêñèìóì âáëèçè ñðåäíåãî çíà-÷åíèÿ 〈E〉 ñ ìàëûì ðàçáðîñîì △E ìàñøòàáà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé �ëóê-òóàöèè (�èñ. 8.1). Òîãäà ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñ ó÷åòîì (8.22) ìîæíîíàïèñàòü

W (〈E〉)△E = 1. (8.23)Èñïîëüçóÿ (8.21), ïåðåïèøåì (8.23) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ρ (〈E〉)△Ω= 1; △Ω=

dΩ( 〈E〉 )

dE
△E. (8.24)Òàêèì îáðàçîì, èíòåðâàëó △E ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé èíòåðâàë

△Ω � õàðàêòåðíîå êîëè÷åñòâî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, âåðîÿò-íîñòü ðåàëèçàöèè êîòîðûõ äîñòàòî÷íî âûñîêà. Âåëè÷èíó △Ω íàçûâàþò
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E

W(E)

<E>

DE

�èñ. 8.1: Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåëà â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè âåðîÿò-íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè èìååò ðåçêèé ìàêñèìóì âáëèçè ñðåäíåãîçíà÷åíèÿòàêæå ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.Ëîãàðè�ì ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà
S = ln△Ω (8.25)íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé ñèñòåìû [36℄.Ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé, òàê êàê ñòàòèñòè÷å-ñêèé âåñ � ÷èñëî êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé � öåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå åäèíè-öû. Ýíòðîïèþ ìîæíî òàêæå ðàññ÷èòàòü äðóãèì ñïîñîáîì. Ââèäó ëèíåé-íîñòè (8.19), èìååì:

lnρ (〈E〉) = α+ β 〈E〉 = 〈lnρ(E)〉 . (8.26)Äàëåå,
S = ln△Ω= −lnρ (〈E〉) = −〈lnρ(E)〉 = −

∑

n

ρ(En)lnρ(En). (8.27)Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (8.27) è (8.24), íàõîäèì
dΩ (〈E〉)
dE

=
es(〈E〉)

△E . (8.28)



276 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÎòìåòèì, ÷òî ýíòðîïèÿ òàê æå, êàê è ýíåðãèÿ, ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîéâåëè÷èíîé.�àññ÷èòàåì òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèè â óñëîâèÿõ âíåøíåãîòåðìîñòàòà. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî âûäåëåííàÿ ñèñòåìà ñ ðàçðåøåííîéýíåðãèåé En è êâàíòîâûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû Ω, è òåðìîñòàò ñ ýíåðãèåé
E0 è ñòåïåíÿìè ñâîáîäû Ω0 âìåñòå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòîé ñèñòåìîé ñ ïîë-íîé ýíåðãèåé E. Òîãäà èìååò ìåñòî ìèêðîêàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

ρ (E) = const × δ (E − E0 − En) dΩdΩ0. (8.29)Äëÿ òîãî, ÷òîáû èç ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûäåëèòü òîëüêî ñòåïåíèñâîáîäû ñèñòåìû, ñëåäóåò ïðîèíòåãðèðîâàòü (8.29) ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäûòåðìîñòàòà:
ρ (En) ∼

∫
δ (E −E0 − En) dΩ0 =

∫
δ (E − E0 − En)

dΩ0

dE0
dE0= (8.30)

=

∫
δ (E − E0 −En)

eS(E0)

△E0
dE0=

eS(E−En)

△E0
.Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî (8.30), âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ñîñòîÿíèé ïðî-ïîðöèîíàëüíà ìíîæèòåëþ eS. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ êðàâíîâåñèþ, îíà áóäåò çàíèìàòü ñîñòîÿíèÿ En, èìåþùèå âñå áóëüøóþâåðîÿòíîñòü, è, ñîîòâåòñòâåííî, âñå áóëüøóþ ýíòðîïèþ. Â êîíöå êîíöîâ,â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ýíòðîïèÿ ïðèìåò ìàêñè-ìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå. Ýòî � òàê íàçûâàåìûé çàêîí íåóáûâàíèÿýíòðîïèè, èëè âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè [36, 40, 41℄.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òåðìîñòàò èìååò ðàçìåðû, ìíîãî áîëüøèå ðàçìåðîâðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, è ýíåðãèÿ E0 ≈ E ñëàáî ìåíÿåòñÿ ïðè èç-ìåíåíèè ìàëîé âåëè÷èíû En, ðàçëîæèì ýíòðîïèþ â (8.30) ïî ìàëîìóïàðàìåòðó En

E
≪ 1:

S (E −En) ∼= S (E) − dS(E)

dE
En. (8.31)
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ρ (En) ∼ e−

dS(E)
dE

En. (8.32)Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå òåìïåðàòóðû êàê îáðàòíîé ïðîèçâîäíîé ýí-òðîïèè ïî ýíåðãèè:
T =

(
dS

dE

)−1

, (8.33)ãäå è äàëåå ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà kB ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå.Åñëè ðàññìîòðåòü äâà òåëà ñ ýíåðãèÿìè è ýíòðîïèÿìè, ñîîòâåòñòâåí-íî, E1,2 è S1,2, íàõîäÿùèåñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè è îáðàçó-þùèå çàìêíóòóþ ñèñòåìó, òî ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ E = E1 + E2 äîëæíàáûòü ïîñòîÿííà, à ñóììàðíàÿ ýíòðîïèÿ S (E) = S1 (E1) + S2 (E2) áóäåòèìåòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñîãëàñíî óïîìÿíóòîìó âûøå çà-êîíó íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè. Áîëåå òîãî, èç-çà ïîñòîÿíñòâà ïîëíîé ýíåð-ãèè ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé òîëüêî îäíîé âåëè÷èíû (íàïðèìåð, E1),ïîýòîìó
S = S1 (E1) + S2 (E − E1) ⇒ (8.34)

⇒ dS

dE1

=
dS1

dE1

+
dS2

dE2

dE2

dE1

=
dS1

dE1

− dS2

dE2

= 0.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ïðîèçâîäíûå ýí-òðîïèè âñåõ ÷àñòåé çàìêíóòîé ñèñòåìû ïîñòîÿííû. Ïîñòîÿííû è îáðàò-íûå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå èìåþò ñìûñë àáñîëþòíûõ òåìïåðàòóð òåë,ò.å.
T1 = T2; Tα =

(
dSα
dEα

)−1

, α = 1; 2. (8.35)Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ õàðàêòå-ðèçóåòñÿ ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðîé âñåõ ÷àñòåé çàìêíóòîé ñèñòåìû.Îêîí÷àòåëüíî, ñ ó÷åòîì (8.33), êàíîíè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåð-ãèè èìååò âèä çíàìåíèòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñà
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ρn = const × e−En/T , (8.36)
ãäå En � óðîâíè ýíåðãèè ñèñòåìû, äèñêðåòíûå èëè íåïðåðûâíûå. Òåì-ïåðàòóðà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû è òåðìîñòàòà ïðåäïîëàãàåòñÿ îäèíà-êîâîé è ïîñòîÿííîé, è èìåííî òåðìîñòàò, ÿâëÿÿñü ñèñòåìîé, áîëüøåé ïîñðàâíåíèþ ñ ðàññìàòðèâàåìîé, îáåñïå÷èâàåò ýòî ïîñòîÿíñòâî.
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8.3 Áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü�àññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà ìåæäó âûäåëåííîé ñèñòåìîé è òåð-ìîñòàòîì, êðîìå âûðàâíèâàíèÿ òåìïåðàòóð, ïðîèñõîäèò òàêæå îáìåí ÷à-ñòèöàìè, òàê ÷òî ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö N �ëóêòóèðóåò îêîëî ñâîåãî ñðåä-íåãî çíà÷åíèÿ 〈N〉. Òåðìîñòàò ÿâëÿåòñÿ òîãäà ðåçåðâóàðîì, êîòîðûé ïîä-äåðæèâàåò â âûäåëåííîé ñèñòåìå ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö 〈N〉 ïîñòîÿííûìäëÿ äàííîé òåìïåðàòóðû.Áóäåì ðàçëè÷àòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íîìó ÷èñ-ëó ÷àñòèö, òàê ÷òî óðîâíè ýíåðãèè áóäóò èìåòü òåïåðü äâîéíóþ íóìåðà-öèþ: EnN . Äâîéíîé èíäåêñ nN îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà îòíîñèòñÿ ê n-ìóýíåðãåòè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ ñ N ÷àñòèöàìè. Ñîîòâåòñòâåííî, ρnN åñòüâåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû ñ N ÷àñòèöàìè â n-ì ñîñòîÿíèè.Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû òåïåðü òàêæå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ýíåðãèè è ÷èñëà÷àñòèö, òàê ÷òî ñîîòíîøåíèå (8.30) îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρnN ≡ ρ (EnN , N) ∼ eS(E−EnN ,N0−N)

△E0
. (8.37)Ïîëàãàÿ, ÷òî íå òîëüêî ýíåðãèÿ òåðìîñòàòà E0 ≈ E ≫ EnN , íî è ÷èñëî÷àñòèö â òåðìîñòàòå N0 ìíîãî áîëüøå ÷èñëà ÷àñòèö N â ðàññìàòðèâàåìîéñèñòåìå, ðàçëîæèì ýíòðîïèþ â (8.37) ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì EnN

E
è N

N0
ñòî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ:

S (E −EnN , N0 −N) ∼= S (E,N0) − δS (EnN , N) . (8.38)Ïåðåä òåì, êàê âû÷èñëèòü âàðèàöèþ ýíòðîïèè â (8.38), óòî÷íèì ïîíÿ-òèå òåìïåðàòóðû, ââåäåííîå ðàíåå â (8.33). Òåìïåðàòóðà â ñëó÷àå áîëüøî-ãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ââîäèòñÿ êàê îáðàòíàÿ òåðìîäèíàìè÷åñêàÿïðîèçâîäíàÿ îò ýíòðîïèè ïðè ïîñòîÿííîì ÷èñëå ÷àñòèö:
1

T
=

(
∂S

∂E

)

N

. (8.39)



280 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÂâåäåì òàêæå ïîíÿòèå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñèñòåìû µ, êîòîðûéîïðåäåëÿåòñÿ êàê
µ =

(
∂E

∂N

)

S

. (8.40)Ôàêòè÷åñêè õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë åñòü èçìåíåíèå ýíåðãèè ñèñòåìû ïðèèçìåíåíèè ÷èñëà ÷àñòèö íà åäèíèöó:
µ = EN+1 − EN . (8.41)Åãî ìîæíî òàêæå ñîïîñòàâèòü ñ âíåøíèì ïîëåì èëè äàâëåíèåì, �íàêà-÷èâàþùèì� èëè �âûêà÷èâàþùèì� ÷àñòèöû èç ðåçåðâóàðà.Äàëåå, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâåíñòâî [36℄
dE = TdS + µdN (8.42)è çàìåíÿÿ âàðèàöèþ ýíòðîïèè â (8.31) ñîãëàñíî (8.39), (8.40) è (8.42),ïîëó÷àåì

S (E −EnN , N0 −N) ∼= S (E,N0) −
EnN
T

+
µN

T
. (8.43)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ îçíà÷àåò òåïåðü íå òîëüêî ðà-âåíñòâî òåìïåðàòóð, íî è ðàâåíñòâî õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ñèñòåìû èòåðìîñòàòà.�àñïðåäåëåíèå �èááñà, ñîãëàñíî (8.43), áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

ρnN = const × e−
EnN−µN

T . (8.44)Äàëåå áóäåì èìåòü äåëî ïðåèìóùåñòâåííî ñ êàíîíè÷åñêèì è, â ìåíü-øåé ñòåïåíè, ñ áîëüøèì êàíîíè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèÿìè.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü. Íîðìèðîâî÷íóþ êîí-ñòàíòó â ðàñïðåäåëåíèè �èááñà îïðåäåëÿþò èç óñëîâèÿ∑
n

ρn = 1, ïîýòîìóñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà Z â (8.2) â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâ-ëåíèè èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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Z =

∑

n

e−
En
T . (8.45)Åñëè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû äèàãîíàëèçîâàí, ò.å. íàéäåí ïîëíûé íà-áîð ñîáñòâåííûõ âîëíîâûõ �óíêöèé ϕn è ñïåêòð ñèñòåìû En, òî ëþ-áóþ òåðìîäèíàìè÷åñêóþ âåëè÷èíó A (òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñðåäíåå) ìîæ-íî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈A〉 =

∑
n

Ane
−En

T

∑
n

e−
En
T

=
1

Z

∑

n

Ane
−En

T , (8.46)ïðè ýòîì An � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî �èçè-÷åñêîé âåëè÷èíå A:
An =

〈
ϕn

∣∣∣ Â
∣∣∣ ϕn

〉
. (8.47)Ìíîãèå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû íàïðÿìóþ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòàòèñòè-÷åñêóþ ñóììó Z è åå ïðîèçâîäíûå. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì äàëåå ïîíÿòèåîáðàòíîé òåìïåðàòóðû

β =
1

T
. (8.48)Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåíà êàê

E =
1

Z

∑

n

Ene
−Enβ = − ∂

∂β
lnZ. (8.49)Ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ �îðìóëó äëÿ òåïëîåìêîñòè ñèñòå-ìû êàê �ëóêòóàöèè ýíåðãèè

C =
dE

dT
=

1

T 2

(〈
E2
〉
− 〈E〉2

)
. (8.50)Â ñëó÷àå áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ââîäÿò òàêæå îáîáùåí-íóþ âîñïðèèì÷èâîñòü ñèñòåìû χ:
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χ =

dN

dµ
=

1

T

(〈
N2
〉
− 〈N〉2

)
; (8.51)

〈N〉 = −∂F
∂µ

; F = −T lnZ,ãäå F � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû.Ïðèâåäåì òàêæå íåêîòîðûå âàæíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøå-íèÿ, ñâÿçûâàþùèå ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû, åå òåïëîåìêîñòü è ýí-òðîïèþ:
F = E − TS = −T lnZ; (8.52)

C = −T ∂
2F

∂T 2
; S = − 1

Z

∑

n

ρnln
ρn
Z

; ρn = e−Enβ .Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, ìîæíîðàçäåëèòü êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèè ñèñòåìû, ò.å. òàêèåñòåïåíè ñâîáîäû, êàê èìïóëüñû è êîîðäèíàòû, è èç ðàñïðåäåëåíèÿ �èááñàïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà [36℄.Â áîëüøîì êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå âñå ñîîòíîøåíèÿ çàïèøóòñÿ àíà-ëîãè÷íî, òîëüêî ñóììèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íå òîëüêî ïî ýíåðãåòè-÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì, íî è ïî ÷èñëó ÷àñòèö. Íàïðèìåð, âûðàæåíèå äëÿñâîáîäíîé ýíåðãèè áóäåò òàêèì:
F = −T ln

(
∑

N

eµNβ
∑

n

e−EnNβ

)
. (8.53)Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû A èìååì

〈A〉 =
1

Z

∑

N

eµNβ
∑

n

AnNe
−EnNβ; (8.54)

Z =
∑

N

eµNβ
∑

n

e−EnNβ.



8. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö 283Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà íàïîìíèì íåêîòîðûå âàæíûå �àêòû èç ñòàòè-ñòè÷åñêîé �èçèêè.Òåîðåìà Íåðíñòà ãîâîðèò îá îáðàùåíèè â íóëü ýíòðîïèè ñèñòåìûïðè T = 0 (òðåòüå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè). Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêîïîíÿòü, åñëè âñïîìíèòü îá îïðåäåëåíèè ýíòðîïèè ÷åðåç ëîãàðè�ì ñòàòè-ñòè÷åñêîãî âåñà ñèñòåìû (8.25). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðåñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè, è, â ïðåäïîëîæåíèèåãî íåâûðîæäåííîñòè, ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ △Ω = 1.Ïîëîæèòåëüíîñòü òåïëîåìêîñòè íåïðåìåííî ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþýíåðãèè ñèñòåìû ñ òåìïåðàòóðîé. Ïðè ýòîì ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðåýíåðãèÿ ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê ìèíèìóìó è ðàâíà ñâîáîäíîé ýíåðãèè, àòåïëîåìêîñòü ðàâíà íóëþ.Åñëè ñèñòåìà ñîñòîèò èç íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòåé, òî ñòàòèñòè-÷åñêàÿ ñóììà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå ñòàòñóìì ÷àñòåéñèñòåìû:
Z = Z1 × Z2 × Z3 × . . . . (8.55)Ïðè ýòîì òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñðåäíèå, òàêèå êàê ýíåðãèÿ, òåïëîåìêîñòü,ýíòðîïèÿ, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ è äðóãèå, áóäóò àääèòèâíûìè âåëè÷èíàìè,ò.å. áóäóò ÿâëÿòüñÿ ñóììàìè ýòèõ âåëè÷èí îò ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ñèñòåìû:
E = E1 + E2 + E3 + . . . . (8.56)
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H

�èñ. 8.2: Ñèñòåìà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ âî âíåø-íåì ïîëå H
8.4 ÏðèìåðûÄëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðåííûõ âûøå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ è ñòàòèñòè-÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ðàññìîòðèì ïðèìåðû íåêîòîðûõ �èçè÷åñêèõ ñè-ñòåì, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî àíàëèòè÷åñêè ðàññ÷èòàòü òåðìîäèíàìè÷å-ñêèå ñðåäíèå.Ñîâîêóïíîñòü ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ�àññìîòðèì ñèñòåìó èç N ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ (�èñ. 8.2), ðàñïîëîæåí-íûõ â óçëàõ ïðîèçâîëüíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû è èìåþùèõ òîëü-êî äâå ñòåïåíè ñâîáîäû � âäîëü ïðèëîæåííîãî âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
H è ïðîòèâ íåãî:

Ĥ = −
∑

i

µiH; µi = ±1. (8.57)Èìååì, ñîîòâåòñòâåííî, ñîâîêóïíîñòü íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäóñîáîé ïîäñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ (îòäåëüíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò)âçàèìîäåéñòâóåò ñ âíåøíèì ïîëåì ñîãëàñíî (8.57) è íàõîäèòñÿ ïðè êî-íå÷íîé òåìïåðàòóðå. Ñîãëàñíî (8.55) � (8.56), çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàñ÷åòóñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû îäíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà. Åå íåñëîæíî ïîëó-÷èòü:
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Zi =

∑

µi=±1

eβµiH = 2ch (βH) . (8.58)Òîãäà ïîëíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà
Z = (Zi)

N = (2ch (βH))N . (8.59)Ýíåðãèÿ ñèñòåìû
E = − ∂

∂β
lnZ = −NHth (βH) . (8.60)Íåñëîæíî âèäåòü èç (8.60), ÷òî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (β → ∞) ýíåð-ãèÿ ìèíèìàëüíà, è âñå ìàãíèòíûå ìîìåíòû �çàìîðîæåíû� è íàïðàâëåíûïî ïîëþ. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå âûñîêèõ òåìïåðàòóð ýíåðãèÿ ñòðå-ìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîé ðàçóïîðÿäî÷åííîñòè ñèñòåìû.Ýòè æå çàêîíîìåðíîñòè âèäíû ïîñëå ðàñ÷åòà ñóììàðíîãî ìàãíèòíîãîìîìåíòà (íàìàãíè÷åííîñòè ñèñòåìû):

M = N 〈µi〉 = N
∑

µi=±1

µie
βµiH

Z
= Nth (βH) . (8.61)Âûðàæåíèå (8.61) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü èç òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñî-îòíîøåíèÿ

M = − ∂F

∂H
. (8.62)Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ðàâíà

S = − 1

Z

∑

n

ρnln
ρn
Z

= − 1

Z

∑

n

e−Enβln

(
e−Enβ

Z

)
= lnZ + Eβ, (8.63)îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ïåðâîå èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé (8.52).Â ïðåäåëå áîëüøèõ òåìïåðàòóð

S|β→0 = lnZ|β→0 = ln
(
2N
)
. (8.64)



286 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÝòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�ìîì ñòàòè-ñòè÷åñêîãî âåñà ñèñòåìû (ñì. (8.25)), êîòîðûé â ñëó÷àå âûñîêèõ òåìïå-ðàòóð è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâåíñòâà âåðîÿòíîñòåé ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõñîñòîÿíèé ðàâåí ïîëíîìó ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû 2N .�àññ÷èòàåì òàêæå òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû:
C =

dE

dT
= N

(
H

T

)2

ch−2

(
H

T

)
. (8.65)�ðà�èêè ýíåðãèè, ìàãíèòíîãî ìîìåíòà è òåïëîåìêîñòè ñèñòåìû ïðèâíåøíåì ïîëå H = 1 (â ðàñ÷åòå íà îäèí ìàãíèòíûé ìîìåíò) ïðåäñòàâëå-íû íà �èñ. 8.3.Òåïëîåìêîñòü äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà ïðè òåìïåðàòóðàõ T ∼ H ,êîãäà ñðàâíèâàþòñÿ ýíåðãèè ïåðåâîðîòà ñïèíà çà ñ÷åò ìàãíèòíîãî ïîëÿè ìàñøòàá òåìïåðàòóðíûõ �ëóêòóàöèé. Âûðàæåíèå (8.65) ìîæíî ïîëó-÷èòü òàêæå èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (8.52) è èç �ëóêòóàöèîííîãî ñîîò-íîøåíèÿ (8.50).�àññ÷èòàåì òàêæå åùå îäíó âàæíóþ �èçè÷åñêóþ âåëè÷èíó � ìàãíèò-íóþ âîñïðèèì÷èâîñòü

χ =

(
dM

dH

)∣∣∣∣
H→0

=
N

T
. (8.66)Çàâèñèìîñòü (8.66) íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Êþðè. Îíà ïîêàçûâàåò îòñóò-ñòâèå �àçîâîãî ïåðåõîäà â óïîðÿäî÷åííîå (�åððîìàãíèòíîå èëè àíòè-�åððîìàãíèòíîå) ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ìàãíèòíûõìîìåíòîâ.Ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà è èç �ëóêòóà-öèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà

χ = β
(〈
M2
〉
− 〈M〉2

)
. (8.67)�àññìîòðåííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò òàêæå è áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àí-ñàìáëü. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì (8.57) â òàê íàçûâàåìûé ðåøåòî÷-
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�èñ. 8.3: Çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû ýíåðãèè (ââåðõó), ìàãíèòíîãî ìî-ìåíòà (ïîñåðåäèíå) è òåïëîåìêîñòè (âíèçó) ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþ-ùèõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ



288 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎíûé ãàç, ñîïîñòàâèâ êàæäîìó íàïðàâëåííîìó ââåðõ ìàãíèòíîìó ìîìåí-òó óçåë, çàíÿòûé íåêîòîðîé ÷àñòèöåé, à íàïðàâëåííîìó âíèç ìàãíèòíîìóìîìåíòó � ïóñòîé óçåë, ò.å. ââåäåì çíàêîìûå ïî ïðåäûäóùèì ãëàâàì ÷èñ-ëà çàïîëíåíèÿ
ni =

µi + 1

2
; ni = 0; 1. (8.68)Ìàãíèòíîå ïîëå òåïåðü èãðàåò ðîëü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (µ =

2H) äëÿ ÷àñòèö, è, ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîé àääèòèâíîé ïîñòîÿí-íîé, èìååì áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü ñâîáîäíûõ ÷àñòèö:
Ĥ = −µ

∑

i

ni = −µN. (8.69)Âåñü ïðåäûäóùèé àíàëèç áóäåò ñïðàâåäëèâ è â ýòîì ñëó÷àå ñ òî÷-íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèé H → µ, M → N . Â ÷àñòíîñòè, íåòðóäíîóáåäèòüñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (8.51) äëÿ îáîáùåííîé âîñïðèèì÷èâîñòè èñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö ñîâïàäàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñ �ëóêòóàöèîííûìâûðàæåíèåì äëÿ ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè (8.67) è òåðìîäèíàìè÷å-ñêèì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà (8.62).Âîçâðàòèìñÿ òåïåðü ê �èçè÷åñêèì ñèñòåìàì, ðàññìîòðåííûì âî âòî-ðîé ÷àñòè, à èìåííî, ê áîçîííûì è �åðìèîííûì è ñïèíîâûì ñèñòåìàì âóçåëüíîì áàçèñå.Ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçèÂ èñõîäíîì âèäå ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè íå ìîãóò áûòü íàïðÿìóþ èññëå-äîâàíû ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïðåäñòàâëåííîãî âûøå, òàêêàê óçåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêèì, èóçåëüíîé �óíêöèè íå ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíà îïðåäåëåííàÿ ýíåðãèÿ.Ïîýòîìó ñíà÷àëà ñëåäóåò ðåøèòü çàäà÷ó Øðåäèíãåðà, ò.å. äèàãîíàëèçî-âàòü ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó è íàéòè óðîâíè ýíåðãèè En è ñîáñòâåííûå�óíêöèè |Φn〉 , à çàòåì óæå âû÷èñëÿòü ëþáûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñðåä-íèå:
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〈A〉 =

1

Z

∑

n

Ane
−Enβ ; An =

〈
Φn

∣∣∣ Â
∣∣∣ Φn

〉
. (8.70)Äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùåé �åðìè- èëè áîçå-ñèñòåìû ðåøåíèå â ñëó-÷àå ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè èçâåñòíî: ãàìèëüòîíèàí ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëü-íûì â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, è, ñîîòâåòñòâåííî, ñïåêòð ñèñòåìûèìååò âèä àääèòèâíîé ñóììû:

Em =
∑

k

εknmk; nmk = 0; 1; 2; . . . ; (8.71)
εk = −2t (cos kxa + cos kya + cos kza ) ,ãäå nmk � ÷èñëà çàïîëíåíèÿ -ãî èìïóëüñà m-ãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñîñòîÿ-íèÿ; a � ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè òðåõìåðíîé ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðå-øåòêè. Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñðåäíèõ âèäà (8.70) ñëå-äóåò ïîäñòàâëÿòü ñïåêòð (8.71), ñóììèðóÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëàìçàïîëíåíèÿ è èìïóëüñàì.Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ �åðìè- è áîçå-ñèñòåì áóäóò ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåé ãëàâå.Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè ñëåäóåò ëèáîïîñòóïèòü òàê æå, êàê óêàçàíî âûøå, ò.å. èñïîëüçîâàòü ñïåêòð, ðàññ÷è-òàííûé ìåòîäîì òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè, ëèáî íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòüñâîéñòâà ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû.Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ìîæíî íàïèñàòü:

Z =
∑

n

e−Enβ =
∑

n

〈
Φn

∣∣ e−βH
∣∣ Φn

〉
= Tr

(
e−βH

)
. (8.72)Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ðàâíàñóììå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà e−βH . Íî ñóììà äèàãîíàëü-íûõ ýëåìåíòîâ, èëè ñëåä îïåðàòîðà, íå çàâèñèò îò áàçèñà, â êîòîðîì âû-÷èñëåíû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà, ïîýòîìó ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóì-ìà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ëþáîì äðóãîì, íåîáÿçàòåëüíî ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîì, ïðåäñòàâëåíèè. Ëþáûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñðåäíèå, ñî-



290 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎãëàñíî (8.7), òàêæå ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû íàïðÿìóþ, áåç ïðåäâàðèòåëü-íîé äèàãîíàëèçàöèè, åñëè òîëüêî âîçìîæíî ðàññ÷èòàòü ìàòðè÷íûå ýëå-ìåíòû âèäà 〈Ψi

∣∣ Ae−βH
∣∣ Ψi

〉:
〈A〉 =

Tr(Ae−βH)

Z
=

1

Z

∑

i

〈
Ψi

∣∣ Ae−βH
∣∣ Ψi

〉
. (8.73)Íàïðèìåð, äëÿ ýíåðãèè è ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö èìååì:

E (T ) =
Tr(He−βH)

Z
; N (T ) =

Tr(Ne−βH)

Z
. (8.74)Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýíåðãèè îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì âûðàæåíèå ÷åðåçïðîèçâîäíóþ îò ëîãàðè�ìà ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (8.49).Ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (8.73) ñëåäóåò òàê: ñíà÷àëàðàññ÷èòûâàþòñÿ ìàòðèöû H è A â èñõîäíîì (óçåëüíîì) áàçèñå, çàòåìïðîèçâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå îïåðàòîðà e−βH :

e−βH =

k→∞∑

n=0

(−βH)n

n!
= (8.75)

= 1 − βH

(
1 − βH

2

(
1 − βH

3

(
1 − . . .

(
1 − βH

k

))))
,ñóììèðîâàíèå îáðåçàåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè. Çàòåìâû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà Ae−βH è ðàññ÷èòûâàþòñÿ Tr

(
Ae−βH

) èTr
(
e−βH

)
=

Z. Â î÷åíü ðåäêèõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè ðàññ÷èòàòü ñîîòíîøå-íèÿ (8.74), íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ìîäåëü ñèëüíîé ñâÿçè âñåãî ëèøü äëÿäâóõ óçëîâ. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì áåññïèíîâûõ �åðìèî-íîâ (èëè hard-ore-áîçîíîâ, òàê êàê â ýòîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå îíè áóäóòýêâèâàëåíòíû). �àìèëüòîíèàí ìîäåëè âûáåðåì â âèäå
H = −t

(
a+

1 a2 + a+
2 a1

)
+ V

(
n1 −

1

2

)(
n2 −

1

2

)
. (8.76)Áàçèñ ýòîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ �óíêöèé â ïðåäñòàâëåíèè÷èñåë çàïîëíåíèÿ:
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Φ1= |00〉 , Φ2= |01〉 , Φ3= |10〉 , Φ4= |11〉 . (8.77)Äåéñòâèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ðàññ÷èòûâàåòñÿ àíàëèòè÷å-ñêè:

e−βH |00〉 =e−βV /4 |00〉 ; e−βH |11〉 =e−βV /4 |11〉 ;

e−βH |10〉 =eβV /4 (ch (βt) |10〉 +sh (βt) |01〉) ; (8.78)
e−βH |01〉 =eβV /4 (ch (βt) |01〉 +sh (βt) |10〉) .Ìàòðèöà ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

e−βH =




e−βV /4 0 0 0

0 eβV /4ch (βt) eβV /4sh (βt) 0

0 eβV /4sh (βt) eβV /4ch (βt) 0

0 0 0 e−βV /4



. (8.79)

Èç-çà òîãî, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ñîõðàíÿåò ÷èñëî ÷àñòèö, ìàòðèöà îïåðà-òîðà e−βH èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä: ïåðâûì ñòîèò áëîê ðàçìåðà
1 × 1, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëó ÷àñòèö N = 0, çàòåì ðàñïîëîæåí áëîêðàçìåðà 2 × 2 ñ N = 1, è äàëåå � áëîê ðàçìåðà 1 × 1 ñ N = 2. Çàäà÷à âýòîì ñëó÷àå ðàçáèâàåòñÿ íà òðè íåçàâèñèìûå çàäà÷è, êàæäàÿ èç êîòîðûõìîæåò áûòü ðåøåíà îòäåëüíî.
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�èñ. 8.4: Çàâèñèìîñòü ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëàïðè ðàçëè÷íîé òåìïåðàòóðå
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Ýíåðãèÿ è ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö äëÿ ýòîé ñèñòåìû ðàâíû:

E (T ) =
Tr(He−βH)

Z
=
V e−βV /2 − V ch (βt)−4tsh (βt)

4(e−βV /2 + ch (βt))
;

N (T ) =
Tr(Ne−βH)

Z
= 1. (8.80)�àññìîòðèì òåïåðü ýòó çàäà÷ó â óñëîâèÿõ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãîàíñàìáëÿ, äëÿ ýòîãî â ìîäåëü ñëåäóåò ââåñòè õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, èòîãäà

E (T, µ) =
Tr(He−β(H−µN))

Z
; N (T, µ) =

Tr(Ne−β(H−µN))

Z
, (8.81)ò.å. âûðàæåíèÿ (8.80) ñïðàâåäëèâû òîëüêî ïðè µ = 0. Äëÿ ÷èñëà ÷àñòèöòîãäà èìååì:

N (T, µ) =
ch (βt)+e−β(

V
2
−µ)

ch (βt) +e−βV /2ch (βµ)
; (8.82)

N (µ→ −∞) = 0; N (µ→ +∞) = 2.Çàâèñèìîñòü N (µ) ïðè t = 1; V = 2 è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòó-ðû ïîêàçàíà íà �èñ. 8.4. Ïðè óâåëè÷åíèè õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ÷èñëî÷àñòèö â ñèñòåìå âîçðàñòàåò îò 0 äî 2. Ñòóïåíüêè íà ãðà�èêå ñâÿçàíû ñäèñêðåòíîñòüþ ñèñòåìû; îíè ðàçìûâàþòñÿ ïðè âîçðàñòàíèè òåìïåðàòó-ðû.Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü ÈçèíãàÓ÷òåì â ðàìêàõ ìîäåëè ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ (8.57) âî âíåøíåì ïîëå åùåîáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè:
Ĥ = −1

2
J
∑

〈ij〉
µiµj −H

∑

i

µi. (8.83)
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H

1
2

N

N-1

i

i+1

�èñ. 8.5: Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà (8.83)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (8.83) îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ñîñåäíèõ ìàãíèò-íûõ ìîìåíòîâ. Ìîäåëü (8.83) íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Èçèíãà. Â îäíîìåðíîìñëó÷àå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîäåëè Èçèíãà.Ïóñòü åñòü îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè èç N ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ, îïèñûâàåìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì (8.83).�àññ÷èòàåì äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó.Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ âî âçàèìîäåéñòâóþùåé ÷à-ñòè (8.83) ðàâíî N (�èñ. 8.5). Ïåðåïèøåì (8.83) â âèäå îäèíàðíîé ñóììû:
Ĥ = −

N∑

i=1

(Jµiµi+1 +Hµi); µi = ±1; µN+1 ≡ µ1. (8.84)�àññìîòðèì ïàðó ñîñåäíèõ óçëîâ i è i + 1. Âîçìîæíûå ýíåðãèè ýòîéïàðû óçëîâ òàêèå:
Ei,i+1
↑↑ = −J −H ; Ei,i+1

↓↑ = J −H ; (8.85)
Ei,i+1
↑↓ = J +H ; Ei,i+1

↓↓ = −J +H.Ââåäåì ìàòðèöó ðàçìåðà 2 × 2, êîòîðàÿ ñîäåðæèò â ñåáå ÷ëåíû ñòà-òèñòè÷åñêîé ñóììû ýòîé ïàðû óçëîâ:
Ai,i+1 =

(
e−βE

i,i+1
↑↑ e−βE

i,i+1
↓↑

e−βE
i,i+1
↑↓ e−βE

i,i+1
↓↓

)
. (8.86)
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Ai,i+1Ai+1,i+2 = (8.87)

=

0

B

@

e
−β

“

E
i,i+1

↑↑
+E

i+1,i+2

↑↑

”

+ e
−β

“

E
i,i+1

↓↑
+E

i+1,i+2

↑↓

”

. . .

. . . e
−β

“

E
i,i+1

↑↓
+E

i+1,i+2

↓↑

”

+ e
−β

“

E
i,i+1

↓↓
+E

i+1,i+2

↓↓

”

1

C

A
.Âèäíî, ÷òî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò ïåðåáðàíûâñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ïàðû óçëîâ i è i + 1. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òîåñëè óìíîæèòü Ai,i+1Ai+1,i+2 íà ñëåäóþùóþ ñîñåäíþþ ìàòðèöó Ai+2,i+3,òî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíòáóäóò ïðèñóòñòâîâàòü âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ óæå òðåõ óçëîâ: i, i + 1è i+2, è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåìíîæåíèè âñåõ ìàòðèö A ïîëó÷èìïîëíóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó âñåé ñèñòåìû:

Z = Tr (A1,2A2,3A3,4 . . . AN,1) . (8.88)Íî òàê êàê âñå óçëû â ñèñòåìå ýêâèâàëåíòíû, òî è âñå ìàòðèöû A àáñî-ëþòíî îäèíàêîâû, òàê ÷òî
Ai,i+1Ai+1,i+2 = A2

i,i+1 ⇒ Z = Tr
(
(A1,2)

N
)
. (8.89)Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììóàíàëèòè÷åñêè ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå óçëîâ. Ñëåä ìàòðèöû A1,2 â (8.89)íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîìó áàçèñó, â ÷àñòíîñòè, ê ñîáñòâåííî-ìó áàçèñó, â êîòîðîì ìàòðèöà A1,2 äèàãîíàëüíà. Ïóñòü ÷èñëà λ1, λ2 �ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Ai,i+1. Òîãäà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ïðåäñòà-âèìà â âèäå

Z = Tr




(
λ1 0

0 λ2

)N


 = λN1 + λN2 . (8.90)Íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, λ2, ðåøèâ ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå
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det

(
e−βE

i,i+1
↑↑ − λ e−βE

i,i+1
↓↑

e−βE
i,i+1
↑↓ e−βE

i,i+1
↓↓ − λ

)
= 0. (8.91)Â ðåçóëüòàòå èìååì:

λ1,2 = eβJch (βH) ±
√
e2βJsh2 (βH) + e−2βJ . (8.92)Äàëåå, èñïîëüçóÿ (8.92) è âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (8.90),ìîæíî ðàññ÷èòàòü ðàçëè÷íûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñðåäíèå.Ïîëüçóÿñü îáùèì âûðàæåíèåì äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñðåäíåãî (8.46),ìîæíî â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, çíàÿ îñîáåííîñòè ñïåêòðà, ñäåëàòü íåêî-òîðûå âûâîäû î õàðàêòåðå òåìïåðàòóðíûõ çàâèñèìîñòåé, íå ðåøàÿ òåð-ìîäèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó.Íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â ñïåêòðå ñèñòåìû En îñíîâ-íîé óðîâåíü E0 îòäåëåí îò îñòàëüíûõ êîíå÷íîé ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëüþ

△ = E1 − E0, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè èìååò ìåñòî â ïîëóïðîâîäíèêàõ,ñâåðõïðîâîäíèêàõ è ìíîãèõ äðóãèõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, òî ïðè íèç-êèõ òåìïåðàòóðàõ T ≪ △ âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû áóäóò èìåòüýêñïîíåíöèàëüíóþ òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü ñëåäóþùåãî âèäà:
A(T ) ∼ e−△/T . (8.93)Ýòîò àñèìïòîòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîé êâàíòîâîéèëè êëàññè÷åñêîé ìîäåëè, îí ñëåäóåò ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ òåðìîäèíà-ìè÷åñêîãî ñðåäíåãî:

A (T ) =
1

Z

∑

n

Ane
−Enβ =

(
A0e

−E0β + A1e
−E1β + ...

e−E0β + e−E1β + ...

)

|T→0

=

=

(
A0 + A1e

−β△ + ...

1 + e−β△ + ...

)

|T→0

≈ A0 + const × e−β△ + .... (8.94)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðè E ≥ E1ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè â ñèñòåìå îáðàçóþò íåïðåðûâíûé ñïåêòð.
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�èñ. 8.6: Ïîðòðåò ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöûÂ çàêëþ÷åíèå ãëàâû ðàññìîòðèì êîíêðåòíóþ çàäà÷ó î ðàñ÷åòå çàâèñèìîñòè ÷èñëà÷àñòèö â ñèñòåìå îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ äëÿ îäíîìåðíîé áîçîííîé ìîäåëèÕàááàðäà
H = −t

∑

〈ij〉

(
a+

i aj + h.c.
)

+
U

2

∑

i

ni (ni − 1) − µ
∑

i

niñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè; t = 1; U = 2; ìàêñèìàëüíîå çàïîëíåíèå íàóçëå nmax = 2; ÷èñëî óçëîâ m = 5, äëÿ òåìïåðàòóð T = 0; 0.05; 0.1; 0.2.Óçåëüíûé áàçèñ äëÿ ýòîé çàäà÷è áóäåò ñîñòîÿòü èç R = 243 áàçèñíûõ �óíêöèé:
Φ1= |000000〉 ; Φ2= |000001〉 ; Φ3= |000002〉 ; . . .; Φ243= |222222〉 .Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íàõîäèì âèä ãàìèëüòîíîâîé ìàòðè-öû â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè, âû÷èñëÿÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû 〈Φi | H | Φj〉 = Hij .Ïîðòðåò ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû ïîêàçàí íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.Ïîëó÷èâ ãàìèëüòîíîâó ìàòðèöó, íàõîäèì åå ñîáñòâåííûå �óíêöèè ϕα è ñîîòâåò-ñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Eα, α = 1, . . . , R. Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ñè-ñòåìà íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, ò.å. â ñîñòîÿíèè ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé

Eα′ = min(Eα). ×èñëî ÷àñòèö â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè áóäåò ðàâíî
〈n〉0 ≡ 〈ϕα′ | n | ϕα′〉 =

〈
R∑

i=1

Ciα′Φi

∣∣∣∣∣∣
n

∣∣∣∣∣∣

R∑

j=1

Cjα′Φj

〉
=

R∑

i=1

(Ciα′)
2
ni,ãäå Cij � êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ϕ ïî óçåëüíîìó áàçèñó Φ;

ni � ñóììàðíîå ÷èñëî ÷àñòèö â áàçèñíîì ñîñòîÿíèè Φi.
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�èñ. 8.7: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå îò õèìè÷åñêîãîïîòåíöèàëà â äèàïàçîíå îò −1.8 äî 4 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé òåìïåðà-òóð.Åñëè òåìïåðàòóðà îòëè÷íà îò íóëÿ, òî ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå âû÷èñëÿ-åòñÿ ïî �îðìóëå
〈n〉 =

R∑
α=1

nαe−Eα/T

R∑
α=1

e−Eα/T

,ãäå nα � ÷èñëî ÷àñòèö â ñîáñòâåííîì ñîñòîÿíèè ϕα.Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå îòõèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â äèàïàçîíå îò −1.8 äî 4 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé òåìïåðà-òóð.Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå ñêà÷êàìè ìåíÿåòñÿ íà åäèíèöóïðè ðîñòå õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà; ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû ñòóïåíüêè âñå áîëü-øå ðàçìûâàþòñÿ. Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïîêàçàíà îäíà èç ñòóïåíåê â óâåëè÷åííîììàñøòàáå; îòêëîíåíèå êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîé òåìïåðàòóðå, îò âåðòèêàëèîáóñëîâëåíî äèñêðåòíîñòüþ øàãà ïî õèìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó ïðè ðàñ÷åòå, â äàííîìñëó÷àå îí ðàâåí 0.02.
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�èñ. 8.8: Îäíà èç ñòóïåíåê �èñ. 8.7
9 Ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà, Ôåðìè è Áîçå. Ïëîò-íîñòü ñîñòîÿíèé9.1 Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ�àññìîòðèì âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûåîïèñûâàþò ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé èäåàëüíûé ãàç ñî ñòàòèñòè-êîé Áîçå èëè Ôåðìè). Â ýòîì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìèîòñóòñòâóåò, è çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ìíîãî÷àñòè÷íûõ óðîâíåé ýíåðãèèâñåé ñèñòåìû En ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å îá îïðåäåëåíèè óðîâíåé ýíåðãèèîäíîé ÷àñòèöû εk � òàê íàçûâàåìîìó îäíî÷àñòè÷íîìó ñïåêòðó. Çäåñü èí-äåêñ k íóìåðóåò êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ îäíîé ÷àñòèöû. Äëÿ ÷èñëåííîãîèññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâåííî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòüçàäà÷ó íå òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî êëàñòåðà, íî è äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîéñèñòåìû.



300 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÌû óæå çíàêîìû ñ ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ nk, õàðàêòåðè-çóþùèõ ÷èñëî ÷àñòèö â k-ì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè (äëÿ óçåëüíîãî êëà-ñòåðà ÷èñëî k � ýòî íîìåð óçëà ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè). Ïåðåéäåì âèìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå, òàê ÷òî áóäåì ïîëàãàòü ÷èñëà k èìïóëüñàìè(äèñêðåòíûìè èëè íåïðåðûâíûìè), õàðàêòåðèçóþùèìè îäíî÷àñòè÷íûéñïåêòð. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ñèëüíîé ñâÿçè ñïåêòð èìååò èç-âåñòíûé âèä (ñì., íàïðèìåð, (4.25)):
ε (k) = −2t (cos(kxa) + cos(kya) + cos(kza) ) , (9.1)à äëÿ ñâîáîäíîãî �åðìè- èëè áîçå-ãàçà ñïðàâåäëèâà êâàäðàòè÷íàÿ ïîèìïóëüñó äèñïåðñèîííàÿ çàâèñèìîñòü

ε (k) =
~

2k2

2m
, (9.2)çäåñü m � ý��åêòèâíàÿ ìàññà ÷àñòèöû. Èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå óäîá-íî, òàê êàê ãàìèëüòîíèàí íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû â ýòîì ïðåä-ñòàâëåíèè äèàãîíàëåí, à çíà÷èò, äèàãîíàëüíà è ìàòðèöà ïëîòíîñòè.Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ óñëîâèé êàíîíè÷åñêîãî èëè áîëüøîãî êàíîíè-÷åñêîãî àíñàìáëåé ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ èìïóëüñíûõ ñîñòîÿíèé nkñòàíîâÿòñÿ �óíêöèÿìè òåìïåðàòóðû è ýíåðãèè è ðàâíû ìàòðè÷íûì ýëå-ìåíòàì îäíî÷àñòè÷íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè � �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷à-ñòèö ïî îäíî÷àñòè÷íûì óðîâíÿì ýíåðãèè.�àññìîòðèì ñíà÷àëà èäåàëüíûé ðàçðåæåííûé ãàç. Áóäåì ïîëàãàòü,÷òî êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå îáìåííûå ý��åêòû ñëàáû, ò.å. ìîæíî ïðåíå-áðå÷ü ëèáî ïðèíöèïîì Ïàóëè (äëÿ �åðìèîíîâ), ëèáî âîçìîæíîñòüþ çà-íÿòü íåñêîëüêèì òîæäåñòâåííûì ÷àñòèöàì îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå (äëÿáîçîíîâ). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò ìàëîñòü èñêîìûõ ñðåäíèõ ÷èñåëçàïîëíåíèÿ 〈nk〉. Ê òàêèì ñèñòåìàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, îáû÷íûå ìî-ëåêóëÿðíûå èëè àòîìàðíûå ãàçû ïðè êîìíàòíûõ òåìïåðàòóðàõ è íèçêîìäàâëåíèè. Óñëîâèå

〈nk〉 ≪ 1 (9.3)



9. Ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà, Ôåðìè è Áîçå. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé 301ïîçâîëÿåò ïîëàãàòü, ÷òî â îäíîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè íå ìîæåò áûòüáîëåå îäíîé ÷àñòèöû. Ýòî óñëîâèå � íå àíàëîã ïðèíöèïà Ïàóëè, òàê êàêíå ïðåäïîëàãàþòñÿ òîæäåñòâåííîñòü ÷àñòèö è àíòèñèììåòðèÿ âîëíîâîé�óíêöèè, ïðîñòî òàêèì îáðàçîì ìîæíî çàäà÷ó î âñåé ñèñòåìå ñâåñòè êçàäà÷å îá îäíîé ÷àñòèöå.Ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ìîæíî âûðà-çèòü ÷åðåç ÷èñëà çàïîëíåíèÿ è îäíî÷àñòè÷íûå ýíåðãèè â âèäå àääèòèâíîéñóììû:
E =

∑

k

εknk. (9.4)Çàïèøåì ðàñïðåäåëåíèå �èááñà ñèñòåìû â óñëîâèÿõ áîëüøîãî êàíî-íè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö N =
∑
k

nk, ó÷èòûâàÿõèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ:
ρE,N = e−(E−µN)β = e

−β
P

k
(εk−µ)nk

=
∏

k

(
e−β(εk−µ)

)nk
. (9.5)Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñèñòåìû, ñîãëàñíî (9.5), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-èçâåäåíèå ìàòðèö ïëîòíîñòè äëÿ êàæäîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ k. Ñî-îòâåòñòâåííî, âñå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû áóäóò àääèòèâíûìè �óíêöèÿìèîò êàæäîãî èç ñîñòîÿíèé k. �àññ÷èòàåì ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó è ñâîáîä-íóþ ýíåðãèþ ýòèõ ñîñòîÿíèé. Ñóììèðîâàíèå ñîñòîÿíèé â ñòàòèñòè÷åñêîéñóììå áóäåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ïî ÷èñëàì çàïîëíåíèÿ nk:

Zk =
∑

nk

(
e−β(εk−µ)

)nk
; (9.6)

Fk = −T ln

(
∑

nk

(
e−β(εk−µ)

)nk

)
. (9.7)Òàê êàê äëÿ ðàçðåæåííîãî èäåàëüíîãî ãàçà 〈nk〉 ≪ 1, ñâîáîäíóþ ýíåð-ãèþ â (9.7) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ (ïðåäïîëà-ãàÿ, ÷òî è ýêñïîíåíòû ìàëû):
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Fk ≈ −T ln

(
1 + e−β(εk−µ) + ...

)
≈ −Te−β(εk−µ) + . . . . (9.8)×èñëà çàïîëíåíèÿ nk ðàâíû ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíèöå, âåðîÿòíîñòüðåàëèçàöèè äðóãèõ çíà÷åíèé nk ≥ 2 ââèäó ðàçðåæåííîñòè ãàçà ìàëà,ïîýòîìó

Fk ≈ −Te−β(εk−µ). (9.9)Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé (8.51), ïî-ëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî òàê íàçûâàåìîå ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà:
〈nk〉 = −∂Fk

∂µ
= e(µ−εk)β. (9.10)�àñïðåäåëåíèå (9.10) �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì �èááñàäëÿ îäíîé ÷àñòèöû, ïðè ýòîì ðîëü ýíåðãèè ñèñòåìû çäåñü èãðàåò îäíî÷à-ñòè÷íàÿ ýíåðãèÿ εk (9.1), (9.2). Â (9.10) ñëåäóåò åùå ó÷åñòü íîðìèðîâêó(îäíî÷àñòè÷íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó), òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî

〈nk〉 =
1

Z
e(µ−εk)β; Z =

∑

k

e(µ−εk)β . (9.11)�àññìîòðèì òåïåðü ãàç, ñîñòîÿùèé èç ÷àñòèö ñ �åðìè-ñòàòèñòèêîé,êîãäà ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï Ïàóëè, è ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòüòîëüêî äâà çíà÷åíèÿ: nk = 0; 1. Èñõîäèì èç âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîéýíåðãèè (9.7):
Fk = −T ln

(
∑

nk=0;1

(
e−β(εk−µ)

)nk

)
= −T ln

(
1 + e−β(εk−µ)

)
. (9.12)Ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñ÷åò ñðåäíåãî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ äëÿ êâàíòîâîãîñîñòîÿíèÿ k ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Ôåðìè � Äèðàêà

〈nk〉 = −∂Fk
∂µ

=
1

e(εk−µ)β + 1
. (9.13)



9. Ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà, Ôåðìè è Áîçå. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé 303Äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîãî ãàçà ñ áîçå-ñòàòèñòèêîé, êîãäà íåò çàïðåòà íàêîëè÷åñòâî ÷àñòèö â îäíîì ñîñòîÿíèè, è ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ìîãóò ïðèíè-ìàòü ëþáûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, èìååì:
Fk = −T ln

( ∞∑

nk=0

(
e−β(εk−µ)

)nk

)
= −T ln

( ∞∑

nk=0

(
e−βnk(εk−µ)

)
)
. (9.14)Çàìåòèì, ÷òî â (9.14) ïîä çíàêîì ëîãàðè�ìà � áåñêîíå÷íàÿ ãåîìåòðè÷å-ñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Åå ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü, åñëè εk > µ. Îäíàêî ìèíè-ìàëüíàÿ îäíî÷àñòè÷íàÿ ýíåðãèÿ, ñîãëàñíî (9.1) � (9.2), ðàâíà (εk)min = 0.Ïîýòîìó äëÿ áîçå-ãàçà îáëàñòü �èçè÷åñêèõ ðåøåíèé (9.13) ñîîòâåòñòâó-åò µ < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåì òî÷íî ïðîñóììèðîâàòü (9.14) è ïîëó÷èòüñëåäóþùåå:

Fk = −T ln

(
1

1 − e−β(εk−µ)

)
. (9.15)Îêîí÷àòåëüíî, äè��åðåíöèðóÿ (9.15) ïî õèìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó, íàõî-äèì ðàñïðåäåëåíèå Áîçå � Ýéíøòåéíà:

〈nk〉 = −∂Fk
∂µ

=
1

e(εk−µ)β − 1
. (9.16)�àñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè è Áîçå òàêæå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è èç âûðà-æåíèÿ äëÿ ýíòðîïèè. Ïóñòü âñå êâàíòîâûå ÷èñëà k áóäóò ñãðóïïèðîâàíûïî áëèçêèì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè ε(k). Ïîëîæèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèéâ êàæäîé ãðóïïå Gε, êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â ãðóïïå Nε, è ñòàòèñòè÷åñêèéâåñ ãðóïïû îáîçíà÷èì △Ωε, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Nε ≫ 1 è

Ωε ≫ 1. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êàæäàÿ ãðóïïà Gε ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîéïîäñèñòåìîé, ñóììàðíûé ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ âñåé ñèñòåìû áóäåò ðàâåí
△Ω=

∏

ε

△Ωε. (9.17)�àññ÷èòàåì ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ â ãðóïïå â ñëó÷àå �åðìè-÷àñòèö. Äëÿýòîãî ñëåäóåò ðàññ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ðàçìå-ñòèòü Nε ÷àñòèö ïî Gε ñîñòîÿíèé ïðè âûïîëíåíèè ïðèíöèïà Ïàóëè:



304 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
△Ωε=

Gε!

Nε! (Gε −Nε)!
. (9.18)Äëÿ áîçå-ãàçà ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðè îòñóòñòâèè îãðà-íè÷åíèÿ íà ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ãîðàçäî áîëüøå (ñì. (5.2)):

△Ωε=
(Gε +Nε − 1)!

Nε! (Gε − 1)!
. (9.19)Ñîîòâåòñòâåííî, ýíòðîïèÿ ñèñòåìû

S = ln△Ω=
∑

ε

(±ln ((Gε ±Nε)!)−ln (Nε!) ∓ ln (Gε!)), (9.20)âåðõíèé èíäåêñ îòíîñèòñÿ ê áîçå-ñòàòèñòèêå, íèæíèé � ê �åðìè-ñòàòèñòèêå.Òàê êàê äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû Gε ≫ 1, Nε ≫ 1, òî åäèíèöàìèâ (9.19) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ñòèðëèíãà
lnN ! ≈ N lnN −N ; N ≫ 1, (9.21)íàõîäèì:

S =
∑

ε

(± (Gε ±Nε) lnGε −NεlnNε ∓GεlnGε). (9.22)Ââåäåì ñðåäíèå âåðîÿòíîñòè çàïîëíåíèÿ ñîñòîÿíèé
〈nε〉 =

Nε

Gε
≡
〈
nε(k)

〉
, (9.23)êîòîðûå ñîâïàäàþò â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ñî ñðåäíèìè ÷èñëà-ìè çàïîëíåíèÿ 〈nk〉. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè ìîæíî çàïèñàòü âñëåäóþùåì âèäå:

S =
∑

ε

Gε (± [1 ± 〈nε〉] ln (1 ± 〈nε〉) − 〈nε〉 ln 〈nε〉). (9.24)



9. Ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà, Ôåðìè è Áîçå. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé 305Ñîîòíîøåíèå (9.24) � èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè �åðìè- èáîçå-ãàçà [36℄, ïðè ýòîì ñóììèðîâàíèå ïî ε ñ âåñîâûìè ìíîæèòåëÿìè Gεýêâèâàëåíòíî ñóììèðîâàíèþ ïî âñåì êâàíòîâûì ÷èñëàì:
∑

ε

Gε ≡
∑

k

, (9.25)ïîýòîìó âûïèøåì åùå ðàç â ïðèâû÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýíòðîïèþ �åðìè-è áîçå-ãàçà:
S =

∑

k

(± [1 ± 〈nk〉] ln (1 ± 〈nk〉) − 〈nk〉 ln 〈nk〉). (9.26)×òîáû ðàññ÷èòàòü ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ, ñîãëàñíî âòîðîìó íà÷àëóòåðìîäèíàìèêè, ñëåäóåò íàéòè óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ýíòðîïèè ïðè çàäàí-íîì ÷èñëå ÷àñòèö N è ýíåðãèè E ñèñòåìû:
N =

∑

k

〈nk〉; E =
∑

k

εk 〈nk〉. (9.27)Ñàìûé óäîáíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà (9.26) ïðè îãðàíè÷å-íèÿõ (9.27) � ïðèðàâíÿòü íóëþ ïðîèçâîäíóþ ïî èñêîìûì ÷èñëàì çàïîë-íåíèÿ ñ ââîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà α, β [36℄:
∂ (S + αN + βE)

∂ 〈nk〉
= 0. (9.28)Äè��åðåíöèðîâàíèå ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

〈nk〉 =
1

e−(α+βεk) ∓ 1
. (9.29)Ïîñòîÿííûå Ëàãðàíæà íàïðÿìóþ ñâÿçàíû ñ òåìïåðàòóðîé è õèìè÷åñêèìïîòåíöèàëîì, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü âàðèàöèþ (9.28) è òåðìîäèíàìè÷å-ñêóþ âàðèàöèþ ýíåðãèè dE = TdS + µdN :

α =
µ

T
; β = − 1

T
. (9.30)Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèÿ (9.29) ñîâìåñòíî ñ (9.30) ñîâïàäàþò ñðàñïðåäåëåíèÿìè Ôåðìè � Äèðàêà è Áîçå � Ýéíøòåéíà.



306 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÑ�îðìóëèðóåì òåïåðü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñðåä-íèõ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà ñ �åðìè- èëè áîçå-ñòàòèñòèêîé ïðè êîíå÷íîéòåìïåðàòóðå è çàäàííîì çíà÷åíèè õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå 〈N〉 �èêñèðîâàíîêîíêðåòíûì çíà÷åíèåì õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ. Òîãäà ñïðàâåäëèâîóñëîâèå íîðìèðîâêè
〈N〉 =

∑

k

〈nk〉. (9.31)Ôàêòè÷åñêè � ýòî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ÷èñëî ÷à-ñòèö êàê �óíêöèþ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è òåìïåðàòóðû. Èëè íàîáî-ðîò: ïðè �èêñèðîâàííîì ÷èñëå ÷àñòèö ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò õèìè-÷åñêèé ïîòåíöèàë µ(〈N〉 , T ). Äàëåå, çíàÿ õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ìîæíîðàññ÷èòàòü ýíåðãèþ, òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû è äðóãèå âåëè÷èíû, ñèñòåìàóðàâíåíèé èìååò âèä:
〈N(µ, T )〉 =

∑

k

f (εk, µ); E (µ, T ) =
∑

k

εkf (εk, µ); (9.32)
C (T ) =

∑

k

εk
df (εk, µ)

dT
; . . . ; f (εk, µ) = 〈nk〉 .Ñèñòåìà (9.32) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ òèïîâñòàòèñòèê, ïðè ýòîì âåëè÷èíîé f (εk, µ) îáîçíà÷àåòñÿ ñðåäíåå ÷èñëî çà-ïîëíåíèÿ � îäíî÷àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè.Ñóììèðîâàíèå ïî k ìîæåò ïðîèñõîäèòü êàê ïî íåïðåðûâíîìó ñïåêòðóäëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû, òàê è ïî äèñêðåòíîìó íàáîðó èìïóëüñîâäëÿ êîíå÷íîãî êëàñòåðà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óçåëüíûõ çàäà÷, ðàññìîòðåí-íûõ ðàíåå ïðè ÷èñëåííîé äèàãîíàëèçàöèè, äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû ðàçìå-ðîì aLx × aLy × aLz èìååì:

kx =
2π

aLx
n; ky =

2π

aLy
m; kz =

2π

aLz
l;

n = 0 ÷ Lx − 1; m = 0 ÷ Ly − 1; l = 0 ÷ Lz − 1; (9.33)
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∑

k

=
a3LxLyLz

(2π)3

∫
d3k ⇒

∑

nml

.
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9.2 Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé�àññìîòðèì òåïåðü ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé ÷èñëî îäíî-÷àñòè÷íûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî ìíîæåñòâî ðàç-ðåøåííûõ èìïóëüñîâ ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíûì íàáîðîì êâàíòîâûõñîñòîÿíèé.Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò îäíî÷àñòè÷íîéýíåðãèè εk, è äëÿ ðàñ÷åòà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí íåò íåîáõîäèìî-ñòè õðàíèòü ïîëíóþ èí�îðìàöèþ î ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè ýíåðãèè÷àñòèö, äåòàëè îäíî÷àñòè÷íîãî ñïåêòðà ìîæíî çàðàíåå ó÷åñòü ïåðåõîäîìîò ñóììèðîâàíèÿ ïî k ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ε.Ââåäåì ïîíÿòèå ïëîòíîñòè îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé N(ε). Ïî îïðå-äåëåíèþ,

N (ε) =
∑

k

δ(ε− εk). (9.34)Ôèçè÷åñêè N(ε) îòâå÷àåò êîëè÷åñòâó âîçìîæíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé,ðàçìåùåííûõ â èíòåðâàëå îò ε äî ε + dε. �àíåå ýòà âåëè÷èíà ââîäèëàñüïðè îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû (ñì. (7.112)).Ìàòåìàòè÷åñêè ïëîòíîñòü îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ïîçâîëÿåò ïå-ðåéòè âî âñåõ ñóììàõ (9.32) ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ýíåðãèè:
∑

k

⇒
∫
N (ε) dε. (9.35)Òàêèì îáðàçîì, âñå îñîáåííîñòè êîíêðåòíîãî îäíî÷àñòè÷íîãî ñïåêòðà îò-ðàæàþòñÿ íà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, íî, îäèí ðàç âû÷èñëåííàÿ, îíà ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàñ÷åòà äðóãèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (9.32) ñ ó÷åòîì (9.35) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà âñëåäóþùåì âèäå:

〈N〉 =

∫
dεN (ε) f (ε, µ) ; E (T ) =

∫
dεεN (ε) f (ε, µ) ;
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C (T ) =

∫
dεεN (ε)

df (ε, µ)

dT
; . . . . (9.36)Ïðè ýòîì ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷è-òàòü õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèÿ íîðìèðîâ-êè). Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü 〈N〉 ÷åðåç N .Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ êîíêðåòíîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü âû÷èñëå-íà, åñëè èçâåñòåí åå îäíî÷àñòè÷íûé ñïåêòð. Åñëè ìû èìååì ñâîáîäíûéãàç ñ êâàäðàòè÷íûì çàêîíîì äèñïåðñèè εk = ~
2k2/2m, òî äëÿ òðåõìåð-íîãî ñëó÷àÿ íàõîäèì:

N (ε) =
∑

k

δ

(
ε− ~

2k2

2m

)
= V

∫
d3k

(2π~)3
δ

(
ε− ~

2k2

2m

)
= V

m
√
mε√

2π2~3
.(9.37)Òàêèì îáðàçîì, N (ε) ∼ √

ε. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå
N (ε) = const, à â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè N (ε) ∼ 1/

√
ε.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ðàíåå óçåëüíûõ ìîäåëåé â íåâçàèìîäåéñòâóþ-ùåì ñëó÷àå ìû íàõîäèëè εk = −2tcos (ka) (ñì. (5.28)) äëÿ îäíîìåðíîéñèñòåìû. �àñ÷åò ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè â ïðåäåëåáåñêîíå÷íî áîëüøîé öåïî÷êè ñ òàêèì ñïåêòðîì ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

N (ε) = L

∫
dk

2π
δ (ε+ 2tcos (ka) ) = V

θ(2t− |ε|)
2πa

√
4t2 − ε2

. (9.38)Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïîëîñó ðàçðåøåííûõ ýíåðãèé øèðèíîé 4t ñ õà-ðàêòåðíûìè äëÿ îäíîìåðíîé ñèòóàöèè êîðíåâûìè îñîáåííîñòÿìè ïëîò-íîñòè ñîñòîÿíèé íà ãðàíèöàõ (�èñ. 9.1).Åñëè â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà íåáîëüøîãî ðàç-ìåðà, òî ïåðåõîä (9.35) îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ áóäåò íåêîð-ðåêòåí, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ðàçðåøåííûõ èìïóëüñîâ íåëüçÿñ÷èòàòü íåïðåðûâíûì. Äëÿ ìàëûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ñëåäóåò àêêóðàòíîñóììèðîâàòü ïî âñåì ðàçðåøåííûì èìïóëüñàì, íå ïåðåõîäÿ ê èíòåãðà-ëàì.
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�èñ. 9.1: Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ îäíîìåðíîãî èäåàëüíîãî ãàçà. V =

1; t = 1; a = 1Âåðíåìñÿ òåïåðü ê òðåõìåðíûì �åðìè- è áîçå-ãàçàì â òåðìîäèíàìè-÷åñêîì ïðåäåëå è êðàòêî ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó ÷èñëåííîé ñõåìû, ïðî-áëåìû îáåçðàçìåðèâàíèÿ è îñíîâíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â ïðå-äåëüíûõ ñëó÷àÿõ.9.3 Òåðìîäèíàìèêà èäåàëüíîãî �åðìè-ãàçàÏðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè ïðåâðàùàåòñÿ â ñòóïåíü-êó, îãðàíè÷åííóþ çíà÷åíèåì µ(0) (�èñ. 9.2), íàçûâàåìûì â ýòîì ñëó÷àåýíåðãèåé Ôåðìè EF :
fk ≡ f (εk) =

(
1

eβ(εk−µ) + 1

)
T→0−→θ (µ (0) − εk) ; µ (0) = EF . (9.39)Â ýòîì ñëó÷àå âñå ÷àñòèöû, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ïàóëè, çà-íèìàþò â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ñ�åðó Ôåðìè ñ ðàäèóñîì kF , ò.å.íàèíèçøèå ïî ýíåðãèè ñîñòîÿíèÿ (�èñ. 9.3). Ñîîòâåòñòâåííî, EF =

~2k2
F

2m
.Ýëåêòðîííûé ãàç ïðè T = 0 íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì. Ïðè íóëåâîéòåìïåðàòóðå ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó èìïóëüñîì Ôåðìè è
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0

1

EF
e

1/2

f

�èñ. 9.2: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî �åðìè-ãàçà. Øòðèõî-âàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò òåìïåðàòóðå T = 0, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òåìïåðàòóðå
0 < T ≪ EF

kx

kz

ky

kF

�èñ. 9.3: Ñ�åðà Ôåðìè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå



312 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎêîíöåíòðàöèåé ÷àñòèö. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåõîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ê èí-òåãðèðîâàíèþ â ìàêðîñêîïè÷åñêîì ïðåäåëå, íàõîäèì
N =

∑

kσ

fk = 2V

kF∫

0

k2dk

(2π)3dΩ ⇒ kF =
(
3π2n

)1/3
; n =

N

V
, (9.40)çäåñü ó÷òåíî ñóììèðîâàíèå ïî äâóì ïðîåêöèÿì ñïèíà.Ñâîáîäíûé �åðìè-ãàç ÿâëÿåòñÿ íåïëîõèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ïðîñòûõìåòàëëîâ: ïîëàãàÿ n ∼ 1022 ñì−3 è ìàññó m ðàâíîé ìàññå ñâîáîäíîãîýëåêòðîíà, íàõîäèì EF ∼ 10 ýÂ.Ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ:

N (EF ) =
3

2

N

EF
; (9.41)

〈E〉
N

=
3

5
EF . (9.42)Âîñïîëüçîâàâøèñü òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè, ïîëó÷èì óðàâ-íåíèå ñîñòîÿíèÿ �åðìè-ãàçà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå:

P =
∂E

∂V
=

2E

3V
⇒ PV 5/3 =

~
2

5m

(
3π2
)2/3

N5/3. (9.43)Òàêèì îáðàçîì, äàæå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå äàâ-ëåíèå èäåàëüíîãî �åðìè-ãàçà, ñâÿçàííîå ñ åãî êâàíòîâûì âûðîæäåíèåìè êîíå÷íîé ïëîòíîñòüþ. Óðàâíåíèå (9.43) îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ ñî-ñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî êëàññè÷åñêîãî ãàçà PV = NT .Ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå îñîáåííîñòè �åðìè-ãàçà ïðîÿâëÿþòñÿ äîòåõ ïîð, ïîêà òåìïåðàòóðà íå ñòàíåò ñîïîñòàâèìà ïî âåëè÷èíå ñ ýíåðãèåéÔåðìè (T0 ∼ EF ) è ïðè T > T0 ñâîéñòâà ãàçà ïåðåõîäÿò â ñâîéñòâà êëàñ-ñè÷åñêîãî (áîëüöìàíîâñêîãî) ãàçà. Òåìïåðàòóðà T0 íàçûâàåòñÿ òåìïåðà-òóðîé âûðîæäåíèÿ, è äëÿ ðåàëüíûõ ìåòàëëîâ îíà âûñîêà, T0 ∼ 105 Ê.Ñ�îðìóëèðóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà òðåõìåð-íîãî �åðìè-ãàçà, èñïîëüçóÿ óäîáíîå îáåçðàçìåðèâàíèå �èçè÷åñêèõ âå-



9. Ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà, Ôåðìè è Áîçå. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé 313ëè÷èí. Äëÿ ýòîãî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (9.41) è çàâèñèìîñòü (9.38),çàïèøåì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ñëåäóþùåì âèäå:
N (ε) =

3N
√
ε

2E
3/2
F

. (9.44)Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ýíåðãèþ, òåìïåðàòóðó è õèìè÷åñêèé ïîòåíöè-àë:
E ′ =

E

EF
; µ′ =

µ

EF
; T ′ =

T

EF
. (9.45)Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (9.36) èìååò âèä:

1 =
3

2

∞∫

0

√
E ′dE ′

(
1

e(E′−µ′)/T ′ + 1

)
;

E ′(T ′)

N
=

3

2

∞∫

0

(E ′)
3/2
dE ′

(
1

e(E′−µ′)/T ′ + 1

)
; (9.46)

C(T ′)

N
=

3

8(T ′)2

∞∫

0

(E ′)
3/2

(E ′ − µ′)
dE ′

ch2
(
E′−µ′
2T ′

) .Ñèñòåìó (9.46) ñòðîãî ìîæíî ðåøèòü òîëüêî ÷èñëåííî. Ñíà÷àëà èç ïåð-âîãî óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê òðàíñöåíäåíòíîå äëÿ õèìè÷åñêîãîïîòåíöèàëà, íàõîäèì µ′ ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå. Çàòåì ïîñëåäîâàòåëü-íî âû÷èñëÿåì ñðåäíþþ ýíåðãèþ, òåïëîåìêîñòü è äðóãèå íåîáõîäèìûåâåëè÷èíû. Çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îò êîíöåíòðàöèè ó÷è-òûâàåòñÿ ïðè åãî îáåçðàçìåðèâàíèè íà ýíåðãèþ Ôåðìè.Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ íèçêèõ T ≪ T0 è âûñîêèõ T ≫ T0 òåìïåðà-òóð ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå îòâåòû, êîòîðûå ïîëåçíî ñðàâíèòüñ ÷èñëåííûìè.Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T ≪ T0 = EF ìîæíî ïîëó÷èòü ïîïðàâêèê õèìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó, ýíåðãèè è òåïëîåìêîñòè ýëåêòðîííîãî ãàçà.Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì
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I =

∞∫

0

f(ε)
dε

e(ε−µ)/T + 1
=

µ∫

0

f(ε)dε+
π2

6
T 2f ′ (µ) + . . . ; (9.47)

µ

T
≪ 1,ìîæíî ïîëó÷èòü:

µ = EF

(
1 − T 2π2

12EF

)
; E =

3

5
NEF

(
1 +

5π2

12

(
T

EF

)2
)

;

C = γT ; γ =
π2

3
N (EF ) . (9.48)Çàìåòèì, ÷òî òåïëîåìêîñòü âûðîæäåííîãî �åðìè-ãàçà ïðîïîðöèîíàëü-íà òåìïåðàòóðå è ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íà óðîâíå Ôåðìè (÷èñëî γ íàçû-âàåòñÿ ïîñòîÿííîé Çîììåð�åëüäà).Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ T ≫ T0 ñòàòèñòèêà ãàçà ñòàíîâèòñÿ áîëüö-ìàíîâñêîé, è çàâèñèìîñòè ýíåðãèè è òåïëîåìêîñòè ýëåêòðîííîãî ãàçà âû-õîäÿò íà êëàññè÷åñêèé ïðåäåë, òàê ÷òî

E → 3

2
NT ; C → 3

2
N. (9.49)Òàêèì îáðàçîì, òåïëîåìêîñòü �åðìè-ãàçà âûõîäèò íà íàñûùåíèå èïðîñòî îòðàæàåò ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ãàçà (ïî 1

2
kB íà êàæäóþ ñòå-ïåíü).Íà �èñ. 9.4 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ýíåðãèè èòåïëîåìêîñòè èäåàëüíîãî �åðìè-ãàçà îò òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííûå ÷èñ-ëåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (9.46).
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�èñ. 9.4: Çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (a), ýíåðãèè (b) è òåïëî-åìêîñòè () èäåàëüíîãî �åðìè-ãàçà îò òåìïåðàòóðû
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9.4 Òåðìîäèíàìèêà èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà�àññìîòðèì òåïåðü èäåàëüíûé áîçå-ãàç. Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå åãîñâîéñòâà ðåçêî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ �åðìè-ãàçà. Ñîãëàñíî ñòàòèñòèêåÁîçå � Ýéíøòåéíà, âñå ÷àñòèöû ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå äîëæíû íàõî-äèòüñÿ â íàèíèçøåì ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé ε = 0. �àññìîòðèì óðàâíåíèåíîðìèðîâêè ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå

N =

∞∫

0

N(ε)
dε

e(ε−µ)/T − 1
. (9.50)Ïðè çàäàííîé ïëîòíîñòè N/V ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû õèìè÷åñêèéïîòåíöèàë áóäåò âîçðàñòàòü, îñòàâàÿñü îòðèöàòåëüíûì. Îí äîñòèãíåòçíà÷åíèÿ µ = 0 ïðè òåìïåðàòóðå, îïðåäåëÿåìîé èç óðàâíåíèÿ

N =

∞∫

0

N(ε)
dε

eε/T − 1
. (9.51)�àñ÷åò ýòîé òåìïåðàòóðû ïðèâîäèò ê çíà÷åíèþ

T (µ = 0) ≡ T0 =
2π~

2

mς2/3(3/2)

(
N

V

)2/3

=
3.31~

2

m
n2/3, (9.52)ãäå ς � �óíêöèÿ �èìàíà, n = N/V . Ýòà òåìïåðàòóðà íàçûâàåòñÿ òåì-ïåðàòóðîé áîçå-êîíäåíñàöèè è îòìå÷àåò òî÷êó �àçîâîãî ïåðåõîäà, íèæåêîòîðîé ÷àñòèöû íà÷èíàþò ìàêðîñêîïè÷åñêè êîíäåíñèðîâàòüñÿ â îñíîâ-íîì ñîñòîÿíèè. Äëÿ æèäêîãî ãåëèÿ 4He ýòà òî÷êà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òåì-ïåðàòóðîé íàñòóïëåíèÿ ñâåðõòåêó÷åãî ñîñòîÿíèÿ, è ðàâíà 2.17 Ê.Êîëè÷åñòâî ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, ðàâíî [36℄

Nε=0 = N

(
1 −

(
T

T0

)3/2
)
. (9.53)Çàìåòèì, ÷òî òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü (9.53) õîðîøî îïèñûâàåò ïîâå-äåíèå æèäêîãî ãåëèÿ 4He ïðè òåìïåðàòóðàõ T < 2.17 Ê.



9. Ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà, Ôåðìè è Áîçå. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé 317Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à äåëèòñÿ íà äâå òåìïåðàòóðíûå îáëàñòè, T < T0è T > T0. Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðè T > T0 îñòàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì,è ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû óìåíüøàåòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå,îáðàùàÿñü òî÷íî â íóëü ïðè T = T0. Ïðè T < T0 õèìè÷åñêèé ïîòåíöè-àë ðàâåí íóëþ, òàê êàê ìàêðîñêîïè÷åñêè áîëüøîå ÷èñëî ÷àñòèö (9.53)íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííûé ðàñ÷åò èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà èíòåðåñåíïðè òåìïåðàòóðàõ âûøå òåìïåðàòóðû áîçå-êîíäåíñàöèè, òàê êàê ïðè
T < T0 âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ïîääàþòñÿ àíàëèòè÷åñêîìóðàñ÷åòó: ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ è äðóãèå âåëè÷èíûîïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî âêëàäàìè îò ÷àñòèö ñ ýíåðãèÿìè ε > 0. Ïîëàãàÿ
µ = 0, íàõîäèì, íàïðèìåð:

E =
V
√

2m3/2T 5/2

2π2~3

∞∫

0

t3/2
dt

et − 1
=

15V
√

2m3/2T 5/2ς(5/2)

8π3/2~3
;

C (T ) =
5E

2T
∼ T 3/2. (9.54)Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâà áîçå-ãàçà íèæå òåìïåðàòóðû êîíäåíñàöèè ðåçêîîòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ áîëüöìàíîâñêîãî è �åðìè-ãàçà.Äëÿ ñëó÷àÿ T > T0 óäîáíî îáåçðàçìåðèòü âñå �èçè÷åñêèå ïàðàìåòðûíà òåìïåðàòóðó êîíäåíñàöèè:

E ′ =
E

T0

; µ′ =
µ

T0

; T ′ =
T

T0

. (9.55)Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ÷èñëåííîé ñõåìû ïðèíèìàåò âèä:
1 = ξ

∞∫

0

√
E ′

dE ′

e(E′−µ′)/T ′ − 1
; ξ =

2√
πς(3/2)

= 0.432;

E ′(T ′)

N
= ξ

∞∫

0

(E ′)
3/2 dE ′

e(E′−µ′)/T ′ − 1
; (9.56)



318 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
C(T ′)

N
=
ξ

4

1

(T ′)2

∞∫

0

(E ′)
3/2

(E ′ − µ′)
dE ′

sh2
(
E′−µ′
2T ′

) .

�åøåíèå (9.56) ñëåäóåò èñêàòü òîëüêî äëÿ µ < 0, T ′ > 1.�ðà�èêè çàâèñèìîñòè õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ýíåðãèè è òåïëîåì-êîñòè èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà îò òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûì ðå-øåíèåì ñèñòåìû (9.56), ïîêàçàíû íà �èñ. 9.5. Â òî÷êå T = T0 ãðà�èêòåïëîåìêîñòè îò òåìïåðàòóðû èìååò èçëîì (òàê íàçûâàåìàÿ λ-òî÷êà),ïðè ýòîì [36℄
C(T0)

C(T → ∞)
= 1.28 . (9.57)

Òàê æå, êàê è äëÿ �åðìè-ãàçà, â ïðåäåëå âûñîêèõ òåìïåðàòóð T ≫ T0ìîæíî ïîëó÷èòü êëàññè÷åñêèé ïðåäåë
E → 3

2
NT ; C → 3

2
N. (9.58)



9. Ñòàòèñòèêà Áîëüöìàíà, Ôåðìè è Áîçå. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé 319

�èñ. 9.5: Çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (a), ýíåðãèè (b) è òåïëî-åìêîñòè () èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà (â ðàñ÷åòå íà îäíó ÷àñòèöó) îò òåìïå-ðàòóðû



320 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
10 Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõñèñòåì10.1 Ñëó÷àéíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. ÂåðîÿòíîñòüÏîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ â êâàíòîâîé �èçè-êå. Ñîâðåìåííîå îïèñàíèå êâàíòîâûõ ñèñòåì èìååò èñêëþ÷èòåëüíî âå-ðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð: âîëíîâàÿ �óíêöèÿ � îñíîâíîé îáúåêò èçó÷åíèÿêâàíòîâîé �èçèêè � èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, ðàññìîòðåíèåñèñòåì ìíîãèõ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòèõñèñòåì òàêæå ïðèâîäèò ê ïîíÿòèÿì ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû è ïëîòíîñòèðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçðåøåííûì óðîâíÿì ýíåðãèè ñèñòåìû. Îä-íèìè èç íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿþòñÿ ñëåäó-þùèå òðè �óíäàìåíòàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ, îòðàæàþùèå âåðîÿòíîñòüçàïîëíåíèÿ ÷àñòèöàìè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñ ýíåðãèåé E è õè-ìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì µ ïðè òåìïåðàòóðå T : ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà

ρ (E) = e−
E−µ

T , (10.1)ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè � Äèðàêà
ρ (E) =

1

e
E−µ

T + 1
, (10.2)ðàñïðåäåëåíèå Áîçå � Ýéíøòåéíà

ρ (E) =
1

e
E−µ

T − 1
. (10.3)Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè êâàíòîâûõñèñòåì òàêæå ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîëó÷àòü ñëó÷àéíûå âåëè-÷èíû ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì ñóùåñòâåííûì ìîìåí-



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 321òîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà ñ òî÷êè çðåíèÿ âðå-ìåííûõ çàòðàò.Êàê ïðàâèëî, â ðàñïîðÿæåíèè ïîëüçîâàòåëÿ èìååòñÿ äàò÷èê ñëó÷àé-íûõ ÷èñåë, âñòðîåííûé â ïàêåòû ïðîãðàìì, âûäàþùèé ñëó÷àéíûå ÷èñëà,ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èíòåðâàëå (0, 1). Òðåáîâàíèÿ ê íåìó äî-ñòàòî÷íî âûñîêè: ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæíà îáåñïå÷èâàòüñÿíå òîëüêî äëÿ ïåðâè÷íîãî ìàññèâà ÷èñåë, íî è äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò íåãî� �óíêöèé îò ïîëó÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè ñëó÷àéíûå ÷èñëà, ãåíå-ðèðóåìûå äàò÷èêîì, èìåþò äâîéíóþ òî÷íîñòü, ò.å. èìåþò 16 çíà÷àùèõöè�ð ïîñëå çàïÿòîé, òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íåîäèíàêîâûõ ñëó÷àéíûõ÷èñåë, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ýòîãî äàò÷èêà, áóäåò
∼ 2 × 109 (èëè, òî÷íåå, 231), ÷òî, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûìäàæå äëÿ äëèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ.Â äåéñòâèòåëüíîñòè âñå äàò÷èêè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âûäàþò òàê íàçû-âàåìûå ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà, ò.å. èõ ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîðàâíîìåðíûì. Ïåðâûé àëãîðèòì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåëáûë ïðåäëîæåí Äæ. �îí Íåéìàíîì. Îí íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñåðåäèíûêâàäðàòîâ è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü äàíî êàêîå-ëèáî ÷èñëî ñ÷åòûðüìÿ öè�ðàìè ïîñëå çàïÿòîé, íàïðèìåð, g0 = 0.9876. Åãî êâàäðàòáóäåò ÷èñëîì ñ âîñåìüþ çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé g2

0 = 0.97535376. Âûáå-ðåì ÷åòûðå ñðåäíèå öè�ðû ýòîãî ÷èñëà è ïîëîæèì g1 = 0.5353. Âîçâåäåìåãî òàêæå â êâàäðàò, g2
1 = 0.28654609, è ñíîâà èçâëå÷åì ÷åòûðå ñðåäíèåöè�ðû: g2 = 0.6546, è ò.ä. Ýòîò àëãîðèòì, ê ñîæàëåíèþ, ïðèâîäèë êáîëüøîìó êîëè÷åñòâó ìàëûõ çíà÷åíèé è íå äàâàë èñòèííîãî ðàâíîìåð-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ξ ìîæíî îïèñàòü�îðìóëîé

ξn+1 = F (ξn) , (10.4)ãäå F � íåêîòîðûé àëãîðèòì, çàëîæåííûé â äàííîì ãåíåðàòîðå. Ìîæ-íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (10.4) îáÿçàòåëüíî ïåðèîäè÷åñêàÿ,



322 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎåñëè êîìïüþòåð îáðàáàòûâàåò ÷èñëà ñ îïðåäåëåííûì êîíå÷íûì ÷èñëîìçíà÷àùèõ öè�ð ïîñëå çàïÿòîé, íî ïåðèîä òàê âåëèê, ÷òî ïðåâîñõîäèò âñåïðàêòè÷åñêèå ïîòðåáíîñòè.Â äàííîé ãëàâå áóäóò ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå âàæíûå ðàñïðåäåëå-íèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à òàêæå ïðåäëîæåíû ý��åêòèâíûå àëãîðèòìûè ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå áåç ëèøíèõ âðåìåííûõ çàòðàò ïîëó÷àòü òðåáó-åìûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà îñíîâå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ãåíåðèðóå-ìîãî âñòðîåííûì äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.Ìåòîä îáðàòíîé �óíêöèè è ìåòîä �îí ÍåéìàíàÏðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü ïîëó÷àòü ñëó÷àé-íûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ïî ðàçëè÷íûì çàêîíàì, ïðè ïîìîùè ãå-íåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà èíòåðâàëå
(0, 1). Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû äâà äîñòàòî÷íî îáùèõ ìåòî-äà ïîëó÷åíèÿ íóæíûõ ðàñïðåäåëåíèé: ìåòîä îáðàòíîé �óíêöèè è ìåòîä�îí Íåéìàíà.Ïóñòü íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, îïðåäåëåííàÿ íà èí-òåðâàëå (a, b), ïðèíèìàëà çíà÷åíèå, ìåíüøåå èëè ðàâíîå x, ñ âåðîÿòíî-ñòüþ P (x). Òîãäà �óíêöèÿ

F (x) = P {ξ ≤ x} (10.5)íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è âñåãäà ìî-íîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ îò 0 äî 1:
F (x1) ≤ F (x2) , åñëè x1 ≤ x2;

F (a) = 0; F (b) = 1. (10.6)Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:
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F (x) =

x∫

a

f (t) dt, (10.7)ãäå âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ìåíÿåòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (a, b).Ïóñòü ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ �óíêöèÿ F−1(y), òàêàÿ, ÷òî åñëè 0 < y <

1, òî y = F (x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = F−1(y). Òîãäà äëÿ íàõîæ-äåíèÿ èñêîìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ïîëîæèòü
ξ = F−1 (R) , (10.8)ãäå R � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà (0, 1).Äåéñòâèòåëüíî,

P {ξ ≤ x} = P
{
F−1 (R) ≤ x

}
= P {R ≤ F (x)} = F (x) . (10.9)Íà ïðàêòèêå ìåòîä îáðàòíîé �óíêöèè ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì. Ïóñòü íóæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàñïðå-äåëåííîé ñ ïëîòíîñòüþ p(x) íà èíòåðâàëå (a, b). Äîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèÿ

ξ ìîæíî íàõîäèòü èç óðàâíåíèÿ
ξ∫

a

p (x) dx = R, (10.10)ãäå R � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà (0, 1).�àññìîòðèì �óíêöèþ
y (x) =

x∫

a

p (t) dt, (10.11)ïðè ýòîì èç ñâîéñòâ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì:
y (a) = 0; y (b) = 1; y′ (x) = p (x) > 0. (10.12)Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ y(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî 1, è ëþ-áàÿ ïðÿìàÿ y = R, ãäå 0 < R < 1, ïåðåñåêàåò ãðà�èê �óíêöèè y = y(x) â
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0

1

a b x

y

y(x)

x

R

�èñ. 10.1: Ïðÿìàÿ y = R ïåðåñåêàåò ãðà�èê �óíêöèè y = y (x) â åäèí-ñòâåííîé òî÷êåîäíîé åäèíñòâåííîé òî÷êå, àáñöèññà êîòîðîé, êàê ñòàíåò ÿñíî èç äàëüíåé-øåãî, è åñòü èñêîìîå ÷èñëî ξ (�èñ. 10.1). Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîñòüðåøåíèÿ äîêàçàíà.Äàëåå âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë (a′, b′) âíóòðè èíòåðâàëà (a, b).Òî÷êàì ýòîãî èíòåðâàëà a′ < x < b′ îòâå÷àþò îðäèíàòû êðèâîéy (a′) <

y < y(b′). Åñëè ξ ∈ (a′, b′), òî R ∈ (y (a′) , y(b′)), è íàîáîðîò (�èñ. 10.2), àçíà÷èò, âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé ðàâíû:
P {a′ < ξ < b′} = P {y (a′) < R < y(b′)} . (10.13)Òàê êàê R ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî íà (0, 1), òî

P {y (a′) < R < y(b′)} = y (b′) − y (a′) =

b′∫

a′

p (x) dx. (10.14)Ñëåäîâàòåëüíî,
P {a′ < ξ < b′} =

b′∫

a′

p (x) dx, (10.15)÷òî è îçíà÷àåò: âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x).
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0

1

a b x

y

y(x)

x

R

a’ b’

y(a’)

y(b’)

�èñ. 10.2: Åñëè ξ ∈ (a′, b′), òî R ∈ (y (a′) , y(b′)), è íàîáîðîò, à çíà÷èò,âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé ðàâíû

�èñ. 10.3: �èñòîãðàììà ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-ëè÷èí (âíèçó) ïîëó÷åíà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ââåðõó) ìåòî-äîì îáðàòíîé �óíêöèè (10.22). Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíî ÷èñëîòî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîïàäàþùèõ â ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë ãèñòî-ãðàììû, îáùåå ÷èñëî òî÷åê ðàâíî 100000



326 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÒàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (10.8), äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîáõîäèìîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èñêàòü îáðàòíóþ �óíêöèþ F−1(x).�àññìîòðèì äàëåå ïðîñòîé ïðèìåð.Ïóñòü íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü âåëè÷èíó ξ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþíà èíòåðâàëå (a, b). Íîðìèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ èìååòâèä
p (x) =

1

b− a
. (10.16)Òîãäà, ñîãëàñíî ìåòîäó îáðàòíîé �óíêöèè,

ξ∫

a

dx

b− a
= R. (10.17)Îòñþäà íàõîäèì

ξ = a +R (b− a) , (10.18)ò.å. â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò âñåãî ëèøü ñäâèíóòü îòñ÷åò è èçìåíèòüìàñøòàá èñõîäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû R.�àññìîòðèì òåïåðü ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûå âå-ëè÷èíû, èìåþùèå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, âñòðå÷àþòñÿ, íàïðè-ìåð, â çàäà÷àõ î ðàäèîàêòèâíîì ðàñïàäå.Ïóñòü íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàñïðåäåëåííóþ íà
(0,∞) ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) = 1 − e−x (10.19)è, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
f (x) = e−x. (10.20)Ïðèìåíÿÿ ìåòîä îáðàòíîé �óíêöèè, íàõîäèì

y = F (x) = 1 − e−x; x = F−1 (y) = −ln (1 − y) . (10.21)
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ξ = −ln(1 −R) (10.22)áóäåò èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (�èñ. 10.3).Îäíèì èç âàæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â �èçèêå ÿâ-ëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, õàðàêòåðèçóþùåå ÷èñëî ðåàëèçàöèé âåäèíèöó âðåìåíè ñîáûòèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò ïðîèçîéòè â ëþáîéìîìåíò. Íàïðèìåð, ïðîöåññ àëü�à-ðàñïàäà îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåìÏóàññîíà.Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàñ-ñîíà ñ ïàðàìåòðîì µ, åñëè îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . , m, . . . ñâåðîÿòíîñòüþ

P {ξ = m} =
µme−µ

m!
, (10.23)ïðè ýòîì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ñðåäíåå çíà÷åíèå) è äèñïåðñèÿ ξñîâïàäàþò è ðàâíû µ:

M (ξ) = 〈ξ〉 = µ; D (ξ) = µ. (10.24)Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñ-ïðåäåëåííûå ïî çàêîíó Ïóàññîíà, èñïîëüçóÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûåñëó÷àéíûå âåëè÷èíû:1. ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî p = e−µ; çàäàþòñÿ ÷èñëà N = 0 è q = 1;2. ãåíåðèðóåòñÿ ÷èñëî R, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå íà (0, 1);3. ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåíîðìèðîâêà q → qR;4. åñëè q ≥ p, òî çíà÷åíèå N óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó: N → N + 1,è âîçâðàùàåìñÿ ê ïóíêòó 2;5. åñëè q < p, òî ÷èñëî ξ = N èìååò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà.



328 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÁëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ïîêàçàíà íà �èñ. 10.4.Íà �èñ. 10.5 ïîêàçàíà ãèñòîãðàììà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì µ = 3.5, ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìî-ùè àëãîðèòìà íà �èñ. 10.4.Ïðàâèëüíîñòü àëãîðèòìà îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì �àêòå, èçâåñò-íîì èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé [2℄: ïóñòü èìååòñÿ ðÿä ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
R1, R2, . . . , Rn, Rn+1, . . . , ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà (0, 1). Òîãäà
P
{

(R1 > q)
⋂

(R1R2 ≥ q)
⋂

· · ·
⋂

(R1R2 . . . Rn ≥ q)
⋂

(R1R2 . . . RnRn+1 < q)
}

=

=
q(ln (1/q))n

n!
, 0 < q ≤ 1. (10.25)Ïðîèçâîäÿ çàìåíó

q = e−µ, (10.26)ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå.Îäíàêî èíòåãðàë (10.10) íå âñåãäà ìîæíî âçÿòü àíàëèòè÷åñêè. Äæ.�îí Íåéìàí ïðåäëîæèë ñëåäóþùèé ñïîñîá îáîéòè ýòó ïðîáëåìó. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a, b), èåå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åíà:
P (x) ≤M0. (10.27)Òîãäà ãåíåðèðóþòñÿ äâà ñëó÷àéíûõ ÷èñëà R1, R2, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-ëåííûå íà (0, 1), è ñòðîèòñÿ òî÷êà íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2),ãäå x1 = a + R1(b − a), x2 = R2M0. Åñëè ýòà òî÷êà ëåæèò íèæå êðèâîé

y = p(x), ò.å. x2 < p(x1) (òî÷êà A íà �èñ. 10.6), òî èñêîìîå ÷èñëî ξ = x1íàéäåíî; åñëè æå òî÷êà ëåæèò âûøå êðèâîé (òî÷êà B íà �èñ. 10.6), òîïàðà R1, R2 îòáðàñûâàåòñÿ è âûáèðàåòñÿ íîâàÿ ïàðà.Ìåòîä �îí Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì, îäíàêî äëÿ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñóùåñòâóþò áîëåå ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû. �àññìîò-ðèì äàëåå íåêîòîðûå èç íèõ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü åùå îäèí, äîñòàòî÷íî



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 329óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ξ, îïðåäåëåííûõ íàèíòåðâàëå (a, b), ñ çàäàííîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x). Äëÿ ýòîãîäîñòàòî÷íî ïðîñòî ðàçðåøèòü óðàâíåíèå
ξ∫

a

f (x) dx = R (10.28)îòíîñèòåëüíî ξ, ãäå R � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà åäèíè÷íîì îòðåç-êå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Äàæå åñëè èíòåãðàë (10.10) íåëüçÿ âçÿòü àíà-ëèòè÷åñêè, åãî âñåãäà ìîæíî ðàññ÷èòàòü ÷èñëåííî íà êîìïüþòåðå ïðèïîìîùè îäíîãî èç ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâ-íåíèé (íàïðèìåð, ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì, ìåòîäîì Íüþòîíàèëè ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé). Äåëî â òîì, ÷òî èíòåãðàë â (10.10) êàê�óíêöèÿ ξ � ìîíîòîííàÿ âåëè÷èíà, òàê ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-íîå ðåøåíèå (10.10). �àñ÷åò èíòåãðàëà, îäíàêî, ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèø-êîì äîðîãîé ïðîöåäóðîé ïî âðåìåíè, òàê ÷òî ýòèì ìåòîäîì ãåíåðàöèèñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ïðè îòñóòñòâèè äðóãèõ, áîëååáûñòðûõ, âîçìîæíîñòåé.Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåÍîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ÷àñòî òàêæå íà-çûâàåìûé çàêîíîì �àóññà, èãðàåò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü â �èçèêåè çàíèìàåò ñðåäè äðóãèõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ îñîáîå ïîëîæåíèå.�ëàâíàÿ îñîáåííîñòü, âûäåëÿþùàÿ íîðìàëüíûé çàêîí ñðåäè äðóãèõçàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì çà-êîíîì, ê êîòîðîìó ïðèáëèæàþòñÿ äðóãèå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè äî-ñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ òèïè÷íûõ óñëîâèÿõ.Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóììà äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ(èëè ñëàáî çàâèñèìûõ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîä÷èíåííûõ êàêèì óãîäíîçàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðè ñîáëþäåíèè íåêîòîðûõ âåñüìà íåæåñòêèõîãðàíè÷åíèé), ïðèáëèæåííî ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó [2℄.Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó



330 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
Генерация числа

, равномерно

распределенного на (0,1)
R

q<p

да

нет

p=exp(- )m

N=0
q=1

Перенормировка

q qRg

x=N

N=N+1

�èñ. 10.4: Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ðàñïðåäå-ëåííûõ ïî çàêîíó Ïóàññîíà

�èñ. 10.5: �èñòîãðàììà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèåÏóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì µ = 3.5, îáùåå ÷èñëî òî÷åê ðàâíî 50000
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0

p(x)

x1

x2

M0

a b

A

B

�èñ. 10.6: Ìåòîä �îí Íåéìàíà ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ ïëîòíîñòüþðàñïðåäåëåíèÿ p(x)
F (x) =

1√
2

x∫

−∞

e−t
2/2dt, (10.29)ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà:1. ãåíåðèðóþòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñëà R1 è R2, ðàâíî-ìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà (0, 1);2. ðàññ÷èòûâàþòñÿ ÷èñëà V1 = 2R1 − 1 è V2 = 2R2 − 1, îíè áóäóòðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå (−1, 1);3. ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî S = V 2

1 + V 2
2 ;4. åñëè S ≥ 1, òî âîçâðàùàåìñÿ ê ïóíêòó 1;5. åñëè S < 1, òî ðàññ÷èòûâàþòñÿ ÷èñëà ξ1 = V1

√
−2lnS
S

, ξ2 = V2

√
−2lnS
S

,êîòîðûå áóäóò ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó.Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ïîêàçàíà íà �èñ. 10.7.Äîêàæåì, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî äàåò ïðàâèëü-íûé îòâåò.



332 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÏóñòü S < 1, òîãäà òî÷êà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè
(V1, V2) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé òî÷êîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé âíóòðèåäèíè÷íîãî êðóãà. Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

V1 = rcos θ ; V2 = rsin θ , (10.30)òîãäà
S = V 2

1 + V 2
2 = r2; (10.31)

ξ1 = V1

√
−2lnS

S
=

√
−2lnScos θ ; ξ2 = V2

√
−2lnS

S
=

√
−2lnSsin θ .Ââåäåì íîâûå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

θ′ = θ; r′ =
√
−2lnS, (10.32)òîãäà

ξ1 = r′cos θ′ ; ξ2 = r′sin θ′ . (10.33)Âåëè÷èíà θ′ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (0, 2π), à âåðî-ÿòíîñòü òîãî, ÷òî r′ ≤ r, ðàâíà
P {r′ ≤ r} = P

{√
−2lnS ≤ r

}
= P

{
−2lnS ≤ r2

}
=

= P
{
2lnS ≥ r2

}
= P

{
S ≥ e−r

2/2
}

= 1 − e−r
2/2, (10.34)òàê êàê S = r2 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî íà (0, 1). Òîãäà äè��åðåíöè-àëüíàÿ âåðîÿòíîñòü (èëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ) òîãî, ÷òî r′ ëåæèòìåæäó r è r + dr, ðàâíà ïðîèçâîäíîé îò âåðîÿòíîñòè, ò.å.

P {r′ ∈ (r, r + dr)} =
d

dr

(
1 − e−r

2/2
)

= re−r
2/2dr. (10.35)Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ θ′ â èíòåðâàë (θ, θ + dθ) ðàâíà
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Генерация чисел

и , равномерно

распределенных на (0,1)

R R1 2

V =2R -1; V =2R -1

V V

-1

1 1 2 2

1 2и равномерно

распределены на ( ,1)

S=(V ) +(V )1 2

2 2

S<1

да

нет

x

x

1 1=V (-2lnS/S)
1/2

2 2=V (-2lnS/S)
1/2�èñ. 10.7: Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõñëó÷àéíûõ ÷èñåë



334 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
P {θ′ ∈ (θ, θ + dθ)} =

dθ

2π
. (10.36)Â èòîãå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ1 ≤ x1 è ξ2 ≤ x2, ðàâíà

P
{

(ξ1 ≤ x1)
⋂

(ξ2 ≤ x2)
}

=
1

2π

∫

rcos θ ≤ x1

rsin θ ≤ x2

dθrdre−r
2/2 = (10.37)

=
1

2π

∫

x ≤ x1

y ≤ x2

dxdye−(x
2+y2)/2 =


 1√

2π

x1∫

−∞

dxe−x
2/2




 1√

2π

x2∫

−∞

dye−y
2/2


 ,

÷òî è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü àëãîðèòìà.Íà �èñ. 10.8 ïîêàçàíà ãèñòîãðàììà íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîëó÷åííàÿ èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ïîìî-ùè àëãîðèòìà, èçîáðàæåííîãî íà �èñ. 10.7.Ïî÷òè ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿÏóñòü òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-ëåíèÿ f(x), óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
f (x) = 0, åñëè x < s èëè x > s+ h; (10.38)

a− b(x− s)

h
≤ f (x) ≤ b− b(x− s)

h
, åñëè s ≤ x ≤ s+ h.Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (10.38) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ëèíåéíîé, óñëî-âèþ (10.38) óäîâëåòâîðÿåò öåëûé êëàññ ìîíîòîííûõ �óíêöèé, çàêëþ÷åí-íûõ â îáëàñòè ìåæäó ïðÿìûìè y = a− bx−s
h

è y = b− bx−s
h

(�èñ. 10.9).Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïî-÷òè ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ:
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�èñ. 10.8: �èñòîãðàììà íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí(âíèçó) ïîëó÷åíà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ââåðõó) ïðè ïîìîùèàëãîðèòìà, èçîáðàæåííîãî íà �èñ. 10.7. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíî÷èñëî òî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîïàäàþùèõ â ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàëãèñòîãðàììû, îáùåå ÷èñëî òî÷åê ðàâíî 1000001. ãåíåðèðóþòñÿ äâà ñëó÷àéíûõ ÷èñëà R1 è R2, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-ëåííûå íà (0, 1), ïðè ýòîì R1 ≤ R2 (åñëè ýòî íå òàê, òî R1 è R2ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè);2. åñëè R2 ≤ a
b
, òî ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 4;3. åñëè R2 > R1 + f(s+hR1)

b
, òî âîçâðàùàåìñÿ ê ïóíêòó 1;4. åñëè R2 ≤ R1 + f(s+hR1)

b
, òî ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî ξ = s + hR1,êîòîðîå áóäåò ðàñïðåäåëåíî ñ ïî÷òè ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ.Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ïîêàçàíà íà �èñ. 10.10.Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ïóíêò 2 â àëãîðèòìå ïîçâîëÿåò ñóùå-ñòâåííî óâåëè÷èòü ñêîðîñòü âñåãî àëãîðèòìà, òàê êàê ÷èñëî a/b ðàñ-ñ÷èòûâàåòñÿ íà êîìïüþòåðå íàìíîãî áûñòðåå, ÷åì ñëîæíàÿ �óíêöèÿ

y (R1) = R1 + f(s+hR1)
b

, à ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè çíà÷åíèÿìè, êàê ïðàâèëî,íåâåëèêà (�èñ. 10.11).Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü àëãîðèòìà.
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s xs+h

a

b

y

f(x)

0�èñ. 10.9: Ôóíêöèÿ f(x) îïèñûâàåò ïî÷òè ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðå-äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûÏðè ïåðåõîäå ê ïóíêòó 4 àëãîðèòìà èìååì, ÷òî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
(R1, R2) � ýòî ñëó÷àéíàÿ òî÷êà â çàêðàøåííîé îáëàñòè íà �èñ. 10.11, ïðèýòîì

0 ≤ R1 ≤ R2 ≤ R1 +
1

b
f (s+ hR1) , (10.39)à èç óñëîâèÿ (10.38) èìååì

a

b
≤ x− s

h
+
f(x)

b
≤ 1, (10.40)èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

x = s + hR1, (10.41)ïîëó÷àåì
a

b
≤ R1 + f(s+ hR1) ≤ 1. (10.42)Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ ≤ s+ hR1 ïðè 0 ≤ R1 ≤ 1, ðàâíà îòíîøåíèþïëîùàäè ñëåâà îò âåðòèêàëüíîé ëèíèè êî âñåé çàêðàøåííîé ïëîùàäè,ò.å.
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Генерация чисел

и , равномерно

распределенных на (0,1)

R R1 2

x=s+hR1

R R1 2>
да

нет

R2<a/b

нет

R2 1 1>R +b f(s+hR )
-1

R R1 2n

да

нет

да

�èñ. 10.10: Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ ïî÷òèëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
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P {ξ ≤ s+ hR1} =

x∫
0

b−1f(s+ hR1)dR1

1∫
0

b−1f(s+ hR1)dR1

=

s+hx∫
s

f (u) du

s+h∫
s

f (u) du

=

= A

s+hx∫

s

f (u) du, (10.43)ãäå A � êîíñòàíòà, ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêîé ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òî-áû A = 1.Èç (10.43) ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïî÷òè ëèíåéíóþïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (10.38).Íà �èñ. 10.12 ïîêàçàí ïðèìåð ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïî÷òèëèíåéíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûì �óíêöèåé ðàñïðåäåëå-íèÿ
f (x) =

{
e−x2−x4−π−3

0.488
, åñëè 0.8 ≤ x < 0.192;

0, åñëè 1.192 ≤ x ≤ 1.25.
(10.44)Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) ïîêàçàíà â îêíå , â îêíå a äàíà èñ-õîäíàÿ ãèñòîãðàììà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âîêíå b � ãèñòîãðàììà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïî÷òè ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà íà �èñ. 10.10.Äâóìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿÂ ýòîì ðàçäåëå ìû êðàòêî êîñíåìñÿ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ äâóìåðíûìèðàñïðåäåëåíèÿìè.Ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y ), ðàññìàòðèâàåìûõ ñîâ-ìåñòíî, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñèñòåìà äâóõ ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí (X, Y ) ãåîìåòðè÷åñêè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñëó÷àéíàÿ òî÷-êà ñ ýòèìè êîîðäèíàòàìè íà ïëîñêîñòè xy.



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 339Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
(X, Y ) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîâìåñòíîãî âûïîëíåíèÿ äâóõ íåðàâåíñòâ
X < x, Y < y:

F (x, y) = P
{

(X < x)
⋂

(Y < y)
}
. (10.45)
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a/b

1

10 R1

R2

R
=
2

R 1

R =R +b f(s+hR )2 1 1

-1

�èñ. 10.11: Âñå òî÷êè (x, y), ïîïàäàþùèå â çàêðàøåííóþ îáëàñòü, èìåþòïî÷òè ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
�åîìåòðè÷åñêè F (x, y) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿñëó÷àéíîé òî÷êè (X, Y ) â çàêðàøåííóþ îáëàñòü íà �èñ. 10.13, îãðàíè-÷åííóþ ñíèçó è ñëåâà òîëüêî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X è Y .Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàõîäèò-ñÿ êàê
f (x, y) =

∂2F (x, y)

∂x ∂y
. (10.46)Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñâÿçàííûõ �óíê-öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ z = g(X, Y ), îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

G (z) =

∫∫

D(z)

f(x, y)dxdy, (10.47)ãäå D(z) � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè xy, äëÿ êîòîðîé g(x, y) < z.�àññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð. Ïóñòü íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ñèñòåìóñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x è y ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
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�èñ. 10.12: Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ïî÷òè ëèíåéíûé çàêîí ðàñ-ïðåäåëåíèÿ

(X,Y)

X

Y

D(X,Y)

x

y

�èñ. 10.13: �åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñè-ñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. D(X, Y ) � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èí X è Y
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f (x, y) ∼ ex−y, (10.48)ïðè÷åì
0 ≤ x < y ≤ 1. (10.49)Ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñãåíåðèðóåì ñíà÷àëà ñëó÷àéíóþ âå-ëè÷èíó y − x. Èìååì �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü
z = y − x, (10.50)è îáëàñòü D(z) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

D (z) : y − x < z. (10.51)Íà ïëîñêîñòè xy â åäèíè÷íîì êâàäðàòå îáëàñòü D(z) îãðàíè÷åíà ñíè-çó ïðÿìîé y = x, à ñâåðõó � ïðÿìîé y = x + z (�èñ. 10.14). Ôóíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû z èìååò âèä
G (z) ∼

1−z∫

0

dx

x+z∫

x

dyex−y +

1∫

1−z

dx

1∫

x

dyex−y = ze−z, (10.52)ïîñëå íîðìèðîâêè èìååì
G (z) = ze1−z . (10.53)Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ìåòîäó îáðàòíîé �óíêöèè, äëÿ íàõîæäåíèÿ

z ñëåäóåò ðåøèòü òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå
ze1−z = R1, (10.54)ãäå R1 � ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå íà (0, 1). Óðàâíå-íèå (10.54) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü è íàèáîëåå ý��åêòèâíî ðåøàåòñÿ÷èñëåííî ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì.
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X

Y

10

0

1

y=
x

y=
x+

z

D(z)

1-z�èñ. 10.14: Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D(z) îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè y = x è
y = x+ zÒåïåðü, èìåÿ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó z ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ (10.53),íàéäåì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x ïðè çàäàííîì z.Èìååì:

f(x)|z=y−x =

x∫

0

dx

1∫

0

dye−z ∼
x∫

0

dx, (10.55)ò.å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå (0, 1 − z),òàê êàê, ïî óñëîâèþ çàäà÷è, x < y.Òàêèì îáðàçîì,
x = R2 (1 − z) ; y = z + x = z +R2 (1 − z) , (10.56)

R2 � ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå íà (0, 1).Íà �èñ. 10.15 ïîêàçàíà ãèñòîãðàììà ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åííàÿãåíåðàöèåé 50000 ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âäîëü ëèíèé y − x = const ðàñïðåäåëåíèå, ñòî÷íîñòüþ äî ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàçáðîñà, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì, â ñîîò-âåòñòâèè ñ (10.55).Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî è äëÿ ãåíåðàöèè äâóìåðíûõ ðàñ-
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�èñ. 10.15: �èñòîãðàììà ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (10.48) ñ óñëîâèåì (10.49). Îáùåå ÷èñëî òî÷åê50000
ïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâ ìåòîä �îí Íåéìàíà.
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10.2 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëü-íàÿ òåîðåìà. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà Ìîíòå-ÊàðëîÏðè èññëåäîâàíèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì ðàñ÷åò òåðìîäèíàìè÷å-ñêèõ ñðåäíèõ âèäà (8.1) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàçìåðå ñèñòåìû íåïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì èç-çà îãðîìíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ â ñóììå.Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè íåïðèìåíèì, è ý��åêòèâ-íûì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (ÌÊ).Îí ïîçâîëÿåò äàæå â ñëó÷àå ìàêðîñêîïè÷åñêè áîëüøîãî ÷èñëà ñòåïåíåéñâîáîäû ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ òåðìîäèíà-ìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû. Ñîçäàòåëÿìè ýòîãî ìåòîäà ñ÷èòàþòñÿÄæ. Íåéìàí è Ñ. Óëàì (1949 ã.) (ñì. [42℄).Ìåòîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òàêèå êàê ìåòîä ÌÊ, èñ-ïîëüçóþòñÿ êàê äëÿ �èçè÷åñêèõ çàäà÷, òàê è äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ ìà-òåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì, ãäå äðóãèå àíàëèòè÷åñêèå è ïðèáëèæåííûå ïîä-õîäû íå ðàáîòàþò.Ñàìûé ïðîñòåéøèé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ � âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ñëîæíîé ïëîñêîé �èãóðû S. Ïîìåñòèì�èãóðó S âíóòðü åäèíè÷íîãî êâàäðàòà (�èñ. 10.16). Âûáåðåì âíóòðèêâàäðàòà N ñëó÷àéíûõ òî÷åê (êîîðäèíàòû òî÷åê ìîæíî âûáèðàòü ñ ïî-ìîùüþ äàò÷èêà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë). Îáîçíà-÷èì ÷åðåç N ′ ÷èñëî òî÷åê, ïîïàâøèõ ïðè ýòîì âíóòðü S. Òîãäà ïëîùàäü
S áóäåò ïðèáëèæåííî ðàâíà

S ≈ N ′

N
, (10.57)ïðè÷åì ðàâåíñòâî óëó÷øàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì N .Àíàëîãè÷íî ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ðàñ÷åòà îáúåìà ñëîæíîé�îðìû, ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùóþ ïðîöåäóðó, à òàêæå îáúåìà ïðîèçâîëü-íîé ìíîãîìåðíîé çàìêíóòîé ñòðóêòóðû.
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S

0 x1

1

y

�èñ. 10.16: Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïëîñêîé �èãóðû ìåòîäîì ÌÊÍåñîìíåííîå ïðåèìóùåñòâî òàêîãî íåïîñðåäñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿìåòîäà ÌÊ � ïðîñòàÿ ñòðóêòóðà âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà. Íåîáõîäèìëèøü õîðîøèé äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Îäíàêî äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîá-õîäèìîé òî÷íîñòè ñëåäóåò ïðîâåñòè äîñòàòî÷íî ìíîãî èòåðàöèé, òàê êàêîøèáêà ðàñ÷åòà óìåíüøàåòñÿ â ñðåäíåì êàê 1/
√
N . Äëÿ áîëåå ý��åê-òèâíîé ñõîäèìîñòè çàäà÷ó ñëåäóåò ðåøàòü ïðè ïîìîùè ìîäè�èöèðîâàí-íûõ àëãîðèòìîâ ÌÊ è èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ó÷èòûâàþùèå îñîáåííîñòè êàæäîé êîíêðåòíîé ðàñ-ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Åùå îäèí íàãëÿäíûé ïðèìåð óæå �èçè÷åñêîé çàäà÷è � ìîäåëèðîâà-íèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ â çàìêíóòîì îáúåìå. �àçìåñòèì ñëó÷àéíûìîáðàçîì N ÷àñòèö â îáúåìå V òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ äåêàðòîâîéñèñòåìîé êîîðäèíàò. Áóäåì ïîëàãàòü ÷àñòèöû èäåàëüíûìè, íå âçàèìî-äåéñòâóþùèìè. Ìîäåëèðîâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: âûáèðàåòñÿñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷àñòèöà, à çàòåì, òàêæå ñëó÷àéíûì îáðàçîì, âû-áèðàþòñÿ åå íîâûå êîîðäèíàòû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè åå èñõîäíîãîðàñïîëîæåíèÿ, è ÷àñòèöà ïåðåìåùàåòñÿ â íîâîå ïîëîæåíèå â ïðîñòðàí-ñòâå. Âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ñ ãðàíèöàìè îáúåìà áóäåì ïîëàãàòü óïðó-ãèì, ò.å. ÷àñòèöû áóäóò îòðàæàòüñÿ îò ãðàíèö. Ïîâåäåíèå ÷àñòèö ÷åðåçíåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷åñêèì, èìîæíî ðàññ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî äàâëåíèå ÷àñòèö P (ñðåäíåå ÷èñëî ÷à-ñòèö, ïðîõîäÿùåå â åäèíèöó ñ÷åòíîãî âðåìåíè ÷åðåç ëþáóþ ïîâåðõíîñòü
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�èñ. 10.17: Êëàñòåðû ÷àñòèö â çàäà÷å ïåðêîëÿöèèîäèíàêîâîé ïëîùàäè âíóòðè èëè íà ãðàíèöå âûäåëåííîãî îáúåìà) îäèíà-êîâî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå îáúåìà
V è ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñòâó ÷àñòèö N , ÷òî ñîîòâåòñòâóåòóðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà PV ∼ N .Â ðàñ÷åò ìîæíî ââåñòè òàêæå ïîíÿòèå òåìïåðàòóðû, âåëè÷èíà êî-òîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà ëèíåéíîìó ðàçìåðó, íà êîòîðûé ðàçðåøàåòñÿ âàëãîðèòìå ïåðåäâèãàòü ÷àñòèöó çà îäíî ïåðåìåùåíèå, ýòî îòðàæàåò òîò�àêò, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïðîïîðöèîíàëüíà òåìïåðàòóðå.Òîãäà, ñîîòâåòñòâåííî, áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå PV ∼ NT .Äîñòàòî÷íî ïðîñòîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïîääàåòñÿ è çàäà÷à ïåðêîëÿöèèèëè ïðîòåêàíèÿ. �àññìîòðèì êâàäðàòíóþ ðåøåòêó ðàçìåðîì L×L. Ïðèïîìîùè äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë áóäåì ðàñïîëàãàòü ÷àñòèöû â óçëàõðåøåòêè ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ 0 < p < 1. Ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö, ðàñ-ïîëîæåííûõ íàèáîëåå áëèçêî äðóã ê äðóãó íà ñîñåäíèõ óçëàõ è îòäåëåí-íûõ îò äðóãèõ ÷àñòèö ïî êðàéíåé ìåðå ïåðâîé êîîðäèíàöèîííîé ñ�åðîé(�èñ. 10.17), íàçûâàåòñÿ êëàñòåðîì. Â ñèñòåìå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü êëà-ñòåð, êîòîðûé ñâÿæåò ñëåâà íàïðàâî èëè ñíèçó ââåðõ âñþ ñèñòåìó � ñòÿ-ãèâàþùèé êëàñòåð (�èñ. 10.18). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå äîñòèãíóòïðåäåë ïåðêîëÿöèè.Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñòÿãèâàþùåãî êëàñòåðà ñâÿçàíà ñ ïàðàìåò-
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�èñ. 10.18: Ïðèìåð ñòÿãèâàþùåãî êëàñòåðà. Â ñèñòåìå âîçìîæíî ïðîòå-êàíèå ñíèçó ââåðõðîì çàäà÷è � âåðîÿòíîñòüþ p: äëÿ äàííîãî ëèíåéíîãî ðàçìåðà ðåøåòêè
L ïðè p < pc(L) íà ðåøåòêå ñóùåñòâóþò òîëüêî êîíå÷íûå êëàñòåðû, àïðè p ≥ pc(L) ïîÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàþùèé êëàñòåð. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ âîïðåäåëåíèè ïîðîãà ïåðêîëÿöèè äëÿ áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè, ò.å. â îïðåäå-ëåíèè pc(L→ ∞).Ìîäåëèðîâàíèå ýòîé çàäà÷è ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì: ñíà÷àëà îáíó-ëÿåòñÿ çàïîëíåíèå âñåõ óçëîâ. Çàòåì ñêàíèðóåòñÿ êàæäûé óçåë êâàäðàò-íîé ðåøåòêè, è äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë äëÿ êàæäîãî óçëà ðåøåòêèñîçäàåòñÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî 0 < R < 1. Åñëè R < p, óçåë çàïîëíÿåòñÿ ÷à-ñòèöåé, åñëè R ≥ p, óçåë îñòàåòñÿ ïóñòûì. Ïðîñêàíèðîâàâ âñþ ðåøåòêó,ñîçäàåì êîíêðåòíóþ êîí�èãóðàöèþ ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòèö è îïðåäåëÿåì,åñòü ëè â ñèñòåìå ñòÿãèâàþùèé êëàñòåð. Åñëè îí ñóùåñòâóåò, êîí�èãó-ðàöèÿ ñ÷èòàåòñÿ óñïåøíîé è åé ïðèñâàèâàåòñÿ èíäåêñ �1�, åñëè æå íåò, òîêîí�èãóðàöèè ïðèñâàèâàåòñÿ èíäåêñ �0�. Äàëåå îáíóëÿåì çàïîëíåíèå ðå-øåòêè è ïîâòîðÿåì âñþ ïðîöåäóðó çàíîâî. Ïîñëå ãåíåðàöèè äîñòàòî÷íîáîëüøîãî ÷èñëà êîí�èãóðàöèé ðàññ÷èòûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿñòÿãèâàþùåãî êëàñòåðà p∞(L, p) êàê îòíîøåíèå ÷èñëà óñïåøíûõ êîí�è-ãóðàöèé ê ÷èñëó âñåõ ðåàëèçàöèé. Ìåíÿÿ ïàðàìåòð p, ïîâòîðÿåì ïðîöåäó-ðó. Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü p∞ (L) = f(p).



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 349Ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè p = pc(L) âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñòÿãèâàþ-ùåãî êëàñòåðà áóäåò ðàâíà 1:p∞ (L)
p=pc(L)−→ 1. Äàëåå óâåëè÷èâàåì ðàçìåðñèñòåìû L è ïîâòîðÿåì ðàñ÷åò, íàõîäÿ pc(L); ïîðîã ïåðêîëÿöèè â áåñêî-íå÷íîé ñèñòåìå îïðåäåëÿåòñÿ èñõîäÿ èç àñèìïòîòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè pcîò ðàçìåðà ñèñòåìû.Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à î ïåðêîëÿöèè òåñíî ñâÿçàíà ñ ìîäåëèðîâàíèåìïðîòåêàíèÿ òîêà â ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ñ ìîäåëèðîâàíèåì ñè-ñòåì äæîçå�ñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ â ñâåðõïðîâîäíèêàõ è ñ äðóãèìè �è-çè÷åñêèìè çàäà÷àìè.Ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû äîñòàòî÷íî ïðîñòû, òàê ÷òî èõ íàïðÿ-ìóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ðåàëü-íûõ ñèñòåìàõ èç-çà ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, âíåøíèõ ïîëåé, íåîä-íîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà äëÿ ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèåäîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ñ ó÷åòîì âñåõ ýòèõ �àêòîðîâ, è èñïîëüçîâàíèå ìå-òîäîâ ÌÊ ñòàíîâèòñÿ ñïåöè�è÷íûì äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è.Ïðåæäå ÷åì ïîäðîáíåå ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïîäõîäîì ÌÊ äëÿ �èçè÷å-ñêèõ ñèñòåì, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ýòîãî ìå-òîäà, à òàêæå åãî ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ îáû÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõçàäà÷.�àññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèé àñïåêò ïðîáëåìû ñòîõàñòè÷åñêîãî ìî-äåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì ÌÊ. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû óæå ðàññìàòðèâàëèñüâ �àçäåëå 10.1, òàì æå ïðèâîäèëèñü ïðèìåðû àëãîðèòìîâ äëÿ ãåíåðà-öèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàçëè÷íûìè çàêîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîìðàçäåëå ïðèâåäåíû âàæíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé [2, 42℄, íåîá-õîäèìûå â äàëüíåéøåì äëÿ îðãàíèçàöèè àëãîðèòìîâ ÌÊ.�àññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, ðàñïðåäåëåííóþ ñ ïëîòíîñòüþâåðîÿòíîñòè p(x) íà èíòåðâàëå (a, b). Ñîîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî âåëè÷èíà ξ ïîïàäåò â èíòåðâàë (a′, b′), ñîäåðæàùèéñÿ â (a, b), áóäåòðàâíà
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P {a′ < ξ < b′} =

b′∫

a′

p (x) dx. (10.58)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîëæíû áûòü âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ: ïîëîæèòåëü-íîñòü �óíêöèè p(x), à òàêæå íîðìèðîâêà �óíêöèè p(x) íà åäèíèöó:
b∫
a

p (x) dx = 1.Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ÷èñ-ëî
Mξ =

b∫

a

xp (x) dx, (10.59)ò.å., �àêòè÷åñêè, ñðåäíåå çíà÷åíèå ξ.Ñðàçó îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Âûáå-ðåì ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ f(x) è ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþâåëè÷èíó η = f(ξ). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
Mη = Mf (ξ) =

b∫

a

f(x)p (x) dx. (10.60)Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
Dξ = M(ξ −Mξ)2 =

b∫

a

x2p (x) dx− (Mξ)2. (10.61)Èç (10.61) âèäíî, ÷òî äèñïåðñèÿ � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàä-ðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Íàïðè-ìåð, äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå
(0, 1), Mξ = 1/2, Dξ = 1/12.Åñëè èìåþòñÿ äâå ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ξ è η, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè�óíêöèÿìè:
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M (ξ + η) = Mξ +Mη; D (ξ + η) = Dξ +Dη. (10.62)Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ðàñïðåäåëåíèÿ �àóññà), êîòîðîå ðàñ-ñìàòðèâàëîñü â �àçäåëå 10.1.2, ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

p (ξ) =
1

σ
√

2π
e−

(ξ−a)2

2σ2 (10.63)(�èñ. 10.19) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ðàâíû
Mξ = a; Dξ = σ2. (10.64)Ëþáûå âåðîÿòíîñòè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé âåëè÷èíû âû÷èñëÿ-þòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòåé (èëè èíòåãðàëà îøèáîê)

Φ (x) =

√
2

π

x∫

0

e−t
2/2dt. (10.65)Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëîâ íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

P {x′ < ξ < x′′} =
1√
2π

t2∫

t1

e−t
2/2dt =

1

2
(Φ (t2)−Φ(t1)) ;

t1 =
x′ − a

σ
; t2 =

x′′ − a

σ
. (10.66)
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�èñ. 10.19: �àñïðåäåëåíèå �àóññà äëÿ ïàðàìåòðîâ a = 1; σ = 0.1

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå çíà÷åíèå äëÿñòîõàñòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå ðàñïðåäåëå-íèÿ î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì,êàê ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ, òàê è �èçè÷åñêèõ.Ïðèâåäåì âàæíîå ñâîéñòâî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ¾ïðàâèëîòðåõ σ¿. Åñëè âûáðàòü x′ = a − 3σ; x′′ = a + 3σ, òî, ñîãëàñíî (10.66),
t1 = −3, t2 = 3. Îòñþäà íàõîäèì

P {a− 3σ < ξ < a+ 3σ} = Φ (3) = 0.997 ∼= 1. (10.67)Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàê: ïðè îäíîì èñïûòàíèè ïðàê-òè÷åñêè íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ξ, îòëè÷àþùååñÿ îò Mξ áîëüøå,÷åì íà 3σ.Íà ïðàêòèêå â êà÷åñòâå ïîãðåøíîñòè ÷àñòî âûáèðàþò íå 3σ, à äðó-ãóþ âåëè÷èíó � òàê íàçûâàåìóþ âåðîÿòíóþ îøèáêó. Åñëè ðàññìîòðåòüâåëè÷èíó r = 0.6745σ, òî
P {a− r < ξ < a+ r} = Φ (0.6745) = 0.5. (10.68)
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P {|ξ − a| < r} = 0.5, (10.69)íî òîãäà è

P {|ξ − a| > r} = 1 − P {|ξ − a| < r} = 0.5. (10.70)Çíà÷èò, äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âåðîÿòíîñòü îòêëîíèòüñÿ îò ñâîåãîñðåäíåãî çíà÷åíèÿ áîëüøå ÷åì íà r, è ìåíüøå ÷åì íà r, îäèíàêîâà.�àññìîòðèì òåïåðü î÷åíü âàæíóþ äëÿ äàëüíåéøåãî îïèñàíèÿ ìåòî-äîâ ÌÊ öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ýòàçàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà âïåðâûå áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà Ï. Ëàïëàñîì èîáîáùåíà ïîçäíåå Ï.Ë. ×åáûøåâûì, À.À. Ìàðêîâûì, À.Ì. Ëÿïóíîâûì.Äîêàçàòåëüñòâî åå äîñòàòî÷íî ñëîæíî è âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé êíèãè,åãî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2, 43℄.Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îáëàäàåò îñî-áûìè ñâîéñòâàìè. Åñëè åñòü äâå íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû ξ è η, íîðìàëüíîðàñïðåäåëåííûå ñ äèñïåðñèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, σ1 è σ2 è ìàòåìàòè÷åñêè-ìè îæèäàíèÿìè a1 è a2, òî, êðîìå òîãî, ÷òî, ñîãëàñíî ñâîéñòâó (10.62),ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñóììû ξ + η áóäóò àääèòèâíû,ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ξ + η áóäåò òàêæå íîðìàëüíûì:
p (ξ + η) =

1√
2π (σ2

1 + σ2
2)
e
− (ξ+η−(a1+a2))2

2(σ2
1
+σ2

2) . (10.71)�àññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü åñòü N îäèíàêîâûõíåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξN ñ îäèíàêîâûì, íî íåîáÿçà-òåëüíî íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé. Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòå-ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ýòèõ âåëè÷èí ñîâïàäàþò. Îáîçíà÷èì
Mξ1 = Mξ2 = · · · = MξN = m;

Dξ1 = Dξ2 = · · · = DξN = b2; (10.72)
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ρN = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN .Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâî

MρN = M (ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN) = Nm; (10.73)
DρN = D (ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN) = Db2.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ζN , ðàñïðåäåëåííóþ íîð-ìàëüíî ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè: a = Nm; σ = b

√
N . Îáîçíà÷èì åå�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷åðåç pζN (x).Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíòåð-âàëà (a′, b′) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N èìååì:

P {a′ < ρN < b′} ≈
b′∫

a′

pζN (x)dx. (10.74)Ñìûñë (10.74) î÷åâèäåí: ñóììà áîëüøîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí ïðèáëèæåííî íîðìàëüíà. Áîëåå òîãî, îáîáùåíèå ýòîé òåîðåìûãëàñèò, ÷òî íåîáÿçàòåëüíî âñå ñëàãàåìûå äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû èîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, âàæíî, ÷òîáû îòäåëüíûå ñëàãàåìûå íå èãðàëèáîëüøîé ðîëè â ñóììå.Ýòà òåîðåìà è îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûòàê ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå: ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåìû îáû÷íî èìå-þò äåëî ñ ñóììàðíûì âîçäåéñòâèåì áîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ �àêòî-ðîâ, â ðåçóëüòàòå �îðìèðóþùèõ îáùèé ¾ãàóññèàí¿.Òåïåðü ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü íàèáîëåå îáùóþ ñõåìó ìåòîäà ÌÊ.Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈A〉 êàêîé-ëèáî �èçè÷åñêîéâåëè÷èíû A:
〈A〉 =

∑
i

Aie
−Ei/T

∑
i

e−Ei/T
, (10.75)
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〈A〉 =

∑
i

Aiwi
∑
i

wi
=

∑
i

Aiwi

Z
, (10.76)ãäå wi � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ñîñòîÿíèþ

i ñèñòåìû.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ Ai êàê íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-÷èíû, òîãäàMAi = 〈A〉. Ïóñòü äèñïåðñèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà
DAi = b2.�àññìîòðèì N íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξN , ìàòå-ìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ðàñïðåäåëåíèåì 〈A〉, à äèñ-ïåðñèè îäèíàêîâû è ðàâíû Dξi = b2. Åñëè N äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî,ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ýòèõâåëè÷èí ρN = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî íîðìàëüíî ñ ïàðà-ìåòðàìè MρN = N 〈A〉, σρN

= b
√
N . Èç ïðàâèëà òðåõ σ ñëåäóåò, ÷òî

P
{
N 〈A〉 − 3b

√
N < ρN < N 〈A〉 + 3b

√
N
}
≈ 0.997, (10.77)ñëåäîâàòåëüíî,

P

{
〈A〉 − 3b√

N
<
ρN
N

< 〈A〉 +
3b√
N

}
≈ 0.997. (10.78)Ïåðåïèøåì (10.78) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P

{∣∣∣∣∣
1

N

N∑

i=1

ξi − 〈A〉
∣∣∣∣∣ <

3b√
N

}
≈ 0.997. (10.79)Ôàêòè÷åñêè, ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå äàåò è ìåòîä ðàñ÷åòà, è îöåíêóïîãðåøíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ñãåíåðèðóåì N çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíû ξ. Èç (10.79) âèäíî, ÷òî ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ýòèõ çíà÷åíèéáóäåò ïðèáëèæåííî ðàâíî èñêîìîìó 〈A〉, è ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ïî-ãðåøíîñòü òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 3b/

√
N , ãäå
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b2 =
1

N

N∑

i=1

(ξi − 〈ξ〉)2. (10.80)

Ñ óâåëè÷åíèåì N ýòà ïîãðåøíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Íà ïðàêòèêå ÷à-ñòî ïðåäïî÷èòàþò âìåñòî ýòîé ïîãðåøíîñòè âûáèðàòü âåðîÿòíóþ îøèáêó
0.6745b/

√
N .
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10.3 �àñ÷åò èíòåãðàëîâ ìåòîäîì Ìîíòå-ÊàðëîÄëÿ êîíêðåòèçàöèè ïðåäñòàâëåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå îáùåé ñõå-ìû ðàññìîòðèì òåïåðü ïðàêòè÷åñêóþ çàäà÷ó ðàñ÷åòà îïðåäåëåííîãî èí-òåãðàëà ìåòîäîì ÌÊ. Ýòó çàäà÷ó, êîíå÷íî, ìîæíî ñâåñòè ê ïðèâåäåííîéâ íà÷àëå ïàðàãðà�à çàäà÷å î ðàñ÷åòå ïëîùàäè �èãóðû, íî, êàê ïðàâèëî,òàêîé ñïîñîá íå áóäåò ý��åêòèâíûì.�àññìîòðèì �óíêöèþ g(x), çàäàííóþ íà èíòåðâàëå (a, b). Ïóñòü íåîá-õîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë

I =

b∫

a

g (x) dx. (10.81)Äëÿ ðàñ÷åòà âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x), îïðå-äåëåííóþ íà òîì æå èíòåðâàëå, ïðè÷åì
b∫

a

p (x) dx = 1. (10.82)Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
η =

g(ξ)

p(ξ)
, (10.83)ãäå ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäåëåííàÿ ñ ïëîòíîñòüþ p(x) íà (a, b).Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå η áóäåò ðàâíî èñêîìîìó èíòåãðàëó:

Mη =

b∫

a

g (x)

p (x)
p(x)dx = I. (10.84)�àññìîòðèì N íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η1, η2, . . . , ηN è ïðè-ìåíèì ê èõ ñóììå öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, òîãäà
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P

{∣∣∣∣∣
1

N

N∑

i=1

ηi − I

∣∣∣∣∣ < 3

√
Dη

N

}
≈ 0.997. (10.85)Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûáðàíî N ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé ξ1, ξ2, . . . , ξN , òîïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N

1

N

N∑

i=1

g(ξi)

p(ξi)
≈ I, (10.86)è ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà íå ïðåâîñõîäèò 3
√
Dη/N , ãäå

Dη = Mη2 − I2 =

b∫

a

g2(x)

p(x)
dx− I2 ∼= 1

N

N∑

i=1

g2(ξi)

p(ξi)
− I2. (10.87)Ñîîòíîøåíèÿ (10.86) è (10.87) äëÿ ðàñ÷åòà èíòåãðàëà è îöåíêè ïîãðåø-íîñòè ïîëó÷åíû êîððåêòíî ñ ó÷åòîì öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ðåçóëüòàòà (10.86) ê òî÷íîìó çíà÷å-íèþ ñëåäóåò òàêæå èç çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ëþ-áîãî ε > 0

lim
N→∞

P

{∣∣∣∣∣
1

N

N∑

i=1

ηi − I

∣∣∣∣∣ < ε

}
= 1. (10.88)Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâ óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë:

P

{
lim
N→∞

1

N

N∑

i=1

ηi = I

}
= 1. (10.89)Äëÿ îïòèìàëüíîãî ðàñ÷åòà èíòåãðàëà ñ ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþñëåäóåò âûáèðàòü ðàñïðåäåëåíèå p(x), ïðîïîðöèîíàëüíîå |g(x)| èëè, ïîâîçìîæíîñòè, áëèçêîå ê ýòîìó. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå.Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî â èí-òåãðàëüíîì âèäå:




b∫

a

|u (x) v(x)| dx




2

≤
b∫

a

u2(x)dx

b∫

a

v2(x)dx. (10.90)
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u (x) =

g(x)√
p(x)

; v (x) =
√
p(x), (10.91)òîãäà èç (10.90) íàõîäèì:




b∫

a

|g (x)| dx




2

≤
b∫

a

(
g2(x)

p(x)

)
dx

b∫

a

p (x) dx ≡
b∫

a

(
g2(x)

p(x)

)
dx. (10.92)Êîìáèíèðóÿ (10.92) è îïðåäåëåíèå äèñïåðñèè (10.87), íàõîäèì îöåíêóñíèçó äëÿ äèñïåðñèè:

Dη ≥




b∫

a

|g (x)| dx




2

− I2. (10.93)Âûáåðåì ðàñïðåäåëåíèå
p0 (x) = C |g (x)| ; C−1 =

b∫

a

|g (x)| dx. (10.94)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
b∫

a

g2(x)

p0(x)
dx =

1

C

b∫

a

|g (x)| dx =




b∫

a

|g (x)| dx




2

. (10.95)Ïîäñòàâèâ (10.95) â âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè, èìååì
Dη =




b∫

a

|g (x)| dx




2

− I2. (10.96)Òàêèì îáðàçîì, âûáîð �óíêöèè (10.94) â êà÷åñòâå �óíêöèè ðàñïðåäå-ëåíèÿ ïðèâîäèò ê íàèìåíüøåé îøèáêå (10.96), ò.å. íèçøåé ãðàíèöå íåðà-âåíñòâà (10.93). Òàêîé ðàñ÷åò èíòåãðàëà ñ íàèáîëåå áëèçêîé ê (10.94)ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé âûáîðêîé.



360 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÒàáëèöà 10.1: �àñ÷åò èíòåãðàëà (10.97) íà îñíîâå ñëó÷àéíûõ ðàñïðåäå-ëåíèé (10.98)Ôóíêöèÿðàñïðåäåëå-íèÿ p(x) Ñëó÷àéíûå ÷èñëà,ðàñïðåäåëåííûå ïîçàêîíó p(x) �àñ÷åòíîå çíà÷åíèå èí-òåãðàëà â çàâèñèìîñòèîò ÷èñëà èòåðàöèé
p1 (x) = 2

π
ξ = π

2
R I (N) = π

2N

N∑
i=1

sin ξi

p2 (x) = 8x
π2 ξ = π

2

√
R I (N) = π2

8N

N∑
i=1

sin ξi
ξi

p3 (x) =
3
√

2
π
√
π

√
x

ξ = π
2
R3/2 I (N) = π3/2

3
√

2N

N∑
i=1

sin ξi√
ξiÄëÿ èëëþñòðàöèè ý��åêòèâíîñòè òàêîãî âûáîðà ïðèâåäåì òåñòîâûéïðèìåð. Äîïóñòèì, òðåáóåòñÿ ðàññ÷èòàòü èíòåãðàë

I =

π/2∫

0

sin x dx = 1 (10.97)ìåòîäîì ÌÊ. Èñïîëüçóåì äëÿ ðàñ÷åòà èíòåãðàëà ðàçëè÷íûå íîðìèðîâàí-íûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, òàêæå îïðåäåëåííûå íà èíòåðâàëå (0, π/2):
p1 (x) =

2

π
; p2 (x) =

8x

π2
; p3 (x) =

3
√

2

π
√
π

√
x (10.98)(�èñ. 10.20).Â òàáë. 10.3 ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå �îðìóëû äëÿ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ÷èñåë, ðàñïðåäåëåííûõ íà èíòåðâàëå (0, π/2) ñ �óíêöèÿìè ðàñïðåäåëå-íèÿ (10.98), à òàêæå äëÿ ðàñ÷åòà èíòåãðàëà (10.97), R � ñëó÷àéíîå ÷èñëî,ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå íà îòðåçêå (0, 1).Íà �èñ. 10.21 ïîêàçàí ïðîöåññ ñõîäèìîñòè ðàñ÷åòíîãî çíà÷åíèÿ èíòå-ãðàëà I (10.97) ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà N ñãåíåðè-ðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ òî÷åê.



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 361Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ I(N) áûñòðåå âñåãî ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó îòâå-òó ïðè âûáîðå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ p3(x), õóæå âñåãî ñõîäèìîñòü ïðèâûáîðå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p1(x). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðàñ-ïðåäåëåíèå p1(x) íàèáîëåå áëèçêî ê ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè f(x) (ñì.�èñ. 10.20), ïîýòîìó äèñïåðñèÿ (10.93) çíà÷åíèé I(N) ïðè âûáîðå ýòî-ãî ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò ìåíüøå, ÷åì ïðè âûáîðå ðàñïðåäåëåíèé p1(x) è
p2(x).Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) ìîæíî âçÿòü èñàìó ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ sin x . Òîãäà ξ = arccos(1 −R), ãäå R �ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå íà îòðåçêå (0, 1), è

I (N) =
1

N

N∑

i=1

sin ξi
sin ξi

≡ 1, (10.99)
ò.å. äëÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà ãåíåðàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìû ñðàçó ïî-ëó÷àåì òî÷íûé îòâåò. Íî ýòî âîçìîæíî ïîòîìó, ÷òî íàõîæäåíèå ñëó-÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìåòîäîì îáðàòíîé �óíêöèè ýêâèâàëåíòíî òî÷íîìóâçÿòèþ èíòåãðàëà I, â ýòîì ñëó÷àå ïîäûíòåãðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåâîñïðîèçâîäèòñÿ òî÷íî, ÷òî, êàê ïðàâèëî, íåâîçìîæíî ïðè ðåøåíèè áîëü-øèíñòâà �èçè÷åñêèõ çàäà÷.
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�èñ. 10.20: Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ f(x) è ðàçëè÷íûå ïëîòíîñòè ðàñ-ïðåäåëåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà èíòåãðàëà ìåòîäîì ÌÊ
Òàêèì îáðàçîì, ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà ÌÊ íàïðÿìóþ çàâèñèò îòóäà÷íîãî âûáîðà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäåëèðóåìîé ñëó÷àéíîé âå-ëè÷èíû.Ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà ÌÊ òàêæå ñâÿçàíà ñ òàê íàçûâàåìîé êîí-ñòðóêòèâíîé ðàçìåðíîñòüþ ðàññ÷èòûâàåìûõ âåëè÷èí. Ïóñòü íåîáõîäè-ìî ðàññ÷èòàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Åñëèäëÿ ðàñ÷åòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íåîáõîäèìî ñãåíåðèðîâàòü n ñëó÷àé-íûõ ÷èñåë R, ò.å.

ξ = f (R1, . . . , Rn) , (10.100)òî n åñòü êîíñòðóêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü ξ. Íàïðèìåð, â çàäà÷å î áðîóíîâ-ñêîì äâèæåíèè îïðåäåëåíèå íîâîãî ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû ñâÿçàíî ñ ïî-ëó÷åíèåì òðåõ íîâûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë x, y, z, ò.å. êîíñòðóêòèâíàÿ ðàç-ìåðíîñòü àëãîðèòìà ðàâíà ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Âîîáùå ëþáîå ìîäåëè-ðîâàíèå ìåòîäîì ÌÊ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëèðîâàíèå òî÷êè ñäåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (R1, . . . , Rn), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â
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�èñ. 10.21: Âûáîð �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèëüíî âëèÿåò íà ñêîðîñòüñõîäèìîñòè ðàñ÷åòà èíòåãðàëà ìåòîäîì ÌÊ
n-ìåðíîì åäèíè÷íîì êóáå

0 ≤ R1 ≤ 1; 0 ≤ R2 ≤ 1; . . . ; 0 ≤ Rn ≤ 1, (10.101)â êîòîðîì ðàññ÷èòûâàåòñÿ èñêîìàÿ âåëè÷èíà
Mξ =

1∫

0

. . .

1∫

0

f (R1, . . . , Rn)dR1 . . . dRn ≈ 1

N

N∑

i=1

f((R1)i, . . . , (Rn)i).(10.102)Ý��åêòèâíîñòü ðàñ÷åòà çàâèñèò òàêæå îò òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà.�àññìîòðèì îïÿòü çàäà÷ó ðàñ÷åòà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âåëè÷èíû
ξ: 〈ξ〉 = Mξ. Ïîñëå ãåíåðàöèè N çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èìååìîöåíêó

〈ξ〉 ≈ 1

N

N∑

i=1

ξi. (10.103)Êàæäûé ðàñ÷åò âåëè÷èíû ξi ïðîâîäèòñÿ ïî îïðåäåëåííîìó àëãîðèòìó,êîòîðûé ìîæåò çàêëþ÷àòü â ñåáå êàê ãåíåðàöèþ íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ



364 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ÷èñåë, òàê è äðóãèå âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t âðå-ìÿ ðàñ÷åòà îäíîãî çíà÷åíèÿ ξi (âåëè÷èíà t ìîæåò èçìåðÿòüñÿ, íàïðèìåð,â ìèêðîñåêóíäàõ, à ìîæåò îòðàæàòü ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé). Áó-äåì ïîëàãàòü, ÷òî t îïðåäåëåíî äëÿ êîíêðåòíîãî êîìïüþòåðà. Î÷åâèäíî,ïîëíîå âðåìÿ ðàñ÷åòà ðàâíî
T = Nt. (10.104)Âåðîÿòíàÿ îøèáêà ðàñ÷åòà

rN = 0.6745

√
Dξ

N
, (10.105)ãäå Dξ � äèñïåðñèÿ. (10.105) ñ ó÷åòîì (10.106) ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëå-äóþùèì îáðàçîì:

rN = 0.6745

√
tDξ

T
. (10.106)Åñëè ïîëíîå âðåìÿ ðàñ÷åòà T �èêñèðîâàíî, òî âåðîÿòíàÿ îøèáêà çà-âèñèò îò ïðîèçâåäåíèÿ tDξ. Ýòà âåëè÷èíà è íàçûâàåòñÿ òðóäîåìêîñòüþàëãîðèòìà ÌÊ. ×åì áîëüøå âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà ðåàëèçàöèþ îäíî-ãî ñëó÷àéíîãî çíà÷åíèÿ â (10.103), òåì áîëüøå ïîãðåøíîñòü ïðè îäíîì èòîì æå âðåìåíè ñ÷åòà.Ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà ÌÊ ðàñòåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ðàññ÷èòûâàåìî-ãî èíòåãðàëà. �àñ÷åò äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ èíòåãðàëîâ ìåòîäîì ÌÊáîëåå ý��åêòèâåí, ÷åì ðàñ÷åò ïðè ïîìîùè ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ìåòîä ÌÊñ óñïåõîì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõçàäà÷ è ïðîöåññîâ: äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ,èí�îðìàöèîííûõ ïîòîêîâ, ïðîöåññîâ ïðîòåêàíèÿ, ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðà-íåíèÿ íåéòðîíîâ â ñðåäàõ è ò.ä.Âñå âûøåèçëîæåííîå êàñàåòñÿ òîëüêî êëàññè÷åñêèõ çàäà÷. Äëÿ êâàí-òîâûõ ìîäåëåé è òåðìîäèíàìèêè ñóùåñòâóþò áîëåå ñîâåðøåííûå àëãî-ðèòìû, ñïåöèàëüíî àäàïòèðîâàííûå ïîä êîíêðåòíûå ïðîáëåìû. Îíè áó-äóò ðàññìîòðåíû ïîçæå.



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 36510.4 Ìàðêîâñêàÿ öåïü è ïðèíöèï äåòàëüíîãî ðàâíî-âåñèÿÌàðêîâñêàÿ öåïü. Ïîíÿòèå ýðãîäè÷íîñòèÄëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íåîáõîäèìî ââåñòè ïîíÿòèå ìàðêîâñêîãîïðîöåññà, èëè ìàðêîâñêîé öåïè. Äîïóñòèì, ìîäåëèðóåòñÿ áðîóíîâñêîåäâèæåíèå, è íà êàæäîì âû÷èñëèòåëüíîì (è âðåìåííîì) øàãå îäíà èç÷àñòèö ïåðåìåùàåòñÿ íà êàêîå-òî ðàññòîÿíèå, ÷òî ïðèâîäèò ê íîâîìóðàñïîëîæåíèþ ÷àñòèö. Ïîñëå ïåðåäâèæåíèÿ ÷àñòèöà ¾íå ïîìíèò¿ ñâîåãîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, ò.å. èí�îðìàöèÿ î ïðåäûäóùåì ñîñòîÿíèè ¾ñòè-ðàåòñÿ¿. Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ìàðêîâñêîé öåïè. Íàêàæäîì øàãå ïîÿâëÿåòñÿ íîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, è ïðîöåññ ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé öåïü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé. Ïåðåõîä èç ïðåäûäóùåãîñîñòîÿíèÿ â íîâîå çàâèñèò òîëüêî îò ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ, èëè, òî÷-íåå, âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â äàííîì ñîñòîÿíèè çàâèñèò òîëü-êî îò ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
x0, x1, . . . , xn, . . . (10.107)ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé, ãäå ïîä xi ïîäðàçóìåâàþòñÿ âñå ñòåïåíèñâîáîäû ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû (íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàòè èìïóëüñîâ), îïèñûâàþùèå åå ñîñòîÿíèå (ñèñòåìà ìîæåò áûòü ìíîãî÷à-ñòè÷íîé). Íàïðèìåð, xi ìîæåò îáîçíà÷àòü êàêóþ-ëèáî èç áàçèñíûõ �óíê-öèé ñèñòåìû, è òîãäà (10.107) îïèñûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíûå ïåðåõîäû îòîäíîé áàçèñíîé �óíêöèè ê äðóãîé.Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Px0,x1,...,xn−1→xn (10.108)âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íîâîãî ñîñòîÿíèÿ xn ïðè óñëîâèè ðåàëèçàöèè ïðåäû-äóùèõ ñîñòîÿíèé x0, x1, . . . , xn−1 (óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà), òîãäàìàðêîâñêóþ öåïü ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0, x1, . . . , xn, . . .ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, åñëè äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:
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Px0,x1,...,xn−1→xn = Pxn−1→xn. (10.109)Àáñîëþòíàÿ âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x0, x1, . . . , xnáóäåò ðàâíà

P (x0, x1, . . . , xn) = P (x0)Px0→x1 . . . Pxn−2→xn−1Pxn−1→xn, (10.110)çäåñü P (x0) � àáñîëþòíàÿ âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ñîñòîÿíèÿ x0.Ñîãëàñíî (10.110), ëþáóþ ðåàëèçàöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿíèé
x0, x1, . . . , xn ìîæíî ïîëó÷èòü èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0, âåðîÿòíîñòüðåàëèçàöèè òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò

P = Px0→x1 . . . Pxn−2→xn−1Pxn−1→xn. (10.111)Ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû P (xi),êîòîðîå íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, è äîñòè÷ü êîòîðîãî ïîçâî-ëÿåò ìàðêîâñêàÿ öåïü.Íàïðèìåð, äëÿ êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ òàêèì èíâàðèàíòíûì ðàñïðå-äåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå �èááñà:
P (xi) ∼ e−

H(xi)
T , (10.112)ãäå H � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàðêîâñêàÿ öåïü ìîãëà äîñòè÷ü èíâàðèàíòíîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ, íà âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ (10.109) ñëåäóåò íàëîæèòü ðÿäóñëîâèé.Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëèì ñàìî ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîãî èëè ñòàöèîíàð-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P (xi) ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

P (xi) > 0;
∑

i

P (xi) = 1; P (xj) =
∑

i

P (xi)Pxi→xj
. (10.113)



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 367Ïîñëåäíåå óñëîâèå â (10.113) îçíà÷àåò, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåðîÿòíîñòü êàæ-äîãî ñîñòîÿíèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåõîäîâ ñèñòåìû â ýòîñîñòîÿíèå. Ìàòðèöà ïåðåõîäîâ Pxi→xj
íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé.Ìàðêîâñêàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, åñëè êàæäîå åå ñîñòî-ÿíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç êàæäîãî äðóãîãî ñîñòîÿíèÿ (âîçìîæíî,÷åðåç ðÿä äðóãèõ ñîñòîÿíèé è ïåðåõîäîâ). Òàêèì îáðàçîì, â íåïðèâîäè-ìîé ìàðêîâñêîé öåïè íå ìîæåò áûòü ¾ëîâóøåê¿ � ñîñòîÿíèé èëè ãðóïïñîñòîÿíèé, äîñòèãíóâ êîòîðûõ, ñèñòåìà óæå íå âûõîäèò èç íèõ.Ñîñòîÿíèå, âõîäÿùåå â ìàðêîâñêóþ öåïü, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì,åñëè, äîñòèãíóâ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, ñèñòåìà âîçâðàùàåòñÿ â íåãî ÷åðåç îïðå-äåëåííîå ÷èñëî øàãîâ (ïåðèîä). Åñëè òàêèõ ñîñòîÿíèé íåò, ìàðêîâñêàÿöåïü íàçûâàåòñÿ àïåðèîäè÷åñêîé, è òîãäà ñîñòîÿíèÿ òàêæå íàçûâàþòñÿàïåðèîäè÷åñêèìè.Ïóñòü P (n)

xi→xj îáîçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïðîöåññå, ñòàðòóþ-ùåì èç ñîñòîÿíèÿ xi, ïåðâûé ïåðåõîä â xj îñóùåñòâëÿåòñÿ íà n-ì øàãå.Êðîìå òîãî, ïóñòü P (0)
xi→xi = 0, òîãäà Pxi→xj

=
∞∑
n=1

P
(n)
xi→xj åñòü âåðîÿòíîñòüòîãî, ÷òî, ñòàðòóÿ èç ñîñòîÿíèÿ xi, ñèñòåìà ïðîéäåò ÷åðåç ñîñòîÿíèå xj .Åñëè ïðè ýòîì Pxi→xj

= 1, òî ñîñòîÿíèå xi íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, àâåëè÷èíà µi =
∞∑
n=1

nP
(n)
xi→xj � ñðåäíèì âîçâðàòíûì âðåìåíåì.Ìàðêîâñêàÿ öåïü, ñîñòîÿùàÿ èç àïåðèîäè÷åñêèõ è óñòîé÷èâûõ ñ êî-íå÷íûì âðåìåíåì âîçâðàòà ñîñòîÿíèé íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé èëè ñâÿç-íîé, è ñàìè ñîñòîÿíèÿ, ñîñòàâëÿþùèå åå, òàêæå íàçûâàþòñÿ ýðãîäè÷åñêè-ìè.Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì âàæíîå äëÿ ïðèëîæåíèé óòâåðæäåíèå. Íåïðè-âîäèìàÿ àïåðèîäè÷åñêàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü èìååò èíâàðèàíòíîå ðàñïðå-äåëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé. Äðóãè-ìè ñëîâàìè, äëÿ äîñòèæåíèÿ èíâàðèàíòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàðêîâñêèéïðîöåññ äîëæåí áûòü ñêîíñòðóèðîâàí òàê, ÷òîáû çà íåêîòîðîå êîíå÷íîå÷èñëî øàãîâ èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ xi ìîæíî áûëî áû äîñòè÷ü ëþáîãî äðó-ãîãî ñîñòîÿíèÿ xj . Ïðè ýòîì ÷èñëî òàêèõ øàãîâ íå äîëæíî áûòü ñðàâíè-ìî ñ äëèíîé âñåé ìàðêîâñêîé öåïè. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêîå



368 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎðóêîâîäñòâî äëÿ ðåàëèçàöèè ýðãîäè÷åñêîé ñõåìû.Ïðèíöèï äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿÎñíîâíàÿ çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå,ñîñòîèò â ðàñ÷åòå íàáëþäàåìûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí èç ñòàòè-ñòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ:
〈A〉 =

∫
dΩA (Ω) ρ(Ω)

Z
; Z =

∫
dΩρ (Ω) . (10.114)Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó �àçîâîìó ïðîñòðàíñòâó Ω,

ρ � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (â ÷àñòíîì ñëó÷àå � ðàñïðåäåëåíèå �èááñà(10.109)).Ñðåäíåå (10.114) â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîìåðíûéèíòåãðàë ïî �àçîâîìó ïðîñòðàíñòâó. Îáùèå ïðàâèëà ðàñ÷åòà ýòîãî èí-òåãðàëà ìåòîäîì ïðåäïî÷òèòåëüíîé âûáîðêè â ðàìêàõ àëãîðèòìà ÌÊñïðàâåäëèâû è çäåñü. Äîïóñòèì, ñîçäàíà öåïü ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé Ωiäëÿ îöåíêè èíòåãðàëîâ (10.114) ñ íåêîòîðûì çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì
P (Ω). Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

〈A〉 ≈

N∑
i=1

A (Ωi) ρ (Ωi)P
−1(Ωi)

N∑
i=1

ρ (Ωi)P−1(Ωi)

. (10.115)Åñëè â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòè P (Ω) âûáðàòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ,
P (Ω) =

ρ (Ω)

Z
, (10.116)òî âû÷èñëåíèå 〈A〉 ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó àðè�ìåòè÷åñêîìó ñðåäíåìó:

〈A〉 ≈ 1

N

N∑

i=1

A (Ωi). (10.117)Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå (10.116) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ ðàññìàòðè-âàåìîé ñèñòåìû, ìàðêîâñêàÿ öåïü íà îñíîâå òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæ-



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 369íà áûòü ýðãîäè÷åñêîé. Ñ�îðìóëèðóåì ïðèíöèï, ñîãëàñíî êîòîðîìó ìîæ-íî ñêîíñòðóèðîâàòü àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (10.116).Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ýðãîäè÷íîñòè ñõåìû äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëî-âèÿ (10.113), è äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íåîáõîäèìî âû-ïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷èòåëüíûõ óñëîâèé íà âåðîÿòíîñòè ïå-ðåõîäà:
PΩ′→Ω ≥ 0;

∑

Ω′

PΩ→Ω′ = 1; P (Ω) =
∑

Ω′

PΩ′→ΩP (Ω′). (10.118)Ïåðâîå óñëîâèå � âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ äîëæíû âûáèðàòüñÿ íåîòðèöà-òåëüíûìè. Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîñèñòåìà ïåðåéäåò èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ Ω â êàêîå-ëèáî äðóãîå ñîñòîÿ-íèå, ðàâíà åäèíèöå, ò.å. èç ñîñòîÿíèÿ Ω îáÿçàòåëüíî åñòü âûõîä, îíî íåÿâëÿåòñÿ ¾ëîâóøêîé¿. Òðåòüå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ïîñëåäíåìó èç ñîîò-íîøåíèé (10.113) è îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå P (Ω) � èíâàðè-àíòíîå, ò.å. ñóììà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà èç âñåõ ñîñòîÿíèé â äàííîå Ωðåàëèçóåò âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ P (Ω).Êàæäîìó øàãó Ωi → Ωj ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ìîæíî óñëîâíî ïîñòà-âèòü â ñîîòâåòñòâèå ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt, âðåìÿ ðàñ÷åòà øàãà, ýòîâðåìÿ îòðàæàåò ìàñøòàá ðåàëüíîãî âðåìåíè ðåëàêñàöèè �èçè÷åñêîé ñè-ñòåìû. Ïðåäåë îòíîøåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ê ýòîìó ïðîìåæóòêóâðåìåíè
WΩ′→Ω = lim

dt→0

PΩ′→Ω

dt
(10.119)íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ïåðåõîäà èëè ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòèïåðåõîäà. Ïðåäåë (10.119) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òîãî, ÷òî ïîëíîå âðåìÿðàñ÷åòà ìíîãî áîëüøå dt, òàê ÷òî ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü äèñêðåòíûåøàãè íåïðåðûâíûì ïðîöåññîì.Ïîñëåäíåå èç ñîîòíîøåíèé (10.118) ìîæíî ñ ó÷åòîì ýâîëþöèè ñèñòå-ìû âî âðåìåíè t ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:



370 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
P (Ω,t+dt) =

∑

Ω′

PΩ′→Ω,dtP (Ω′, t), (10.120)ãäå PΩ′→Ω,dt � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ Ω′ âñîñòîÿíèå Ω çà âðåìÿ dt. Äàëåå âûäåëèì â (10.120) ñëàãàåìîå ñ Ω′ = Ω:
P (Ω, t+ dt) = PΩ→Ω,dtP (Ω, t) +

∑

Ω′ 6=Ω

PΩ→Ω′,dtP (Ω′, t). (10.121)Ñîîòíîøåíèå ñîõðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, âòîðîå â (10.118), ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
PΩ→Ω,dt = 1 −

∑

Ω′ 6=Ω

PΩ′→Ω,dt. (10.122)Ïîäñòàâèâ (10.123) â (10.122), ïîëó÷àåì:
P (Ω,t+dt) = P (Ω,t)

(
1 −

∑

Ω′ 6=Ω

PΩ→Ω′,dt

)
+
∑

Ω′ 6=Ω

PΩ′→Ω,dtP (Ω′, t) ⇒

⇒ P (Ω,t+dt) − P (Ω,t) = (10.123)
= −

∑

Ω′ 6=Ω

PΩ→Ω′,dtP (Ω, t) +
∑

Ω′ 6=Ω

PΩ′→Ω,dtP (Ω
′

, t).Ïîäåëèâ (10.123) íà dt è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (10.119), ýâîëþöèþâåðîÿòíîñòè P (Ω) ìîæíî îïèñàòü â âèäå ñâîåîáðàçíîãî óðàâíåíèÿ áàëàí-ñà èëè ñêîðîñòíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè� âðåìåíè ðàñ÷åòà � ýòîé âåëè÷èíû:
dP (Ω)

dt
= −

∑

Ω′ 6=Ω

WΩ→Ω′P (Ω) +
∑

Ω′ 6=Ω

WΩ′→ΩP (Ω′). (10.124)Ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà â (10.124) îïèñûâàåò ñêîðîñòü âñåõ ïåðåõîäîâ èç ñî-ñòîÿíèÿ Ω âî âñå äðóãèå ñîñòîÿíèÿ, à âòîðîé � ñêîðîñòü ïåðåõîäîâ èç âñåõ



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 371ñîñòîÿíèé, îòëè÷íûõ îò Ω, â ñîñòîÿíèå Ω. Ñëàãàåìûå ñ Ω′ = Ω â îáåèõñóììàõ êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Âûðàæåíèå (10.124) íàçûâàåòñÿ òàê-æå óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà (èëè óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà � ×ýïìåíà,ñì. [2℄).Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ïðîèçâîäíàÿ dP
dt

â (10.124) ðàâíà íóëþ, è
∑

Ω′

WΩ→Ω′P (Ω) =
∑

Ω′

WΩ′→ΩP (Ω′). (10.125)Èñïîëüçóÿ (10.125), ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ,àíàëîãè÷íîãî ïîñëåäíåìó ñîîòíîøåíèþ â (10.118):
∑

Ω′

WΩ′→ΩP (Ω′) =
dP (Ω)

dt
. (10.126)Äëÿ îáëåã÷åíèÿ äàëüíåéøåãî ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèÿäåòàëüíîãî áàëàíñà, íà (10.125) ìîæíî íàëîæèòü áîëåå ñèëüíûå îãðàíè-÷åíèÿ. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû (10.125) áûëî ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäîãî ñîñòî-ÿíèÿ Ω

′ ïîä çíàêîì ñóììû:
WΩ→Ω′P (Ω) = WΩ′→ΩP (Ω′) . (10.127)Ñîîòíîøåíèå (10.127) íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ èëèäåòàëüíîãî áàëàíñà. Ýòî ñîîòíîøåíèå äàåò ñóùåñòâåííóþ ñâîáîäó ïðèâûáîðå èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ.Ïðèâåäåì äâà èç íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ âàðèàíòîâ âûáîðà èíòåí-ñèâíîñòè ïåðåõîäîâ, óäîâëåòâîðÿþùåé äåòàëüíîìó áàëàíñó. ÀëãîðèòìÌåòðîïîëèñà [44, 45℄ èñïîëüçóåò ñëåäóþùèé âèä WΩ′→Ω:

WΩ′→Ω =

{
P (Ω′)
P (Ω)

, åñëè P (Ω′)
P (Ω)

< 1;

1, åñëè P (Ω′)
P (Ω)

≥ 1.
(10.128)Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé, ÷òî óñëîâèå (10.127) ñïðàâåä-ëèâî äëÿ (10.128).Ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü áîëåå îáùèé âàðèàíò àëãîðèòìà Ìåòðîïîëè-ñà, âûáðàâ WΩ′→Ω ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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WΩ′→Ω =

1

τ
min

(
1;

P (Ω′)

P (Ω)

)
, (10.129)

ãäå τ ∼ 1 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ñîîòíîøåíèå (10.127) òàêæå óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèþ (10.129) ïðè ëþáîì ïàðàìåòðå τ . Âàðüèðóÿ ïàðàìåòð τ ,ìîæíî ìåíÿòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ÌÊ.Â àëãîðèòìå òåïëîâîé âàííû (thermal bath) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèéâèä èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ:
WΩ′→Ω =

P (Ω′)

P (Ω) + P (Ω′)
, (10.130)

ýòî âûðàæåíèå òàêæå óäîâëåòâîðÿåò äåòàëüíîìó áàëàíñó (10.127).



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 373
10.5 Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäîâÌîíòå-ÊàðëîÄëÿ äåìîíñòðàöèè ý��åêòèâíîñòè ìåòîäîâ ÌÊ ðàññìîòðèì èõ èñïîëü-çîâàíèå ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ìîäåëåé.Ìîäåëü ÈçèíãàÔîðìóëèðîâêà ìîäåëè è íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû�àññìîòðèì óæå óïîìèíàâøóþñÿ â �ëàâå 7 ìîäåëü Èçèíãà

Ĥ = −1

2

∑

ij

JijS
Z
i S

Z
j −H

∑

i

SZi , (10.131)ãäå SZi = ±1 � ïðîåêöèÿ ñïèíà íà óçëå i, H � âíåøíåå ïîëå, Jij � îáìåí-íûé èíòåãðàë. Â ýòîé ìîäåëè íà êàæäîì óçëå åñòü òîëüêî äâå ñòåïåíèñâîáîäû. Ìîäåëü Èçèíãà íàèáîëåå ïðîñòà, íàãëÿäíà è äîñòàòî÷íî óäîá-íà ïðè èçëîæåíèè îòäåëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè ìàãíåòèçìà, à òàêæå äëÿ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà èçâåñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ äëÿ ìî-äåëè Èçèíãà.Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ìîäåëè Èçèíãà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ñîâïà-äàåò ñ îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì ìîäåëè �åéçåíáåðãà, êîãäà ñïèíû ëèáî ¾çà-ìîðîæåíû¿ è îðèåíòèðîâàíû âäîëü ïîëÿ (�åððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå,ñëó÷àé Jij > 0), ëèáî ÷åðåäóþòñÿ (àíòè�åððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå, ñëó-÷àé Jij < 0):
. . . ↑↑↑↑↑↑↑ . . . Jij > 0; (10.132)
. . . ↑↓↑↓↑↓↑ . . . Jij < 0.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ìîäåëè Èçèíãà ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî-÷åííûì ñîñòîÿíèåì ñî ñïîíòàííîé íàìàãíè÷åííîñòüþ, è òîëüêî ïðè äî-ñòàòî÷íî áîëüøîé òåìïåðàòóðå (Θ ∼ 103 Ê), íàçûâàåìîé òåìïåðàòóðîé



374 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÊþðè äëÿ �åððîìàãíåòèêà è òåìïåðàòóðîé Íååëÿ äëÿ àíòè�åððîìàã-íåòèêà, ïðîèñõîäèò �àçîâûé ïåðåõîä â íåóïîðÿäî÷åííîå, ïàðàìàãíèòíîåñîñòîÿíèå. Ñðåäíèé ìàãíèòíûé ìîìåíò ñèñòåìû â �åððîìàãíèòíîì ñî-ñòîÿíèè ìàêñèìàëåí, à â àíòè�åððîìàãíèòíîì ðàâåí íóëþ.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü â (10.131) âçàèìîäåéñòâèå òîëüêî ñ áëèæàéøè-ìè ñîñåäÿìè, ïîýòîìó ïîëàãàåì âñå îáìåííûå èíòåãðàëû Jij îäèíàêî-âûìè è ðàâíûìè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå J ðàçìåðíîñòè ýíåðãèè(îáû÷íî îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå â ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èìå-åò ìàñøòàá J ∼ 0.1 ÷ 1 ýÂ).�àññìîòðèì ðåøåíèå ìîäåëè Èçèíãà â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ[10, 46℄. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñóììàðíîå ïîëå Hi, äåéñòâóþùåå íà ñïèí
i,

Hi = J
∑

〈j〉
SZj +H (10.133)(çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ñîñåäÿì óçëà i), çàìåíÿåòñÿåãî ñðåäíèì çíà÷åíèåì:

Hi → 〈Hi〉 = J
∑

〈j〉
SZj +H = JZ

〈
SZj
〉

+H, (10.134)ãäå Z � ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé.Â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ è áëèæàéøèõ ñîñåäåé [46℄ äëÿ �åð-ðîìàãíèòíîãî ñëó÷àÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñàìîñîãëàñîâàííîå óðàâíåíèå äëÿñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà îäèí óçåë (�èñ. 10.22):
R = th

(
H + ZJR

T

)
. (10.135)Çäåñü R =

〈
SZj
〉

= M/N ; N � ÷èñëî óçëîâ â ñèñòåìå; M � ïîëíûé ìàã-íèòíûé ìîìåíò,
M =

〈N↑〉 − 〈N↓〉
N

, (10.136)



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 375ãäå 〈N↑〉 , 〈N↓〉 � ñðåäíåå ÷èñëî ñïèíîâ ñ SZ = +1 è SZ = −1, ñîîòâåò-ñòâåííî, à óñðåäíåíèå 〈 . . . 〉 ïîíèìàåòñÿ êàê óñðåäíåíèå ïî êàíîíè÷åñêî-ìó àíñàìáëþ �èááñà:
〈A〉 =

∑

n

Ane
−βEn

Z
; Z =

∑

n

e−βEn; β =
1

T
. (10.137)Òåìïåðàòóðà Êþðè, ïðè êîòîðîé ìàãíèòíûé ìîìåíò îáðàùàåòñÿ âíóëü â íóëåâîì âíåøíåì ïîëå, â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ ðàâíà

Θ = ZJ ∼ 1000 Ê. (10.138)Ýòî òåìïåðàòóðà �àçîâîãî ïåðåõîäà ¾�åððîìàãíåòèê � ïàðàìàãíåòèê¿,ïðè ýòîì ðîëü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà äëÿ ýòîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà èãðàåòâåëè÷èíà R.Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìàëûõ òåìïåðàòóð è âáëèçè òåìïåðàòóðû Êþ-ðè ñðåäíèé ìàãíèòíûé ìîìåíò, îïèñûâàåìûé â îáùåì ñëó÷àå â îòñóò-ñòâèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ óðàâíåíèåì
R = th

(
Θ

T
R

)
, (10.139)âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R = 1 − 2e−2Θ
T , T → 0; (10.140)

R2 = 3y − 12

5
y2, T → Θ, y=

Θ−T
Θ

≪ 1.Ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìóþ óäåëüíóþ ìàãíèòíóþ âîñïðèèì÷èâîñòüñèñòåìû ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
χ =

1

N

∂M

∂H |H→0
=

1

N

(〈
M2
〉
− 〈M〉2

)
. (10.141)Âûðàæåíèå (10.141) ìîæíî ðàññ÷èòàòü â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ.Âáëèçè òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü �åððîìàã-íåòèêà ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Êþðè (�èñ. 10.23):
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�èñ. 10.22: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà îò òåìïåðàòóðû âîäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ è áëèæàéøèõñîñåäåé. Âíåøíåå ïîëå H = 0; Z = 2; J = 1

χ ∼ 1

|T − Θ| . (10.142)Âûðàæåíèå äëÿ âîñïðèèì÷èâîñòè â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ è ïðè
H → 0 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χ =
1 −R2

T − Θ (1 − R2)
, (10.143)â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ

χ =





4
T
e−2Θ

T , T → 0;
1

2(T−Θ)
, T → Θ−0;

1
Θ−T , T → Θ+0.

(10.144)Ïðèâåäåì òàêæå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òåïëîåìêîñòè è ñâîáîäíîé ýíåðãèèâ ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ, âûðàæåííûå ÷åðåç ïàðàìåòð ïîðÿäêà R:
F = −T lnZ =

NH0R

2T
− TN ln

(
2ch

(
H +H0

T

))
; H0 = ZJR;
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�èñ. 10.23: Çàâèñèìîñòü âîñïðèèì÷èâîñòè îò òåìïåðàòóðû â ìîäåëèÈçèíãà â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ è áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Âíåøíååïîëå H = 0; Z = 2; J = 1

C =
dE

dT
= −NΘ

2

dR2

dT
= −T ∂

2F

∂T 2
. (10.145)Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû ïðåäïî÷òèòåëü-íåé ðàññ÷èòûâàòü ÷åðåç �ëóêòóàöèþ ýíåðãèè:

C =
1

T 2

(〈
E2
〉
− 〈E〉2

)
. (10.146)Êà÷åñòâåííàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè îò òåìïåðàòóðûâ ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ ïîêàçàíà íà �èñ. 10.24.Ó÷åò �ëóêòóàöèé, ò.å. âûõîä çà ðàìêè ïðèáëèæåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ,ïðèâîäèò ê õàðàêòåðíîé äëÿ �àçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà îñîáåííî-ñòè òåïëîåìêîñòè â òî÷êå ïåðåõîäà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà �èñ. 10.24) [46℄.Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ äàåò ñëåäóþùèåðåçóëüòàòû:

C =

{
3
2
N, T → Θ;

4
(

Θ
T

)2
Ne−2Θ

T , T → 0.
(10.147)Â ñëó÷àå àíòè�åððîìàãíèòíîé ìîäåëè (J < 0) ñðåäíèé ìàãíèòíûéìîìåíò â óïîðÿäî÷åííîì ñîñòîÿíèè ðàâåí íóëþ, è äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû
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0

С

TQ

3N/2

�èñ. 10.24: Êà÷åñòâåííàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè îòòåìïåðàòóðû â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è ñ ó÷å-òîì �ëóêòóàöèé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)åå èñêóññòâåííî ðàçäåëÿþò íà äâå ïîäðåøåòêè (ñî ñïèíîì +1 è ñî ñïèíîì
−1), òàê ÷òî ìîäåëü Èçèíãà â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿóæå äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ïîðÿäêà:

R+ = −th

(
ZJR− −H

T

)
; R− = −th

(
ZJR+ −H

T

)
, (10.148)ïðè ýòîì âûðàæåíèå äëÿ òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà (òåìïåðàòóðû Íååëÿ)ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ òåìïåðàòóðû Êþðè â ñëó÷àå �åððîìàãíå-òèêà:

Θ=ZJ. (10.149)Ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ ïîâåäåíèå âîñïðèèì÷èâîñòè (�èñ. 10.25), êî-òîðàÿ èñïûòûâàåò íå ðàñõîäèìîñòü, à òîëüêî èçëîì ïðîèçâîäíîé â òî÷êå
T = Θ:

χ =
1 −R2

T + (1 −R2) Θ
, (10.150)ãäå R(T ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (10.139).
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�èñ. 10.25: Êà÷åñòâåííûé ðèñóíîê çàâèñèìîñòè âîñïðèèì÷èâîñòè àíòè-�åððîìàãíåòèêà îò òåìïåðàòóðû â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ. Â îòëè-÷èå îò �åððîìàãíèòíîãî ñëó÷àÿ, âîñïðèèì÷èâîñòü íå ðàñõîäèòñÿ â òî÷êåïåðåõîäà, à èìååò ðàçðûâ ïðîèçâîäíîéÂ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ âîñïðèèì÷èâîñòü (10.150) îïèñûâàåòñÿ ñëåäó-þùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:
χ =





4
T
e−2Θ

T , T → 0;
1

2Θ
(1 − y) , y = Θ−T

Θ
, T → Θ−0;

1
Θ+T

, T → Θ + 0.

(10.151)Ìîäåëü Èçèíãà (10.131) ïðè Jij ≡ J ðåøåíà òî÷íî äëÿ îäíîìåðíîãî èäâóìåðíîãî ñëó÷àåâ. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà äëÿ îäíîìåðíîé çàìêíóòîéèçèíãîâñêîé öåïî÷êè óæå ðàññ÷èòûâàëàñü â �ëàâå 8 (ñì. (8.90)). Ïîëüçó-ÿñü ðåçóëüòàòàìè �àçäåëà 8.4.3, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîé ñè-ñòåìû (N → ∞) �àçîâûé ïåðåõîä ¾�åððîìàãíåòèê � ïàðàìàãíåòèê¿ îò-ñóòñòâóåò, è ìàãíèòíûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé òåì-ïåðàòóðû è âíåøíåãî ïîëÿ (�èñ. 10.26):
R = − 1

N

∂F

∂H
=

sh(βH)√
sh2 (βH) + 4e−4βJ

. (10.152)Ñîîòâåòñòâåííî,
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�èñ. 10.26: Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîãî ìîìåíòà îò òåìïåðàòóðû â îäíîìåð-íîé áåñêîíå÷íîé ìîäåëè Èçèíãà. Òî÷íîå ðåøåíèå. Ôàçîâûé ïåðåõîä âìîäåëè îòñóòñòâóåò
χ = βe2βJ . (10.153)Â òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè âîñïðèèì÷èâîñòè îòñóòñòâóþò îñîáåííî-ñòè êàê äëÿ �åððîìàãíåòèêà, òàê è äëÿ àíòè�åððîìàãíåòèêà (�èñ. 10.27),÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ �àçîâîãî ïåðåõîäà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.Äëÿ òåïëîåìêîñòè ïðè íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå èìååì

C = N
(βJ)2

ch2 (βJ)
, (10.154)ýòà êðèâàÿ òàêæå íå èìååò îñîáåííîñòåé (�èñ. 10.28).Â äâóìåðíîì ñëó÷àå Îíçàãåðîì â 1944 ã. áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ïëîñ-êîé êâàäðàòíîé ðåøåòêå ñóùåñòâóåò �àçîâûé ïåðåõîä ïðè òåìïåðàòóðå,óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ [36℄

th

(
J

Θ

)
=

√
2 − 1. (10.155)Â ýòîì ñëó÷àå òåïëîåìêîñòü â òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà èìååò ëîãà-ðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü:

C (T → Θ) ∼ ln |T − Θ| . (10.156)
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�èñ. 10.27: Çàâèñèìîñòü âîñïðèèì÷èâîñòè îò òåìïåðàòóðû â îäíîìåðíîéáåñêîíå÷íîé ìîäåëè Èçèíãà. Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ àíòè�åððîìàãíåòèêà
J = −1 (a) è �åððîìàãíåòèêà J = 1 (b)

�èñ. 10.28: Çàâèñèìîñòü óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè îò òåìïåðàòóðû â îäíî-ìåðíîé áåñêîíå÷íîé ìîäåëè Èçèíãà. Òî÷íîå ðåøåíèå



382 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÒðåõìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, íî âýòîì ñëó÷àå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïî-ëÿ, êîòîðîå òåì ëó÷øå, ÷åì áîëüøå ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ôàçîâûéïåðåõîä èìååò ìåñòî ïðè òåìïåðàòóðå
Θ ∼ ZJ. (10.157)Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ìîäåëè Èçèíãà Çäåñü áóäåò ðàññìîò-ðåí ìåòîä ÌÊ äëÿ ìîäåëè Èçèíãà, ïîçâîëÿþùèé ðàññ÷èòûâàòü âûøå-ïåðå÷èñëåííûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîéñèñòåìû ñïèíîâ. Ìîäåëü Èçèíãà � îäíà èç ïåðâûõ �èçè÷åñêèõ ìîäåëåé,êîòîðàÿ áûëà èññëåäîâàíà ñòîõàñòè÷åñêèìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.Ñíà÷àëà ïåðå÷èñëèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðåàëèçàöèè ïðèíöèïà äå-òàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â äàííîé ìîäåëè. Áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàíîíè-÷åñêèé àíñàìáëü â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî òåðìîñòàòà ñ òåìïåðàòóðîé

T = 1/β, ïîýòîìó çà èñêîìîå èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëåäóåò âçÿòüãèááñîâñêèé âåñ êîí�èãóðàöèè Ω:
P (Ω) = e−E(Ω)β , (10.158)ãäå E(Ω) � ýíåðãèÿ êîí�èãóðàöèè ñïèíîâ â ñèñòåìå. Ïîä êîí�èãóðàöèÿ-ìè (èëè áàçèñíûìè �óíêöèÿìè) ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü �ìãíîâåííûõ�ñîñòîÿíèé âñåõ óçëîâ ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè ñïèíîâ, íàïðèìåð,

|Ω〉 = |↑↓↓↑↓↓↑↑ ...〉 , (10.159)ýòî òàêèå æå áàçèñíûå �óíêöèè, êàêèå ðàññìàòðèâàëèñü ïðè èçó÷åíèèñïèíîâîé ñòàòèñòèêè � ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñïèíà
SZ è îïåðàòîðà S2, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåðíîñòü áàçèñà áóäåò ðàâíà 2N ,
N � ÷èñëî ñïèíîâ.�àìèëüòîíèàí ìîäåëè Èçèíãà (10.131) â áàçèñå (10.159) äèàãîíàëåí,ïîýòîìó êàæäîé êîí�èãóðàöèè n ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîí-êðåòíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè:



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 383
E (Ωn) = −1

2

∑

ij

Jij
(
SZi S

Z
j

)
n
−H

∑

i

(
SZi
)
n
, n = 1, 2, . . . , 2N . (10.160)Ïðè �îðìèðîâàíèè ìàðêîâñêîé öåïè êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ êîí�èãó-ðàöèÿ ñïèíîâ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé ïîïûòêîé èçìåíåíèÿ îäíîé èçñòåïåíåé ñâîáîäû (íàïðèìåð, ïîïûòêîé ïåðåâîðîòà îäíîãî èç ñïèíîâ).Íîâàÿ êîí�èãóðàöèÿ ïðèíèìàåòñÿ (ò.å. ñïèí ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ) ñ âåðî-ÿòíîñòüþ, çàâèñÿùåé îò îòíîøåíèÿ ãèááñîâñêèõ âåñîâ íîâîé è ñòàðîéêîí�èãóðàöèé. Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíî-ñòè ïåðåõîäà (10.119) â ýòîì ñëó÷àå � àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà � ïðåäñòà-âèìî â âèäå:

W1→2 =

{
eβ(E1−E2), E1 < E2;

1, E1 ≥ E2,
(10.161)ãäå E1, E2 � ýíåðãèè ñòàðîé è íîâîé êîí�èãóðàöèé ñïèíîâ ñîîòâåòñòâåí-íî.Â àëãîðèòìå òåïëîâîé âàííû (10.130) íà êàæäîì øàãå îäèí âûáðàí-íûé ñïèí ïðèâîäèòñÿ â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñ òåðìîñòàòîì ïðè �èêñè-ðîâàííîé êîí�èãóðàöèè îñòàëüíîé ñèñòåìû. Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ íî-âîé êîí�èãóðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ãèááñîâñêèìè âåñàìè äâóõ âîçìîæíûõñîñòîÿíèé:

W1→2 =
e−βE2

e−βE1 + e−βE2
; W2→1 =

e−βE1

e−βE1 + e−βE2
. (10.162)Ïðè ðàñ÷åòå ìîäåëè Èçèíãà áåç âíåøíåãî ïîëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòüåùå îäèí âàðèàíò çàäàíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ. Ïóñòü ýëåìåíòàð-íûé øàã àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåâîðîòå ñïèíà i: Si → −Si. Óðàâíå-íèå äåòàëüíîãî áàëàíñà (10.127) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèìîáðàçîì:

WSi→−Si
P (Si) = W−Si→Si

P (−Si) . (10.163)Îòñþäà íàõîäèì:
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WSi→−Si

W−Si→Si

=
P (−Si)
P (Si)

= e−2SiEiβ, (10.164)çäåñü, ñîãëàñíî (10.131),
Ei = J

∑

j 6=i
Sj (10.165)åñòü ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âûäåëåííîãî ñïèíà i ñ îñòàëüíûìè ñïèíàìè(êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ áëèæàéøèå ñîñåäè). �ëàóáåð [47℄ ïðåä-ëîæèë òàêîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ:

WSi→−Si
=

1

2τ
(1 − Sith (Eiβ)) . (10.166)Ñîîòíîøåíèå (10.166) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé �ëàóáåðà. Îíî òàêæå óäî-âëåòâîðÿåò óñëîâèþ äåòàëüíîãî áàëàíñà, ïðè ýòîì èìååòñÿ âîçìîæíîñòüïîäáîðà ïàðàìåòðà τ äëÿ óâåëè÷åíèÿ ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà ïðè ìî-äåëèðîâàíèè êîíêðåòíîé ñèñòåìû.Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü êîíêðåòíóþ ñõåìó àëãîðèòìà ÌÊ. Îíà ïîêàçà-íà íà �èñ. 10.29 äëÿ ðàñ÷åòà ìîäåëè Èçèíãà ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìàÌåòðîïîëèñà (10.128).Ñëåäóåò îòìåòèòü îñîáî, ÷òî åñëè ñóììèðîâàíèå â (10.131) ïðîèçâî-äèòñÿ òîëüêî ïî áëèæàéøèì ñîñåäÿì, òî ïðè ðàñ÷åòå ýíåðãèè E2 íîâîéêîí�èãóðàöèè, ïîëó÷àþùåéñÿ èç ïðåäûäóùåé êîí�èãóðàöèè ïåðåâîðî-òîì ñïèíà íà óçëå i, äîñòàòî÷íî ëèøü ïåðåñ÷èòàòü èçìåíåíèå ýíåðãèè

△E âáëèçè ñïèíà i:
E2 = E1 + △E. (10.167)Íàïðèìåð, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíûé ñëó÷àé, òî ðàçëè÷èå â ýíåð-ãèè ìåæäó íîâîé è ñòàðîé êîí�èãóðàöèÿìè, â ñîîòâåòñòâèè ñ (10.131),áóäåò ðàâíî (�èñ. 10.30)
△E = E2 − E1 = (10.168)
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)
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)
=

= 2
(
SZi
)
old

(
1

2
J
(
SZi−1 + SZi+1

)
+H

)
.Âíå çàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòèÿ èëè íåïðèíÿòèÿ íîâîé êîí�èãóðàöèèíåîáõîäèìî íà êàæäîì øàãå ÌÊ âû÷èñëÿòü èñêîìóþ �èçè÷åñêóþ âåëè-÷èíó A ïî äàííîé ìãíîâåííîé êîí�èãóðàöèè. Â ðåçóëüòàòå ðåàëèçóåòñÿíåïðèâîäèìàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü, âûïîëíÿåòñÿ äåòàëüíûé áàëàíñ (10.163),òàê ÷òî èñêîìîå ñðåäíåå çíà÷åíèå A ðàâíî (ñì. (10.117))

〈A〉 =
1

M

M∑

i=1

Ai, (10.169)ãäå M � ÷èñëî øàãîâ ÌÊ.Íà �èñ. 10.31 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîéìîäåëè Èçèíãà ìåòîäîì ÌÊ. �àññìàòðèâàëàñü êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà ðàç-ìåðà 50 × 50 ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, âíåøíåå ïî-ëå H = 0.03. Çíà÷åíèÿ òåïëîåìêîñòè è âîñïðèèì÷èâîñòè ðàññ÷èòûâà-ëèñü èç �ëóêòóàöèé ýíåðãèè è ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñîîòâåòñòâåííî: C =
1
T 2

(
〈E2〉 − 〈E〉2

), χ = 1
T

(
〈M2〉 − 〈M〉2

). Çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû �àçîâîãîïåðåõîäà áëèçêî ê (10.155), ðàçëè÷èå ñâÿçàíî ñ êîíå÷íîñòüþ ðàçìåðà ñè-ñòåìû. �àçëè÷èå çíà÷åíèé êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû, îïðåäåëåííûõ ïîòåïëîåìêîñòè (�èñ. 10.31, ) è âîñïðèèì÷èâîñòè (�èñ. 10.31, d), îáúÿñ-íÿåòñÿ íåíóëåâûì çíà÷åíèåì âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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Формирование произвольного

начального состояния системы,
например,

iiihhihihii...

Расчет энергии
начального состояния

E1

Случайным образом выбирается узел ,
на котором будет сделана попытка

переворота спина

i

Расчет энергии

нового состояния
с перевернутым спином

E2

i

Расчет величины e

E=E -E

- E/TD
,

D 2 1

DE>0
нетНовая конфигурация

принимается

да

Вычисление случайного числа ,
равномерно распределенного на (0, 1)

R

R<e
- E/TD

нет

да

Новая конфигурация
не принимается

Вычисление мгновенных значений
физических величин на текущем

шаге алгоритма

Переход к следующему
шагу Монте-Карло

�èñ. 10.29: Ñõåìà ïðîöåäóðû ðàñ÷åòà ìîäåëè Èçèíãà ñ èñïîëüçîâàíèåìàëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà (10.128)
... ...ihhihi

i i+1i-1

... ...ihiihi
i i+1i-1�èñ. 10.30: Ïåðåðàñ÷åò ýíåðãèè çàòðàãèâàåò òîëüêî óçåë i è ñîñåäíèå ñíèì
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a b
 d

�èñ. 10.31: Çàâèñèìîñòü: a) ýíåðãèè; b) ìàãíèòíîãî ìîìåíòà; ) òåïëî-åìêîñòè (â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå); d) âîñïðèèì÷èâîñòè îò òåìïå-ðàòóðû â äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ÌÊ. Ñèñòåìà
50 × 50, âíåøíåå ïîëå H = 0.03



388 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÇàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû íà �èñ. 10.31,  äëÿ òåïëîåìêîñòè õîðîøîñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì Îíçàãåðà (10.166).10.6 �åøåòî÷íûé ãàçÑëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííîå âûøå ìîäåëèðîâàíèå ñïèíîâîé ñè-ñòåìû íåÿâíî ó÷èòûâàëî óñëîâèÿ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ, ò.å.ïåðåìåííîãî ÷èñëà ÷àñòèö. �îëü ÷èñëà ÷àñòèö èãðàëà ñóììàðíàÿ ïðîåê-öèÿ ñïèíà ñèñòåìû íà îñü z, êîòîðàÿ ìåíÿëàñü â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ.Òàê êàê ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ìîäåëè (ñì. �ëàâó 6), òî àë-ãîðèòì ÌÊ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí è ñ ñîõðàíåíèåì ñóììàðíîé ïðîåê-öèè ñïèíà, ò.å. â óñëîâèÿõ êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Òàêîå ìîäåëèðîâàíèåïðåäëîæèë, íàïðèìåð, Êàâàñàêè [48℄, â ýòîì àëãîðèòìå (îí íàçûâàåòñÿ¾äèíàìèêîé Êàâàñàêè¿) ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííûå ïåðåâîðîòû ïàð ïðî-òèâîïîëîæíûõ ñïèíîâ, ÷òî íå èçìåíÿåò ïîëíîãî ñïèíà ñèñòåìû.Òåïåðü ðàññìîòðèì àëãîðèòì ÌÊ, ÿâíî ó÷èòûâàþùèé áîëüøîé êà-íîíè÷åñêèé àíñàìáëü è ïåðåìåííîå ÷èñëî ÷àñòèö; äëÿ ðåàëèçàöèè ýòî-ãî àëãîðèòìà ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ ìîäè�èêàöèÿ ïðèíöèïà äåòàëüíîãîáàëàíñà.Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè è íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû�àññìîòðèì ïðîñòóþ êóáè÷åñêóþ (èëè êâàäðàòíóþ) ðåøåòêó ñ ÷èñëîìóçëîâ Na = Lx×Ly×Lz (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, Na = Lx×Ly). Êàæäîìó óç-ëó ðåøåòêè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ni = 0; 1, ìîäåëè-ðóþùèå íàõîæäåíèå èëè îòñóòñòâèå ÷àñòèöû â äàííîì óçëå (�èñ. 10.32).Ïîëíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé â ñèñòåìå ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé â ìî-äåëè Èçèíãà: 2Na . �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî âûáðàòü ëèáî ïåðèîäè÷å-ñêèìè, ëèáî íóëåâûìè (â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòèöû íå ïåðåñåêàþò ãðàíèöûðåøåòêè). Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñèñòåìû âëèÿíèåì ãðàíè÷íûõ óñëî-âèé íà òåðìîäèíàìèêó ñèñòåìû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Äàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íàïîìèíàåò ðàññìîòðåííóþ â íà÷àëå ãëà-
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�èñ. 10.32: Ìîäåëü ðåøåòî÷íîãî ãàçà íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå 40 × 40.Òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò óçëàì ðåøåòêè, çàíÿòûì ÷àñòèöàìèâû çàäà÷ó ïåðêîëÿöèè, îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðîñòîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñõå-ìû äëÿ èäåàëüíûõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, çäåñü áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü ãàç âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö íà ðåøåòêå è ïðèìåíèì äëÿ ðå-àëèçàöèè àëãîðèòìà ñõåìó Ìåòðîïîëèñà.Ïóñòü âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö äðóã ñ äðóãîì Vij íîñèò âàí-äåð-Âààëüñîâñêèéõàðàêòåð, òàê ÷òîáû íà áåñêîíå÷íîñòè ÷àñòèöû ïðèòÿãèâàëèñü, à ñáëè-çèòüñÿ èì ìåøàëî î÷åíü ñèëüíîå îòòàëêèâàíèå. Ïðèìåð òàêîãî âçàèìî-äåéñòâèÿ � ïîòåíöèàë Ëåííàðäà � Äæîíñà (èëè ïîòåíöèàë �6�12�) ìåæäóàòîìàìè èíåðòíûõ ãàçîâ (�èñ. 10.33), �èçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà êîòîðîãî �íàâåäåííîå äèïîëü-äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå:
Vij = 4ε

((
σ

Rij

)12

−
(
σ

Rij

)6
)
, (10.170)ãäå ε, σ � ïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà: õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ýíåðãèè è õà-ðàêòåðíîå ìåæ÷àñòè÷íîå ðàññòîÿíèå.Âçàèìîäåéñòâèå Vij íåîáÿçàòåëüíî äîëæíî èìåòü âèä (10.170). Ìîæ-íî ðàññìîòðåòü è äðóãèå, äîñòàòî÷íî ñëîæíûå �îðìû ìåæ÷àñòè÷íîãîâçàèìîäåéñòâèÿ. Ñõåìà àëãîðèòìà ÌÊ ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Â ýòîìñîñòîèò îäíî èç âàæíûõ ïðåèìóùåñòâ ìåòîäà ÌÊ.
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�èñ. 10.33: Ïîòåíöèàë Ëåííàðäà � Äæîíñà äëÿ ïàðàìåòðîâ ε = 1; σ = 0.1Îïðåäåëèì áåçðàçìåðíóþ ïëîòíîñòü ÷àñòèö â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà-÷è êàê
ρ =

〈∑
i

ni

〉

Na
=

N

Na
, (10.171)ãäå N � ñðåäíåå ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå (÷èñëî çàíÿòûõ óçëîâ), óã-ëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò òåðìîäèíàìè÷åñêîå óñðåäíåíèå. Ñîîòâåòñòâåííî,çà îáúåì ñèñòåìû âûáðàíî ÷èñëî ïðîñòðàíñòâåííûõ óçëîâ ðåøåòêè Na.Ìîäåëüíûé ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé ñèñòåìó, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëå-äóþùèì âûðàæåíèåì:

H =
1

2

∑

ij

Vijninj − µ
∑

i

ni. (10.172)Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ îòâå÷àåò ïåðåìåííîìó ÷èñëó ÷àñòèö â ñèñòåìå èÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé âíåøíåãî äàâëåíèÿ P . Ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ñâÿçàòüâåëè÷èíû µ è P ÷åðåç òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:
N∂µ = V ∂P ;
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V ≡ Na ⇒ ∂µ

∂P
=
Na

N
⇒ ∂µ

∂P
=
∂µ

∂ρ

∂ρ

∂P
⇒ ∂µ

∂ρ
=

1

ρ

∂P

∂ρ
⇒

⇒ P (ρ) = ρµ (ρ) −
ρ∫

0

µ(ρ′)dρ′. (10.173)Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè â (10.173) ó÷òåíî, ÷òî P → 0 ïðè ρ→ 0.Èçâåñòíî ðåøåíèå ìîäåëè (10.172) â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ (ñì.,íàïðèìåð, [10℄). Â ýòîì ïðèáëèæåíèè õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñâÿçàí ñïëîòíîñòüþ è òåìïåðàòóðîé ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì
µ = −ρu (0) − T ln

1 − ρ

ρ
; u (0) =

∑

j

Vij , (10.174)à óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä
P = −ρ

2

2
u (0) − T ln (1 − ρ) , (10.175)êîòîðîå îïèñûâàåò èçîòåðìû, êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþùèå ñ èçîòåðìàìèìîäåëè Âàí-äåð-Âààëüñà (�èñ. 10.34).�åøåòî÷íàÿ ìîäåëü, òàêèì îáðàçîì, îïèñûâàåò �àçîâûé ïåðåõîä ïåð-âîãî ðîäà �æèäêîñòü � ãàç�, òàê ÷òî ñèñòåìà ïåðåõîäèò èç îáëàñòè ρ ≈ 0(ïðåäåë èäåàëüíîãî ãàçà) â îáëàñòü ρ ≈ 1 (ïðåäåë íåñæèìàåìîé æèäêî-ñòè) ïî èçîòåðìàì, ïîêàçàííûì íà �èñ. 10.34.Òðèêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà (ñì. �èñ. 10.34), õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ óñëîâè-ÿìè

∂P

∂v
= 0;

∂2P

∂v2
= 0; v =

1

ρ
, (10.176)îòâå÷àåò òåìïåðàòóðå, âûøå êîòîðîé íå ðåàëèçóåòñÿ �àçîâîãî ïåðåõîäà(ñóùåñòâóåò òîëüêî ãàçîâîå ñîñòîÿíèå); â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ,ñîãëàñíî óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (10.175), ýòà ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ñëå-äóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè, äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû:
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vvc

P

Pc

T1

T2>T1

Tc

T3>Tc

�èñ. 10.34: Êà÷åñòâåííûé ðèñóíîê èçîòåðì, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì(10.175). Â îáëàñòè, îáâåäåííîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé, ðåàëèçóåòñÿ ðàâ-íîâåñèå æèäêîé è ãàçîîáðàçíîé �àç ñ ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì, ïîýòîìóïåòëÿ íà èçîòåðìàõ â ýòîé îáëàñòè íåóñòîé÷èâà. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíàòàêæå òðèêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà Pc, vc, Tc
ρc =

1

vc
=

1

2
; Tc =

u(0)

4
; Pc =

u(0)

4

(
ln 2 − 1

2

)
. (10.177)�åàëèçàöèÿ àëãîðèòìà Ìîíòå-Êàðëî Ìîäåëü (10.172) äèàãîíàëü-íà â áàçèñå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ |ΩnN〉 =

∣∣∣n(nN)
1 , n

(nN)
2 , . . . , n

(nN)
Na

〉 , ïîýòîìóäëÿ êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîí�èãóðàöèè ΩnN è çàäàííîãî ÷èñëà ÷à-ñòèö N ýíåðãèÿ ñèñòåìû áóäåò ðàâíà
EnN =

1

2

∑

ij

Vijn
(nN)
i n

(nN)
j − µ

∑

i

n
(nN)
i . (10.178)Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ÌÊ íåîáõîäèìî ðåàëèçî-âàòü ïðèíöèï äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â óñëîâèÿõ ïåðåìåííîãî ÷èñëà ÷à-ñòèö, ò.å. â óñëîâèÿõ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Äëÿ ýòîãî ýëå-ìåíòàðíûå øàãè ÌÊ ðàçîáüåì íà òèïû ïîäïðîöåññîâ. Âñå ïîäïðîöåññûòàêæå ïðåäñòàâèì êàê ïðÿìûå è îáðàòíûå.Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà äëÿ ý��åêòèâíîãî ïå-ðåáîðà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî ââåñòè äâà òèïà ïîäïðîöåññîâ:



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 3931. äâèæåíèå ÷àñòèö (move); ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó òèïó âåðîÿòíî-ñòè ïåðåõîäà îáîçíà÷èì êàê Wm;2. ðîæäåíèå (reation) è óíè÷òîæåíèå (annihilation) ÷àñòèö ñ âåðî-ÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà, ñîîòâåòñòâåííî, W c è W a.Ïîäïðîöåññû äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñðàçó è ïðÿìûìè, è îáðàòíûìè, òàêêàê äâèæåíèå ÷àñòèöû i→ j ñ óçëà i íà óçåë j îáðàòíî äâèæåíèþ j → i.Ïðîöåäóðà ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû îáðàòíà ïðîöåäóðå óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòè-öû. Íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðèíöèï äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ âû-ïîëíÿëñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî òèïà ïîäïðîöåññîâ, ò.å. ñîîòíîøåíèåäåòàëüíîãî áàëàíñà äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ êàæäîé ïàðû ïðÿìîéè îáðàòíîé ïðîöåäóð âíóòðè îäíîãî òèïà ïîäïðîöåññîâ, íåçàâèñèìî îòäðóãèõ òèïîâ ïîäïðîöåññîâ. Äëÿ ïîäïðîöåññîâ äâèæåíèÿ óðàâíåíèå äå-òàëüíîãî áàëàíñà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Wm
i→jP (i) = Wm

j→iP (j) , (10.179)ãäå P (i) � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ñîñòîÿíèÿ ñ çàíÿòûì óçëîì i. ×èñëî ÷à-ñòèö ïðè äâèæåíèè ÷àñòèö íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó âòîðàÿ ïàðà ïîäïðî-öåññîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö íå âëèÿåò íà äåòàëüíûé áàëàíñ(10.179). Âûáåðåì ñòàíäàðòíóþ ñõåìó Ìåòðîïîëèñà, óäîâëåòâîðÿþùóþýòîìó äåòàëüíîìó áàëàíñó:
Wm
i→j =

{
P (Ωj)

P (Ωi)
= e−β(Ej−Ei), Ei < Ej ;

1, Ei ≥ Ej .
(10.180)Ïðè ðåàëèçàöèè ïðîöåäóð ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö ñëåäóåòîáðàòèòü âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Ïóñòü â ñèñòåìå åñòü

N ÷àñòèö, è ñõåìà ÌÊ îáðàùàåòñÿ ê ïðîöåäóðå ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû íàêàêîì-ëèáî óçëå ðåøåòêè. Ïðè ýòîì èç âñåãî ìàññèâà óçëîâ Na ñëó÷àé-íûì îáðàçîì ñ âåðîÿòíîñòüþ pc = 1/Na âûáèðàåòñÿ óçåë, íà êîòîðîìáóäåò ðåàëèçîâàíà ïîïûòêà ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû. Åñëè ýòà ïîïûòêà îêà-æåòñÿ óñïåøíîé, â ñèñòåìå ïîÿâèòñÿ íîâàÿ ÷àñòèöà íà âûáðàííîì óçëå,



394 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎè îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå ñòàíåò N + 1. Åñëè òåïåðü ñõåìà ÌÊîáðàòèòñÿ ê ïðîöåäóðå óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèöû íà êàêîì-ëèáî óçëå, òî,àíàëîãè÷íî, ñ âåðîÿòíîñòüþ pa = 1/Na ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê ñëó÷àéíîìóóçëó ðåøåòêè, íà êîòîðîì áóäåò ðåàëèçîâàíà ïîïûòêà óíè÷òîæåíèÿ ÷à-ñòèöû. Îäíàêî, åñëè ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå ìíîãî ìåíüøå ÷èñëà óçëîâ,
N ≪ Na, òî ïðîöåäóðà óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö áóäåò ìàëîý��åêòèâíîé �ïðè âûáîðå óçëîâ ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ áóäóò ïîïàäàòüñÿ ñâîáîäíûåóçëû, íà êîòîðûõ íåëüçÿ óíè÷òîæèòü ÷àñòèöó. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïî-÷òèòåëüíåå âûáèðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì óçåë èç ìíîæåñòâà çàíÿòûõóçëîâ, âåðîÿòíîñòü îáðàùåíèÿ ê òàêèì óçëàì áóäåò pa = 1/(N + 1), òàêêàê â ñèñòåìå â äàííûé ìîìåíò èìååòñÿ N + 1 ÷àñòèöà. Êàê âèäíî, ïðèòàêîì âûáîðå pa 6= pc (äëÿ ñðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âåðîÿòíîñòè äëÿ ïîä-ïðîöåññîâ äâèæåíèÿ ñîâïàäàþò, èìåííî ïîýòîìó îíè ñîêðàùàþòñÿ è íåïðèñóòñòâóþò â óðàâíåíèè äåòàëüíîãî áàëàíñà (10.179)). Äëÿ ñîáëþäå-íèÿ äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ íåîáõîäèìî âíåñòè âåðîÿòíîñòè îáðàùåíèÿ êóçëàì ðåøåòêè pa è pc íåïîñðåäñòâåííî â áàëàíñîâîå ñîîòíîøåíèå, òàê÷òî äëÿ ïàðû ïîäïðîöåññîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ èìååì:

W c
N→N+1pc (N)P (N) = W a

N+1→Npa (N + 1)P (N + 1) , (10.181)ãäå P (N) � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîí�èãóðàöèè ñèñòåìû ñ N ÷àñòèöàìè,à âåðîÿòíîñòè îáðàùåíèÿ ðàâíû
pc (N) =

1

Na
= const; pa (N) =

1

N
. (10.182)Âûáîð âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (10.181),ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, òàêèì:

W c
N→N+1 =

{
W+
N = τ pa(N+1)

pc(N)
PN+1

PN
= τNa

N+1
e−β[E(N+1)−E(N)], W+

N < 1;

1, W+
N ≥ 1;(10.183)
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W a
N→N−1 =

{
W−
N = 1

τ
pc(N−1)
pa(N)

PN−1

PN
= N

τNa
e−β[E(N−1)−E(N)], W−

N < 1;

1, W−
N ≥ 1.Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà âåðîÿòíîñòè óíè÷òîæåíèÿ W− ðàâíàîáðàòíîé âåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ,W− = 1/W+, êàê åñëè áû ïîñëå ðîæäå-íèÿ áûëà ñäåëàíà ïîïûòêà èìåííî ýòó ðîäèâøóþñÿ ÷àñòèöó óíè÷òîæèòü.Ìíîæèòåëü τ , âõîäÿùèé â (10.183), ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì è äàåòäîïîëíèòåëüíóþ ñòåïåíü ñâîáîäû; åãî âûáîð (îáû÷íî τ ∼ 1) ïîçâîëÿåòíåñêîëüêî îïòèìèçèðîâàòü îáíîâëåíèå êîí�èãóðàöèé. Çàìåòèì òàêæå,÷òî ìíîæèòåëè N ± 1 â âûðàæåíèÿõ äëÿ W c è W a ¾îòñëåæèâàþò¿ ïî-ñòîÿííî �ëóêòóèðóþùåå ÷èñëî ÷àñòèö â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ÌÊ.Íà �èñ. 10.35 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà àëãîðèòìà ÌÊ äëÿ ðàñ÷åòà ìî-äåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà. Âíà÷àëå �îðìèðóåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ñòàðòîâàÿêîí�èãóðàöèÿ, íàïðèìåð, ìîæíî ïðîñêàíèðîâàòü âñþ ðåøåòêó è ñ âåðî-ÿòíîñòüþ 1/2 çàïîëíèòü êàæäûé èç óçëîâ ÷àñòèöåé, à ìîæíî îáíóëèòüâñå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ. Îò íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè ðåçóëüòàòû íå çàâè-ñÿò. Äàëåå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ýíåðãèÿ íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè E0, ÷èñëî÷àñòèö N , è çàïîìèíàþòñÿ ìàññèâ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ è ìàññèâ çàíÿòûõ÷àñòèöàìè óçëîâ. Ïîñëå �îðìèðîâàíèÿ ñòàðòîâîé êîí�èãóðàöèè íà÷èíà-åòñÿ ñîáñòâåííî àëãîðèòì ÌÊ. Íà êàæäîì øàãå ÌÊ ñëó÷àéíûì îáðàçîìâûáèðàåòñÿ îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäïðîöåññîâ: äâèæåíèå, ðîæäåíèå èëèóíè÷òîæåíèå. Ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü âûáîðà êàêîãî-ëèáî ïîäïðîöåññàäîëæíà áûòü ðàâíà åäèíèöå, ò.å.

P {äâèæåíèå} + P {ðîæäåíèå} + P {óíè÷òîæåíèå} = 1. (10.184)Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âåðîÿòíîñòè âûáîðà ïðÿìîé èëè îá-ðàòíîé ïðîöåäóð, îòâå÷àþùèõ îäíîìó ïîäïðîöåññó, áûëè ðàâíû:
P {ðîæäåíèå} = P {óíè÷òîæåíèå} . (10.185)



396 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÍàïðèìåð, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîäïðîöåññ �äâèæåíèå� âûáèðàë-ñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, òî òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîäïðîöåññà �ðîæäåíèå-óíè÷òîæåíèå� òàêæå áóäåò ðàâíà 1/2, à âåðîÿòíîñòè ïðÿìîé è îáðàòíîéïðîöåäóð, âõîäÿùèõ â ýòîò ïîäïðîöåññ, ò.å. âåðîÿòíîñòè âûáîðà ðîæäå-íèÿ èëè óíè÷òîæåíèÿ, áóäóò ðàâíû 1/4.Êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé â (10.184) ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëü-íûìè ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå ìîæíî âàðüèðîâàòü äëÿ óâåëè-÷åíèÿ ý��åêòèâíîñòè ðàñ÷åòà.Åñëè âûáðàí ïîäïðîöåññ �äâèæåíèå�, òî äàëåå ñëó÷àéíûì îáðàçîìâûáèðàåòñÿ îäèí èç çàïîëíåííûõ óçëîâ i, à çàòåì ñëó÷àéíûì îáðàçîìâûáèðàåòñÿ íîâîå ïîëîæåíèå ÷àñòèöû � óçåë j (åñëè ïðûæêè ÷àñòèöðàçðåøåíû òîëüêî íà áëèæàéøèå óçëû, òî óçåë j äîëæåí âûáèðàòüñÿ èçìíîæåñòâà áëèæàéøèõ ñîñåäåé óçëà i). Åñëè ïîñëå îïðåäåëåíèÿ óçëà jîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí óæå çàíÿò, ò.å. nj = 1, òî ïðîöåäóðà äâèæåíèÿ íå ðåà-ëèçóåòñÿ è ñèñòåìà îñòàåòñÿ â òåêóùåé êîí�èãóðàöèè. Åñëè æå nj = 0, òîðàññ÷èòûâàåòñÿ ýíåðãèÿ íîâîé êîí�èãóðàöèè, â êîòîðîé ni = 0 è nj = 1.Çàòåì ðàññ÷èòûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè äâèæåíèÿ Wm
i→j ñîãëàñíî(10.180). Äàëåå ïðîèñõîäèò ãåíåðàöèÿ ñëó÷àéíîãî ÷èñëà R, ðàâíîìåðíîðàñïðåäåëåííîãî íà îòðåçêå (0, 1), è åñëè Wm

i→j > R, íîâàÿ êîí�èãóðà-öèÿ ïðèíèìàåòñÿ, åñëè íåò, ÷àñòèöà îñòàåòñÿ íà óçëå i. Â ëþáîì ñëó÷àå,ïîìåíÿëà ëè ÷àñòèöà ñâîå ïîëîæåíèå èëè îñòàëàñü íà óçëå i, ïðîèñõîäèòâû÷èñëåíèå è çàïîìèíàíèå â ñîîòâåòñòâóþùèå ìàññèâû ìãíîâåííûõ çíà-÷åíèé âñåõ ðàññ÷èòûâàåìûõ â àëãîðèòìå �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí íà äàííîìøàãå àëãîðèòìà.Åñëè âûáðàí ïîäïðîöåññ ðîæäåíèÿ ÷àñòèöû, òî ñëó÷àéíûì îáðàçîìâûáèðàåòñÿ îäèí óçåë i èç âñåõ óçëîâ ðåøåòêè (âåðîÿòíîñòü âûáîðà êîí-êðåòíîãî óçëà áóäåò, òàêèì îáðàçîì, pc = 1/Na). Åñëè ïîñëå âûáîðà óçëà
i îêàæåòñÿ, ÷òî ni = 1, ò.å. ýòîò óçåë çàíÿò è ðîæäåíèå ÷àñòèöû íåâîç-ìîæíî, òî ïðîöåäóðà ðîæäåíèÿ íå ðåàëèçóåòñÿ, è ñèñòåìà îñòàåòñÿ â òå-êóùåé êîí�èãóðàöèè. Åñëè æå ni = 0, òî ðàññ÷èòûâàåòñÿ ýíåðãèÿ íîâîéêîí�èãóðàöèè, â êîòîðîé ni = 1, à çàòåì ðàññ÷èòûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü
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Формирование произвольной

начальной конфигурации

Расчет энергии начальной конфигурации,
числа частиц, формирование массива

чисел заполнения и массива занятых узлов

n=1i

да

нет

Выбор подпроцесса

РождениеДвижение Уничтожение

Случайный выбор одного
из занятых узлов i

Случайный выбор одного
из занятых узлов i

Случайный выбор одного
из всех узлов i

Новая конфигурация
принимается

Новая конфигурация
не принимается

Расчет энергии новой
конфигурации сE n=1N+1 i

Расчет вероятности

рождения W
c

Генерация случайного
числа , равномерно

распределенного на (0,1)
R

R<W
c

Выбор нового узла j

n =1j

нет

Расчет энергии новой
конфигурации с n =1, n=0j i

Расчет вероятности

движения W
m

i jg

Генерация случайного
числа , равномерно

распределенного на (0,1)
R

R<W
m

Расчет энергии новой
конфигурации сE n=0N-1 i

Расчет вероятности

уничтожения W
a

Генерация случайного
числа , равномерно

распределенного на (0,1)
R

R<W
a

нет

да

нет

да

да

да

нет

Расчет мгновенных значений энергии,
числа частиц и других величин
на текущем шаге Монте-Карло

Переход к следующему

шагу Монте-Карло

�èñ. 10.35: Ñõåìà àëãîðèòìà ÌÊ äëÿ ðàñ÷åòà ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà



398 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎðåàëèçàöèè ðîæäåíèÿ W c ñîãëàñíî (10.183). Äàëåå ïðîèñõîäèò ãåíåðà-öèÿ ñëó÷àéíîãî ÷èñëà R, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî íà îòðåçêå (0, 1),è åñëè W c > R, íîâàÿ êîí�èãóðàöèÿ ïðèíèìàåòñÿ, åñëè íåò, ÷àñòèöà íàóçëå i íå ðîæäàåòñÿ. Âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðîèçîøëî ëè ðîæäåíèå÷àñòèöû íà óçëå i èëè íåò, ïðîèñõîäèò âû÷èñëåíèå è çàïîìèíàíèå â ñî-îòâåòñòâóþùèå ìàññèâû ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé âñåõ ðàññ÷èòûâàåìûõ âàëãîðèòìå �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí íà äàííîì øàãå àëãîðèòìà.Åñëè âûáðàí ïîäïðîöåññ óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèöû, òî ñëó÷àéíûì îáðà-çîì îïðåäåëÿåòñÿ îäèí óçåë i èç âñåõ çàïîëíåííûõ óçëîâ ðåøåòêè (âåðî-ÿòíîñòü âûáîðà êîíêðåòíîãî óçëà áóäåò, òàêèì îáðàçîì, pa = 1/N , ãäå
N � ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå íà äàííûé ìîìåíò). Çàòåì ðàññ÷èòûâàþò-ñÿ ýíåðãèÿ íîâîãî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì ni = 0, è âåðîÿòíîñòü ðåàëèçà-öèè óíè÷òîæåíèÿW a ñîãëàñíî (10.183). Äàëåå ïðîèñõîäèò ãåíåðàöèÿ ñëó-÷àéíîãî ÷èñëà R, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî íà îòðåçêå (0, 1), è åñëè
W a > R, ÷àñòèöà íà óçëå i óíè÷òîæàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îñòàåòñÿòåêóùåå ÷èñëî ÷àñòèö. Âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðîèçîøëî ëè óíè÷òî-æåíèå ÷àñòèöû íà óçëå i èëè íåò, ïðîèñõîäèò âû÷èñëåíèå è çàïîìèíàíèåâ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàññèâû ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé âñåõ ðàññ÷èòûâàåìûõâ àëãîðèòìå �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí íà äàííîì øàãå àëãîðèòìà.×èñëî øàãîâ â àëãîðèòìå ÌÊ îïðåäåëÿåòñÿ äîñòèæåíèåì íåîáõîäè-ìîé ñõîäèìîñòè ðàññ÷èòûâàåìûõ âåëè÷èí. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòàáóäåò îáñóæäàòüñÿ äàëåå.Äëÿ ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà ïðîöåäóðà ÌÊ ïîçâîëÿåò ïðè ëþáîìâèäå ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Vij ðàññ÷èòàòü �àçîâóþ äèàãðàììó�æèäêîñòü � ãàç�, è, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîèòü èçîòåðìû. Ïîðÿäîê ðàñ÷å-òà èçîòåðì ñëåäóþùèé. Ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå T ìåíÿåòñÿ âíåøíèéïàðàìåòð � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ â (10.169). Êàæäûé ðàñ÷åò ÌÊ ïðèêîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ µ è T îïðåäåëÿåò ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö 〈N〉 âñèñòåìå, è, ñîîòâåòñòâåííî, ïëîòíîñòü ρ (µ) = ρ (〈N〉) = 〈N〉

Na
. Èç çàâèñè-ìîñòè ρ (µ) âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå äàâëåíèÿ, êîòîðîå, ñîãëàñíî (10.173),ìîæíî ïðåäñòàâèòü íå òîëüêî êàê �óíêöèþ ρ, íî è êàê �óíêöèþ µ (ñ
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P (µ) =

µ∫

µ0

ρ(µ′)dµ′ + C. (10.186)Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà µ0 ñëåäóåò âûáèðàòü êàê íèæíþþ ãðàíèöó îáëàñòèñêàíèðîâàíèÿ ïî µ, ýòó âåëè÷èíó ìîæíî, íàïðèìåð, âûáðàòü ñîãëàñíîïðèáëèæåíèþ ñðåäíåãî ïîëÿ (10.175) êàê çíà÷åíèå õèìè÷åñêîãî ïîòåí-öèàëà, îòâå÷àþùåå äîñòàòî÷íî ìàëîé ïëîòíîñòè ρ = ρmin ≤ 0.1:
µ0 = −ρminu (0) − T ln

(
1

ρmin
− 1

)
. (10.187)Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ (10.175),âåëè÷èíà äàâëåíèÿ â ýòîé òî÷êå òàêæå áóäåò ìàëà, ïîýòîìó ñ õîðîøåéòî÷íîñòüþ àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé â (10.187) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Òàêèì îáðàçîì, ðàññ÷èòûâàÿ äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé µ ïðè ïîñòîÿííîéòåìïåðàòóðå T ïëîòíîñòü ρ è, ñîîòâåòñòâåííî, åäèíè÷íûé îáúåì v = 1

ρ
,è âû÷èñëÿÿ äàâëåíèå P ñîãëàñíî (10.186), ìîæíî ïîñòðîèòü èçîòåðìû âìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà.Íà �èñ. 10.36 ïîêàçàíû ðàññ÷èòàííûå ìåòîäîì ÌÊ èçîòåðìû ðåøå-òî÷íîãî ãàçà äëÿ äâóìåðíîé ðåøåòêè 100×100. Äëÿ ðàñ÷åòà áûë âûáðàíïîòåíöèàë Ëåííàðäà � Äæîíñà (10.170) ñ ïàðàìåòðàìè ε = 1, σ = 3(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû è òåìïåðàòóðû â çà-äà÷å îáåçðàçìåðåíû íà âåëè÷èíó ∼ 0.01 ýÂ è ðàçìåð ïðîñòðàíñòâåííîéÿ÷åéêè â ìîäåëè ðàâåí 1 �A). Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàðîäûøà æèäêîé �àçûâ ñèñòåìó ââîäèëàñü îäíà ïðèìåñü â âèäå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñ ïîòåí-öèàëîì ïðèòÿæåíèÿ Vimp (r) = −2ch−2(r). Äàâëåíèå P ðàññ÷èòûâàëîñüèç ñîîòíîøåíèÿ (10.186), ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ C îïðåäåëÿëàñü èç ìè-íèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ0

∼= −0.2 ÷ −0.25, ïðèêîòîðîì ïëîòíîñòü ïðàêòè÷åñêè áûëà ðàâíà íóëþ. Â ýòîì ïðåäåëå, ñî-ãëàñíî (10.174) � (10.175), íàõîäèì
C = P (µ0)|ρmin→0

∼= Teµ0/T . (10.188)



400 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÌîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ õèìè÷åñêîãî ïî-òåíöèàëà µ, íà÷èíàÿ îò çíà÷åíèÿ µ0, ñ øàãîì 0.001. �àñ÷åò ñîñòîÿë èç
∼ 107 ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ ÌÊ äëÿ êàæäîé òî÷êè íà ãðà�èêàõ. Íà�èñ. 10.36 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû äëÿ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû ñè-ñòåìû. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåí åäèíè÷íûé îáúåì v = 1

ρ
.Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå äàííûå. Ïðè äîñòàòî÷íî íèçêîé òåìïå-ðàòóðå T = 1.3 (ñì. �èñ. 10.36, a) â äèàïàçîíå 20 < v < 1300,1.0322 <

P < 1.0328 çàìåòíà îáëàñòü íåîäíîçíà÷íîñòè, â êîòîðîé ñèñòåìà ìîæåòíàõîäèòüñÿ êàê â æèäêîé ïëîòíîé �àçå (v ∼ 20), òàê è â ìåíåå ïëîòíîéãàçîîáðàçíîé (v ∼ 1300). Ïðè ðàñ÷åòå â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ñëó-÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö çàðîäûø æèäêîé �àçû ëèáî çàöåïëÿëñÿçà äîñòàòî÷íî ñëàáóþ ââåäåííóþ â ìîäåëü ïðèìåñü Vimp, ëèáî íå óñïåâàëýòîãî ñäåëàòü, ÷òî ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ îáåèõ �àç íà ãðà�èêå. Åñëè áûïðèìåñåé áûëî áîëüøå, òî ñèñòåìà ñðàçó ïåðåøëà áû â ïëîòíóþ æèäêóþ�àçó, è ïîëó÷èòü âàí-äåð-âààëüñîâñêèå âåòâè íå óäàëîñü áû.Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû äî T = 1.4 (ñì. �èñ. 10.36, b) îáëàñòüíåîäíîçíà÷íîñòè çàìåòíî ñæèìàåòñÿ ïî äèàïàçîíó îáúåìîâ, òåïåðü 25 <

v < 800, è çàòåì ïðè áîëåå âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ (ñì. �èñ. 10.36, è 10.21, d) èñ÷åçàåò, òàê ÷òî ñèñòåìà âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ â ãàçîîáðàçíîé�àçå. Çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû â òðèêðèòè÷åñêîé òî÷êå ìîæíî îöåíèòü êàê
Tc ≈ 1.5, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàñ÷åòîì â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãîïîëÿ.Ìîäåëèðîâàíèå âèõðåâîé ñòðóêòóðû â âûñîêîòåìïåðàòóðíûõñâåðõïðîâîäíèêàõÇäåñü ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî ñëîæíûé ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîìÌÊ � ðàñ÷åò ðåøåòêè Àáðèêîñîâà â ñâåðõïðîâîäíèêàõ. Äåëî â òîì, ÷òîäëÿ êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ, íàáëþäàåìûõýêñïåðèìåíòàëüíî â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè, îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäè-ìûì ââåñòè â ñõåìó ÌÊ íåñêîëüêî �ñîðòîâ� ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõìåæäó ñîáîé, è êîëè÷åñòâî ïîäïðîöåññîâ â àëãîðèòìå âîçðàñòàåò. Áîëåå
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a b
 d

�èñ. 10.36: Èçîòåðìû ðåøåòî÷íîãî ãàçà äëÿ äâóìåðíîé ðåøåòêè 100×100,ðàññ÷èòàííûå ìåòîäîì ÌÊ ïðè òåìïåðàòóðå: a) T = 1.3; b) T = 1.4; )
T = 1.45; d) T = 1.55



402 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
0 Hc1 Hc2 H0 Hc1 Hc2 H00

B -4 Mpa) b)

�èñ. 10.37: Êðèâûå íàìàãíè÷èâàíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà: a)çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîé èíäóêöèè B îò âíåøíåãî ïîëÿ H0; ïðè H < Hc1

B = 0 � ìåéññíåðîâñêîå ñîñòîÿíèå; b) çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ìàãíèòíîãîìîìåíòà îò H0; M = B−H
4π

ïðè H < Hc1òîãî, êîððåêòíûé ó÷åò ãðàíèöû ñâåðõïðîâîäíèêà ïðèâîäèò ê äîïîëíè-òåëüíûì ñëîæíîñòÿì. Ïîêàæåì, êàê â òàêîé ñèòóàöèè ðåàëèçîâàòü ñõåìóÌÊ è ïðàâèëüíî ó÷åñòü äåòàëüíûé áàëàíñ.Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè è íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå è ýêñïåðè-ìåíòàëüíûå äàííûå Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ìàòåìàòè÷åñêèì àñ-ïåêòàì ïðîáëåìû, êðàòêî îïèøåì äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ �èçè÷åñêóþ ïî-ñòàíîâêó çàäà÷è, ïðè ýòîì íå áóäåì êàñàòüñÿ îïèñàíèÿ ñàìîãî ÿâëåíèÿñâåðõïðîâîäèìîñòè (ïîäðîáíîñòè ñì., íàïðèìåð, â [19, 20℄).Èçâåñòíî, ÷òî â ñâåðõïðîâîäíèêàõ âòîðîãî ðîäà (òèïè÷íûå ïðåäñòà-âèòåëè òàêèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ � NbN, Nb3Sn, NbTi, à òàêæå âñå âû-ñîêîòåìïåðàòóðíûå ñîåäèíåíèÿ) ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ
Hc1 < H < Hc2 (Hc1 ∼ 100÷400 Ý; Hc2 ∼ 20÷100 Òë) ñóùåñòâóåò, ïîìè-ìî ìåéññíåðîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ èäåàëüíûì äèàìàã-íåòèçìîì, òàê íàçûâàåìîå ñìåøàííîå èëè âèõðåâîå ñîñòîÿíèå. Êðèâûåíàìàãíè÷èâàíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà ïîêàçàíû íà �èñ. 10.37.Ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðîíèêíîâåíèåììàãíèòíîãî ïîòîêà â îáëàñòü ñâåðõïðîâîäíèêà, ïðè ýòîì ïðîíèêíîâåíèåïðîèñõîäèò ÷åðåç îáëàñòè íîðìàëüíîé �àçû öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè,
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r

H

x
l

| |y
2

�èñ. 10.38: Ñòðóêòóðà âèõðÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå. �àñïðåäåëåíèå ïàðàìåò-ðà ïîðÿäêà |ψ|2 ñâåðõïðîâîäíèêà è ñîçäàâàåìîãî âèõðåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ(ñì. (10.189)). Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü � êîð âèõðÿ � îáëàñòü íîðìàëü-íîãî ñîñòîÿíèÿíàçûâàåìûå �ëþêñîèäàìè, èëè âèõðÿìè Àáðèêîñîâà, ïî èìåíè ðîññèé-ñêîãî ó÷åíîãî, ëàóðåàòà Íîáåëåâñêîé ïðåìèè À.À. Àáðèêîñîâà, ïðåäñêà-çàâøåãî è îïèñàâøåãî ýòî �èçè÷åñêîå ÿâëåíèå.�àçìåð íîðìàëüíîé îáëàñòè (ê�îðà âèõðÿ) ìàë (ξ ∼ 50 ÷ 100 �A),ïðè ýòîì âèõðü îêðóæåí âèõðåâûìè ýêðàíèðóþùèìè òîêàìè íà ãîðàçäîáîëüøåì ðàññòîÿíèè λ ∼ 2000 �A(�èñ. 10.38).Âåëè÷èíà ξ íàçûâàåòñÿ ñâåðõïðîâîäÿùåé êîððåëÿöèîííîé äëèíîé, à λ� ãëóáèíîé ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âíóòðè âèõðÿ, â íîðìàëü-íîé îáëàñòè, ìàãíèòíîå ïîëå ìàêñèìàëüíî, âíå âèõðÿ îíî ñïàäàåò íàðàññòîÿíèè ∼ λ. Êàæäûé âèõðü íåñåò â ñåáå êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà
Φ0=

π~c
e

= 2.07× 10−7 �ñ · ñì2, ïðè ýòîì ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ â ïëîñ-êîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ìàãíèòíîìó ïîëþ, âèõðè îáðàçóþò ïëîñêóþòðåóãîëüíóþ ñòðóêòóðó (�èñ. 10.39), è äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü âèõðåé nfîïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê ÷òî nf = B/Φ0.�àñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ êàê �óíêöèè ðàäèàëüíîãî ðàññòîÿ-íèÿ îò öåíòðà âèõðÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþ-ùåìó ñîîòíîøåíèþ:
B (ρ) =

Φ0

2πλ2
K0

(ρ
λ

)
, (10.189)
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�èñ. 10.39: Âèõðåâîå ñîñòîÿíèå ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà. Âèõðè îá-ðàçóþò ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó. Â ñåðäöåâèíàõ âèõðåé � íîð-ìàëüíîå ñîñòîÿíèåãäåK0 � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà (èëè �óíêöèÿ Áåññåëÿ ìíèìîãî àðãóìåí-òà), ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà îíà ëîãàðè�ìè÷åñêè âîçðàñòàåò, àïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýêñïîíåíöèàëüíî ïàäàåò:
K0(x)|x→0 ≈ ln

(
1

x

)
; K0(x)|x→∞ ≈

√
2

πx
e−x. (10.190)Ýêñïåðèìåíòàëüíî ðåøåòêó Àáðèêîñîâà íàïðÿìóþ íàáëþäàþò íà ñêî-ëàõ êðèñòàëëîâ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ìåòîäîì ìàãíèòíîãî äåêîðèðîâàíèÿ(ðàñïûëåíèåì ìåëêîäèñïåðñíîãî �åððîìàãíèòíîãî ïîðîøêà). Òàêæå âèõ-ðåâûå ñòðóêòóðû ìîæíî àíàëèçèðîâàòü ïî äè�ðàêöèè íåéòðîíîâ íàäñâåðõïðîâîäíèêîì áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ó íåéòðîíà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà.Áîëåå ñîâðåìåííûå ìåòîäû íàáëþäåíèÿ âèõðåâîé ðåøåòêè � ìþîííàÿñïåêòðîñêîïèÿ (ðàñïàä ìþîíà â òâåðäîì òåëå µ+ → e+ + γµ + γe), ìàãíè-òîîïòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ íà îñíîâå ý��åêòà Ôàðàäåÿ è ñêàíèðóþùàÿõîëëîâñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ (ñèñòåìû ìèíèàòþðíûõ õîëëîâñêèõ äàò÷èêîâ).Êðèâûå íàìàãíè÷èâàíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà (ñì. �èñ. 10.37, b) ýêñïå-ðèìåíòàëüíî ïîëó÷àþò íàïðÿìóþ, èçìåðÿÿ åãî îòêëèê íà âíåøíåå ïîëå� ìàãíèòíûé ìîìåíò

M =
B −H

4π
. (10.191)Èññëåäîâàíèå âèõðåâîãî ñîñòîÿíèÿ â ñâåðõïðîâîäíèêàõ � ÷ðåçâû÷àé-



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 405íî àêòóàëüíàÿ çàäà÷à, òàê êàê âñå ïåðñïåêòèâíûå ñâåðõïðîâîäÿùèå ñî-åäèíåíèÿ, â òîì ÷èñëå è îòêðûòûå â 1986 ã. âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ñâåðõ-ïðîâîäíèêè (ÂÒÑÏ), ÿâëÿþòñÿ ñâåðõïðîâîäíèêàìè âòîðîãî ðîäà. Ïðèíàëè÷èè òðàíñïîðòíîãî òîêà â ñâåðõïðîâîäíèêå ñîáñòâåííîå ïîëå òîêà,êàê ïðàâèëî, áîëüøå íèæíåãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc1, è ñâåðõïðîâîä-íèê ñðàçó æå ïåðåõîäèò â âèõðåâîå ñîñòîÿíèå. Âñå òðàíñïîðòíûå è ìàã-íèòíûå ñâîéñòâà ñâåðõïðîâîäíèêîâ, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿþòñÿ äèíà-ìèêîé âèõðåâîé ñòðóêòóðû êâàíòîâ ìàãíèòíîãî ïîòîêà, âçàèìîäåéñòâèåêîòîðûõ ìåæäó ñîáîé, ñ äå�åêòàìè è ñ ãðàíèöåé ñâåðõïðîâîäíèêà îïðå-äåëÿåò âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîãî òîêà, îìè÷åñêèå è ãèñòåðåçèñíûå ïîòåðè,�îðìó âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè è ïåòåëü ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ.Îñîáûé ñëó÷àé � âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ñîåäèíåíèÿ, êîòîðûå õàðàê-òåðèçóþòñÿ ñèëüíîé àíèçîòðîïèåé ïðîâîäÿùèõ è ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñâîéñòâ.Äëÿ çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ âèõðåâîé ñòðóêòóðû óïðîùåííî ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü òàêîé ñâåðõïðîâîäíèê êàê íàáîð ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñëîåâ (ïëîñ-êîñòåé), âäîëü êîòîðûõ ñâåðõïðîâîäÿùèå ñâîéñòâà âûñîêè, à ìåæñëîåâîåïðîñòðàíñòâî èìååò ñóùåñòâåííî ïîäàâëåííûå ñâåðõïðîâîäÿùèå õàðàê-òåðèñòèêè. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïðè íàïðàâëåíèè ìàãíèòíîãî ïî-ëÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ñëîÿì.Âèõðü Àáðèêîñîâà, ïðåäñòàâëÿþùèé èç ñåáÿ âèõðåâîé òîê, ïðîíèçû-âàþùèé ñâåðõïðîâîäÿùèå ñëîè (�èñ. 10.40), èìååò ñóùåñòâåííî ðàçíûåóïðóãèå ñâîéñòâà âíóòðè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñëîÿ è âíå åãî, òàêîìó ìàã-íèòíîìó îáðàçîâàíèþ ìîæíî ïðèïèñàòü òåíçîð óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ. Âíåñëîÿ âèõðü áîëåå �ðûõëûé�, à âíóòðè èìååò áîëåå âûñîêèå óïðóãèå ñâîé-ñòâà. Ïðè âîçðàñòàíèè òåìïåðàòóðû âèõðè íà÷èíàþò ïåðåïëåòàòüñÿ âíåñâåðõïðîâîäÿùèõ ñëîåâ, òåðÿþò óïîðÿäî÷åíèå è ìåæñëîåâóþ êîãåðåíò-íîñòü (ñì. �èñ. 10.40), â òî âðåìÿ êàê âíóòðè ñëîåâ âñå åùå ñîõðàíÿåòñÿóïîðÿäî÷åíèå (òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà) (òàê íàçûâàåìûé �àçîâûé ïåðåõîä¾3D � 2D¿ èëè deoupling). Ïðè òåìïåðàòóðàõ T ≥ 10 Ê, íà ïîðÿäîêáîëåå íèçêèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ êðèòè÷åñêîé (à â âèñìóòîâûõ ÂÒÑÏ, íà-ïðèìåð â Bi2Sr2Ca2Cu3O10, êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà Tc ≈ 110 Ê),
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a b

�èñ. 10.40: Âèõðü Àáðèêîñîâà èìååò ñóùåñòâåííî ðàçíûå óïðóãèå ñâîé-ñòâà âíóòðè ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñëîåâ (çàøòðèõîâàííûå îáëàñòè) è âíå èõ.Ñëó÷àé a îòâå÷àåò òåìïåðàòóðå T ≪ Tc; ïðè âîçðàñòàíèè òåìïåðàòóðûäî çíà÷åíèé T ∼ Tc (ñëó÷àé b) âèõðè íà÷èíàþò ïåðåïëåòàòüñÿ âíå ñâåðõ-ïðîâîäÿùèõ ñëîåâ, â òî âðåìÿ êàê âíóòðè ñëîåâ âñå åùå ñîõðàíÿåòñÿòðåóãîëüíàÿ ðåøåòêàñèñòåìà ïðàêòè÷åñêè ïðåâðàùàåòñÿ â ñîâîêóïíîñòü íåâçàèìîäåéñòâóþ-ùèõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñëîåâ, âíóòðè êîòîðûõ ïðîíèçûâàþùèå èõ ÷àñòèâèõðåé èìåþò âèä ïëîñêèõ �áëèíîâ� (�panakes�), êîòîðûå ñèëüíî âçàèìî-äåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì âíóòðè ñëîÿ è ïðàêòè÷åñêè íå âçàèìîäåéñòâóþòñ ñîñåäíèìè ñëîÿìè.Âûáðàâ îäèí èç ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñëîåâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ, ìîæíî íà-ïèñàòü ìîäåëüíûé ãàìèëüòîíèàí äëÿ ïëîñêèõ âèõðåé (panakes) è ñ�îð-ìóëèðîâàòü àëãîðèòì ÌÊ äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Òàê êàê èç-çà ïîòåðè êî-ãåðåíòíîñòè ìåæäó ñëîÿìè âêëàä êàæäîãî ñëîÿ â îáùèå ñâîéñòâà ñè-ñòåìû áóäåò àääèòèâåí, òî ìîäåëèðîâàíèå îäíîé ïëîñêîñòè ñ õîðîøåéòî÷íîñòüþ áóäåò àíàëîãè÷íî ðàñ÷åòó óñðåäíåííîãî îòêëèêà âñåõ ñëîåâ.Êàê áóäåò âèäíî äàëåå, èç-çà ñëîæíîñòè âçàèìîäåéñòâèé äàííàÿ çàäà÷àïðèíöèïèàëüíî íå ïîääàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Òàêóþ ñèëüíî-êîððåëèðîâàííóþ äâóìåðíóþ çàäà÷ó íàèáîëåå êîððåêòíî ðàññ÷èòûâàòü÷èñëåííûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.Ïðåæäå âñåãî ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííîé ýíåðãèè âèõðåé,



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 407ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ âèõðåé ìåæäó ñîáîé, ñ äå�åêòàìè ñòðóêòóðû è ñãðàíèöåé ñâåðõïðîâîäíèêà (ñì. [19, 20℄). Â ìîäåëè òàêæå áóäåò èñïîëüçî-âàòüñÿ ñëåäóþùàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿìàãíèòíîãî ïîëÿ îò òåìïåðàòóðû, õîðîøî àïïðîêñèìèðóþùàÿ ýêñïåðè-ìåíòàëüíûå äàííûå ïî âèñìóòîâûì ÂÒÑÏ:
λ ≡ λ (T ) = λ0

(
1 −

(
T

Tc

)3.3
)−1/2

; λ0 ≡ λ (T = 0) . (10.192)Òàêàÿ æå òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ è ó ñâåðõïðîâîäÿ-ùåé äëèíû, ïðè ýòîì îáîçíà÷àþò ξ(T = 0) ≡ ξ0.Ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ âèõðåâîé íèòè (íà åäèíèöó äëèíû íèòè) ðàâíà(ñì., íàïðèìåð, [49℄)
ε =

(
Φ0

4πλ

)2(
ln
λ0

ξ0
+ 0.52

)
, (10.193)ýòî ýíåðãèÿ, çàêëþ÷åííàÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, ïðîíèçûâàþùåì íîðìàëü-íóþ îáëàñòü (êîð) âèõðÿ.Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ âèõðåâûõ íèòåé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-ùèì âûðàæåíèåì:

Uij = U0K0

(rij
λ

)
; U0 =

(−→
Φ 0

)
1

(−→
Φ 0

)
2

8π2λ2
δ, (10.194)ãäå δ � òîëùèíà ñâåðõïðîâîäÿùåãî ñëîÿ, −→Φ 0=Φ0

−→n ; n = ±1 � çíàê ìàã-íèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâøåãî âèõðü. Êàê âèäíî èç (10.194), âèõðè îäíîãîçíàêà îòòàëêèâàþòñÿ (Uij > 0), êàê è ïîëàãàåòñÿ âèõðåâûì òîêàì ñ îäè-íàêîâûì íàïðàâëåíèåì çàêðóòêè (�èñ. 10.41).Õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ìåæâèõðåâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ � äëèíà λ. Ýòàâåëè÷èíà òàêæå îòðàæàåò îáùèé õàðàêòåðíûé ìàñøòàá âñåõ âçàèìîäåé-ñòâèé â ñèñòåìå.Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ óåäèíåííîãî âèõðÿ ñ ïëîñêîé ãðàíèöåé ñâåðõ-ïðîâîäíèêà
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+_ _ _�èñ. 10.41: Âçàèìîäåéñòâèå âèõðåé. Âèõðè ðàçíûõ çíàêîâ ïðèòÿãèâàþò-ñÿ, îäíîãî çíàêà � îòòàëêèâàþòñÿ

+_

�èñ. 10.42: Âçàèìîäåéñòâèå âèõðÿ ñ ïëîñêîé ãðàíèöåé ñâåðõïðîâîäíèêààíàëîãè÷íî âçàèìîäåéñòâèþ âèõðÿ ñî ñâîèì çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì
Usurf (x) = −1

2
U0K0

(
2x

λ

)
, (10.195)ãäå x � ðàññòîÿíèå îò âèõðÿ äî ãðàíèöû (�èñ. 10.42).Âçàèìîäåéñòâèå âèõðÿ ñ ãðàíèöåé ìîæíî ñâåñòè ê âçàèìîäåéñòâèþâèõðÿ ñî ñâîèì çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì � âèõðåì ïðîòèâîïîëîæíî-ãî çíàêà � àíòèâèõðåì. Êàê ñëåäóåò èç (10.185), âèõðü ïðèòÿãèâàåòñÿ êãðàíèöå.Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òàêæå âçàèìîäåéñòâèå âèõðÿ ñ äå�åêòàìè.Äå�åêòû â äàííîé ìîäåëè áóäóò ïðåäñòàâëÿòüñÿ êàê ëîêàëüíûå îáëàñòèñ ïîíèæåííûìè èëè íóëåâûìè ñâåðõïðîâîäÿùèìè ñâîéñòâàìè, è, ñîîò-âåòñòâåííî, íàëè÷èå òàêèõ îáëàñòåé ýíåðãåòè÷åñêè íåâûãîäíî äëÿ ñâåðõ-ïðîâîäÿùåãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîíèçèòü ýíåðãèþ ñèñòåìû �âèõðü � äå�åêò�âîçìîæíî, åñëè âèõðü ñîâìåñòèò ñâîé êîð ñ äå�åêòîì (�èñ. 10.43). Ýòîïðèâåäåò ê ý��åêòèâíîìó ïðèòÿæåíèþ âèõðÿ ê äå�åêòó è çàöåïëåíèþåãî íà äå�åêòå, ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïèííèíãîì (îò àíãë. pin � áóëàâ-
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_ _

�èñ. 10.43: Ïðèòÿæåíèå âèõðÿ ê äå�åêòóêà). Â ðåçóëüòàòå êàæäûé äå�åêò îòíîñèòåëüíî âèõðåâîé ñèñòåìû ìîæíîòðàêòîâàòü êàê ëîêàëüíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó.Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å áóäåò âûáðàí ñëåäóþùèé âèä âçàèìîäåé-ñòâèÿ âèõðÿ ñ äå�åêòîì:
Up (r) = −α |U0(T )| 1

r
ξ

+ 1
e−

r
2ξ , (10.196)ãäå α � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ãëóáèíó ïîòåíöèàëü-íîé ÿìû äå�åêòà; r � ðàññòîÿíèå ìåæäó âèõðåì è äå�åêòîì. Òàêîé âûáîðâçàèìîäåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà òîëüêî îäèí âèõðü ìîæåòçàöåïèòüñÿ çà äå�åêò. ßâëåíèå ïèííèíãà âèõðåâîé ðåøåòêè âàæíî äëÿîïèñàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû, òàê êàê ïðè íàëè÷èè òðàíñ-ïîðòíîãî òîêà çàïèííèíãîâàííûå âèõðè íå ñäâèãàþòñÿ ñèëîé Ëîðåíöà,è â ñèñòåìå íå ïðîèñõîäèò äèññèïàöèè ýíåðãèè âïëîòü äî êðèòè÷åñêèõçíà÷åíèé òîêà. Òàêæå ïðè ïåðåìàãíè÷èâàíèè ñèñòåìû çàöåïëåííûå äå-�åêòàìè âèõðè, èìåþùèå ïðîòèâîïîëîæíûé ïîëþ çíàê, áóäóò îñòàâàòü-ñÿ â ñèñòåìå (òàê íàçûâàåìûé çàìîðîæåííûé ïîòîê), ÷òî ïðèâîäèò êãèñòåðåçèñíûì ÿâëåíèÿì.Âçàèìîäåéñòâèå âèõðåé ñ ìåéññíåðîâñêèì òîêîì íà ãðàíèöå (�èñ. 10.44)è òðàíñïîðòíûì òîêîì îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ ëþáûìâíåøíèì òîêîì ïëîòíîñòüþ −→

j âèõðü âçàèìîäåéñòâóåò ïîñðåäñòâîì ñèëûËîðåíöà, ïîýòîìó íà åäèíèöó äëèíû âèõðÿ èìååì
fL =

1

c

[−→
j ,

−→
Φ 0

]
. (10.197)Ìåéññíåðîâñêèé òîê jM (x), ñîçäàííûé âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì H0,



410 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
_H0 fL

�èñ. 10.44: Ìåéññíåðîâñêèé òîê, ñîçäàííûé âíåøíèì ïîëåì H0, îòòàëêè-âàåò âèõðü îò ïîâåðõíîñòèïðîíèêàþùèì âãëóáü ñâåðõïðîâîäíèêà íà äëèíó ∼ λ (H (x) = H0e
−x/λ),îòòàëêèâàåò âèõðü îò ãðàíèöû, ïðè ýòîì ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âèõðÿñ òàêèì òîêîì íà ðàññòîÿíèè x îò ïëîñêîé ãðàíèöû ðàâíà ðàáîòå WMòîêà íàä âèõðåì ïî ïåðåìåùåíèþ âèõðÿ îò ãðàíèöû íà ðàññòîÿíèå x,âçÿòîé ñ îáðàòíûì çíàêîì:

UM = −WM =

x∫

0

fL(x′)dx′ =
H0Φ0

4π

(
e−x/λ − 1

)
. (10.198)Ïëîòíîñòü òðàíñïîðòíîãî òîêà íåðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî ñå÷å-íèþ ñâåðõïðîâîäíèêà, ïîýòîìó ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ âèõðåé ñ òðàíñ-ïîðòíûì òîêîì UT ñëåäóåò ðàññ÷èòûâàòü â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðèèñèñòåìû. Äàëåå êîíêðåòèçèðóåì ýòî âçàèìîäåéñòâèå.Îêîí÷àòåëüíî ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ìîäåëü ñèñòåìû âèõðåé â ïëîñ-êîì ñâåðõïðîâîäÿùåì ñëîå ÂÒÑÏ òîëùèíîé δ, ïðåäñòàâèâ èõ êàê àí-ñàìáëü êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö íà ïëîñêîñòè, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäóñîáîé, ñ äå�åêòàìè, ãðàíèöåé è òîêàìè ñîãëàñíî âñåì âûøåïåðå÷èñëåí-íûì âçàèìîäåéñòâèÿì:

Ĥ = Nδε +
1

2

∑

i6=j
Uij +

∑

ijim

Up
(
rijim

)
+ Usurf + δ (UM + UT ) , (10.199)
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Ly

d
d

H

�èñ. 10.45: Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåéÂÒÑÏ-ïëàñòèíûçäåñü N � ÷èñëî âèõðåé â ñèñòåìå; rijim
= |ri − rjim | � ðàññòîÿíèå îò i-ãîâèõðÿ äî jim-ãî ïðèìåñíîãî öåíòðà. Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü (10.199) ñ�îð-ìóëèðîâàíà äëÿ ïåðåìåííîãî ÷èñëà âèõðåé, ò.å. äëÿ óñëîâèé áîëüøîãîêàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ.Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåé ÂÒÑÏ-ïëàñòèíû�àññìîòðèì ïðåäñòàâëåííóþ ðàíåå ìîäåëü âèõðåâîé ñèñòåìû (10.199)äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ ñâåðõïðîâîäíèêà â âèäå ïëîñêîé ïëàñòèíû êî-íå÷íîé òîëùèíû, ò.å. áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñâåðõïðîâîäÿùèå ñëîè ðàñïî-ëîæåíû â ïëîñêîñòè xy, âäîëü îñè x òîëùèíà ïëàñòèíû ðàâíà d (−d

2
<

x < d
2
), à âäîëü îñè y îáðàçåö ìíîãî áîëüøå ïî ðàçìåðàì: Ly ≫ d, èäëÿ óäîáñòâà âäîëü îñè y ââåäåíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ(�èñ. 10.45).Ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâèì ïî îñè z, ïåðïåíäèêóëÿðíî ñâåðõïðîâîäÿ-ùèì ñëîÿì è ïàðàëëåëüíî ïîâåðõíîñòè ãðàíèöû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ý�-�åêòîâ ðàçìàãíè÷èâàíèÿ [19, 20℄. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òîëùèíà ñâåðõ-ïðîâîäÿùåãî ñëîÿ âäîëü îñè z ìàëà è ñîïîñòàâèìà ñî ñâåðõïðîâîäÿùåéêîððåëÿöèîííîé äëèíîé, δ ∼ ξ ≪ λ, â òî âðåìÿ êàê òîëùèíà ïëàñòèíû



412 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎâäîëü îñè x � ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ âåëè÷èíà: d ∼ 10÷ 20λ ∼ 20÷ 40 ìêì.�àññìîòðèì òåïåðü ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è âõî-äÿùèå â (10.199) ñëàãàåìûå, îòâå÷àþùèå çà âçàèìîäåéñòâèå âèõðåé ñ ïî-âåðõíîñòüþ ñâåðõïðîâîäíèêà è ñ òîêàìè è çàâèñÿùèå îò ãåîìåòðèè çàäà-÷è [49℄.Âçàèìîäåéñòâèå Usurf (10.195) äëÿ ñëó÷àÿ ïëàñòèíû òîëùèíû d ñ ãðà-íèöàìè x = −d
2
è x = d

2
ñòðîãî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà:

Usurf (x) = (10.200)
=
U0

2

(
2

∞∑

j=1

K0

(
2jd

λ

)
−
∞∑

j=0

(
K0

(
2x+ jd

λ

)
+K0

(
2 (d− x) + jd

λ

)))
,òî÷íî ó÷èòûâàþùåãî ãðàíè÷íîå óñëîâèå Bn (x = ±d) = 0. Åñëè ïëàñòèíàäîñòàòî÷íî øèðîêàÿ (d ≫ λ), òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ïåðâûìèñëàãàåìûìè ðÿäà ñ j = 0:

Usurf (x) = −1

2
U0

(
K0

(
2x

λ

)
+K0

(
2 (d− x)

λ

))
. (10.201)Ñëåäóåò ó÷åñòü òàêæå âçàèìîäåéñòâèå âèõðÿ ñ èçîáðàæåíèÿìè äðóãèõâèõðåé:

Usurf (ri, rj) = −1

2
U0K0




∣∣∣ri − r
(image)
j

∣∣∣
λ


 , (10.202)ãäå r(image) � ðàäèóñû-âåêòîðû èçîáðàæåíèé âèõðåé.�àñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ìåéññíåðîâñêîãî è òðàíñïîðòíîãî òîêîâ âïëàñòèíå (�èñ. 10.46) ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñëàãàåìûìè

j = −cH0

4πλ

sh (x/λ)

ch(d/2λ)
+
cHI

4πλ

ch (x/λ)

sh(d/2λ)
, (10.203)ãäå HI = 2πI

c
� ïîëå, ñîçäàâàåìîå òðàíñïîðòíûì òîêîì íà ïîâåðõíîñòèïëàñòèíû; I � ïîëíûé òîê ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïëàñòèíû [19, 20℄.
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aH, j

-d/2

d/2

H(x)

j(x)

H0
H0

x

H, j

-d/2

d/2

H(x)

j(x)HI

-HI

b

x

�èñ. 10.46: �àñïðåäåëåíèå â ñâåðõïðîâîäÿùåé ïëàñòèíå âíåøíåãî ìàã-íèòíîãî ïîëÿ è ñâÿçàííîãî ñ íèì òîêà (a); ðàñïðåäåëåíèå òðàíñïîðòíîãîòîêà è ñîçäàâàåìîãî èì ìàãíèòíîãî ïîëÿ (b)Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âèõðÿ ñ òîêàìè ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÷åðåç ðàáîòóñèëû Ëîðåíöà ∆WI íà åäèíèöó äëèíû âèõðÿ, ñîâåðøåííóþ òîêàìè íàäâèõðåì ïðè åãî ïåðåìåùåíèè îò êðàÿ ïëàñòèíû âãëóáü îáðàçöà [50℄:
− (UM + UT ) = ∆WI =

1

4π

x∫

±d/2

−→
j
−→
Φ 0dx =

=

−→
Φ 0

4π

[−→
H 0

(
1− ch (x/λ)

ch(d/2λ)

)
+
−→
H I

(
sh (x/λ)

sh(d/2λ)
∓ 1

)]
, (10.204)çíàê �ìèíóñ� ïåðåä åäèíèöåé áåðåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè âèõðü ïîÿâèë-ñÿ ñïðàâà (â ïîëîæèòåëüíîé îáëàñòè îñè x), ïëþñ � â ñëó÷àå ðîæäåíèÿâèõðÿ íà ëåâîì êðàþ ïëàñòèíû.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ âèõðÿ ñî ñâîèì èçîáðàæå-íèåì ó ãðàíèöû è âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ìåéññíåðîâñêèì òîêîì åñòåñòâåííûìîáðàçîì ìîäåëèðóåò èçâåñòíûé áàðüåð Áèíà � Ëèâèíãñòîíà äëÿ ïðîíèê-íîâåíèÿ âèõðÿ ñ ãðàíèöû îáðàçöà [20℄.Ýëåìåíòàðíûå øàãè ÌÊ ñëåäóåò äëÿ äàííîé çàäà÷è òàêæå ðàçáèòüíà íåñêîëüêî òèïîâ ïîäïðîöåññîâ. Äåëî â òîì, ÷òî â ñèñòåìå ìîãóò îä-íîâðåìåííî ñóùåñòâîâàòü âèõðè ðàçíûõ çíàêîâ. Ïðè ïåðåìàãíè÷èâàíèè(ò.å. ñìåíå çíàêà ïîëÿ èëè òîêà) âèõðè îäíîãî çíàêà, çàöåïëåííûå çà äå-�åêòû (�çàïèííèíãîâàííûå�), ìîãóò îñòàòüñÿ â ïëàñòèíå, â òî âðåìÿ êàê



414 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎâèõðè ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà, âîçíèêàþùèå ñ ãðàíèö ñâåðõïðîâîäíè-êà, íà÷íóò ïðîäâèãàòüñÿ âãëóáü ïëàñòèíû. Â òàêîé ñèòóàöèè âîçìîæíî,÷òî âèõðü è àíòèâèõðü ìîãóò îêàçàòüñÿ íà íåáîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóãîò äðóãà, è èì ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíî áóäåò àííèãèëèðîâàòü. Ñîîòâåò-ñòâåííî, ñëåäóåò äîïóñòèòü âîçìîæíîñòü òàêèõ ïîäïðîöåññîâ. Áîëåå òî-ãî, ñîãëàñíî �èñ. 10.46, â ïðèñóòñòâèè òðàíñïîðòíîãî òîêà îáÿçàòåëüíîâîçíèêàþò ñîçäàííûå ïîëåì òîêà âèõðè ðàçíûõ çíàêîâ, êîòîðûå áóäóòïðîíèêàòü âãëóáü ïëàñòèíû ñ ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèö, è âçàèìíî àííèãè-ëèðîâàòü âáëèçè öåíòðà ñèñòåìû.Ïåðå÷èñëèì âñå ïîäïðîöåññû, íåîáõîäèìûå äëÿ ñîçäàíèÿ ýðãîäè÷å-ñêîé ñõåìû ÌÊ äëÿ ý��åêòèâíîãî ïåðåáîðà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.1. Äâèæåíèå âèõðÿ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîäïðîöåññà èç èìåþùå-ãîñÿ ìàññèâà ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ âèõðü è äåëàåòñÿ ïîïûòêàïåðåìåñòèòü åãî íà ðàññòîÿíèå ∼ λ â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè. Âå-ðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó Ìåòðîïîëèñààíàëîãè÷íî (10.180).2. �îæäåíèå âèõðÿ. �Çîíà ðîæäåíèÿ� îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðèãðàíè÷íàÿïîëîñà øèðèíîé ∼ λ ñëåâà è ñïðàâà îò êðàåâ ïëàñòèíû, â êîòîðîé ìîæåòâîçíèêíóòü âèõðü. Âîçìîæíîñòè ñîçäàòü âèõðü èëè àíòèâèõðü âûáèðà-þòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, çàòåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì â çîíå ðîæäåíèÿâûáèðàåòñÿ òî÷êà ðîæäåíèÿ. Îáùàÿ âåðîÿòíîñòü ïîäïðîöåññà ðàññ÷èòû-âàåòñÿ àíàëîãè÷íî (10.183), òîëüêî âåðîÿòíîñòü îáðàùåíèÿ ê êîíêðåòíîéòî÷êå ðîæäåíèÿ âûáèðàåòñÿ â âèäå
pc =

1

λLy
, (10.205)ãäå â çíàìåíàòåëå ñòîèò âåëè÷èíà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïëîùàäè çîíû ðîæ-äåíèÿ.3. Îáðàòíûé ïîäïðîöåññó ðîæäåíèÿ âèõðÿ ïðîöåññ óíè÷òîæåíèÿâèõðÿ. �Çîíà óíè÷òîæåíèÿ� òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðèãðàíè÷íàÿ ïî-ëîñà øèðèíîé ∼ λ; èç ìàññèâà âèõðåé âûáèðàåòñÿ âèõðü èëè àíòèâèõðüè äåëàåòñÿ ïîïûòêà åãî óíè÷òîæèòü. Îáùàÿ âåðîÿòíîñòü ðàññ÷èòûâàåòñÿ



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 415àíàëîãè÷íî (10.183), âåðîÿòíîñòü îáðàùåíèÿ ê âèõðþ âûáèðàåòñÿ â âèäå
pa =

1

2N
, (10.206)ãäå N � ÷èñëî âèõðåé â ñèñòåìå íà äàííûé ìîìåíò. Ìíîæèòåëü 1/2 â âû-ðàæåíèè äëÿ pa ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò äâàñîðòà âèõðåé: òàê êàê ïðè ïðîöåäóðå ðîæäåíèÿ ñîðò âèõðÿ âûáèðàëñÿñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, à â äàííîé ïðîöåäóðå óíè÷òîæåíèå èäåò íåçàâèñè-ìî, èç îáùåãî ìàññèâà, äëÿ ïðàâèëüíîãî äåòàëüíîãî áàëàíñà íåîáõîäè-ìî ó÷åñòü ýòîò ìíîæèòåëü è â ïðîöåäóðå óíè÷òîæåíèÿ. Ìîæíî áûëî áûñäåëàòü ïî-äðóãîìó: îòäåëüíî ïðîâîäèòü ïðîöåäóðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òî-æåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ñîðòîâ âèõðåé, ñîçäàâ ñîîòâåòñòâóþùèå íåçàâèñèìûåïîäïðîöåññû, òîãäà äîïîëíèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé íå ïîÿâëÿåòñÿ.4. Àííèãèëÿöèÿ âèõðü-àíòèâèõðü. Ýòà ïðîöåäóðà íåîáõîäèìà äëÿý��åêòèâíîãî ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ ñèñòåìû, îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èçîñíîâíûõ â ñèñòåìå â ïðèñóòñòâèè òðàíñïîðòíîãî òîêà. Â ýòîì ñëó÷àåïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ïàðå âèõðåé, îäíîìó èç ìàññèâà âèõðåé N+ èäðóãîìó èç ìàññèâà àíòèâèõðåé N−, ñ âåðîÿòíîñòüþ îáðàùåíèÿ

pa =
1

N+N−
, (10.207)äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ, ðàñïîëîæåíû ëè âèõðü è àíòèâèõðü íà ìàëîì ðàññòî-ÿíèè ∼ 10ξ ≪ λ, è, åñëè ýòî òàê, äåëàåòñÿ ïîïûòêà óíè÷òîæåíèÿ ýòîéïàðû âèõðåé. Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (10.194), âèõðü è àíòèâèõðü ïðèòÿ-ãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó, íî óíè÷òîæåíèå ïàðû ïðèâåäåò òàêæå ê ïîíèæå-íèþ ýíåðãèè íà óäâîåííóþ ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ âèõðÿ 2ε (ñì. (10.193)).Îöåíêà ýòîãî ïðîöåññà äîëæíà ïðîèñõîäèòü ñîãëàñíî àëãîðèòìó Ìåòðî-ïîëèñà, íî, êàê ïðàâèëî, ïî÷òè ñ åäèíè÷íîé âåðîÿòíîñòüþ àííèãèëÿöèÿïðîèçîéäåò. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ñîáëþäåíèÿ äåòàëüíîãî áàëàíñà íåîáõîäè-ìî ââåñòè ïîäïðîöåññ, îáðàòíûé ïîäïðîöåññó àííèãèëÿöèè ïàðû � ðîæ-äåíèå ïàðû.5. �îæäåíèå ïàðû âèõðü-àíòèâèõðü. Â ýòîì ñëó÷àå ñëó÷àéíûì îá-ðàçîì âûáèðàåòñÿ ìåñòî â ïëàñòèíå äëÿ ðîæäåíèÿ ïàðû, çàòåì ïðåäïðè-



416 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎíèìàåòñÿ ïîïûòêà ñîçäàòü âèõðü â ýòîé òî÷êå è àíòèâèõðü â ñëó÷àéíîéòî÷êå (èëè íàîáîðîò) â îêðåñòíîñòè ∼ 10ξ îò òî÷êè ðîæäåíèÿ âèõðÿ.Âåðîÿòíîñòü îáðàùåíèÿ ê òî÷êàì ðîæäåíèÿ âèõðåé â ýòîì ñëó÷àå
pc =

1

100ξ2dLy
. (10.208)Âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî ïðÿ-ìîãî ïðîöåññà â ðàìêàõ äåòàëüíîãî áàëàíñà:

W c
N→N+2pc (N)PN = W a

N+2→Npa (N + 2)PN+2. (10.209)Îòñþäà
W c
N→N+2 =

{
W++
N , W++

N ≤ 1;

1, W++
N > 1;

(10.210)
W a
N→N−2 =

{
W−−
N , W−−

N ≤ 1;

1, W−−
N > 1;ãäå

W++
N = τ

pa (N + 2)

pc (N)

PN+2

PN
=

100τξ2dLy
(N+ + 1) (N− + 1)

e−β[E(N+2)−E(N)],

W−−
N =

1

τ

pc (N − 2)

pa (N)

PN−2

PN
=

N+N−
100τξ2dLy

e−β[E(N−2)−E(N)]Ñàì àëãîðèòì ÌÊ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.1. Ñîçäàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ íà÷àëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ âèõðåé, ðàññ÷è-òûâàåòñÿ èõ ýíåðãèÿ.2. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ îäèí èç ïÿòè ïîäïðîöåññîâ.3. Ïðîâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîöåäóðà âûáîðà âèõðÿ èëè ìåñòàäëÿ ðîæäåíèÿ èëè äâèæåíèÿ. �àññ÷èòûâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïåðå-õîäà W è ïîñëå ñðàâíåíèÿ W ñî ñëó÷àéíûì ÷èñëîì, ðàâíîìåðíîðàñïðåäåëåííûì íà (0, 1), ïðèíèìàåòñÿ èëè íåò íîâàÿ êîí�èãóðà-öèÿ.



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 4174. Ïðîèñõîäèò ñáîð èí�îðìàöèè äëÿ ðàñ÷åòà ñðåäíåé ýíåðãèè, ðàñ-ïðåäåëåíèÿ âèõðåé è èõ êîëè÷åñòâà.5. Ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó øàãó ÌÊ: âîçâðàò ê ï. 2.Â ÷àñòíîñòè, èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà âèõ-ðåé â òàêîé ãåîìåòðèè ðàññ÷èòûâàëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
B =

NΦ

S
+

2λH

d

(
1 − e−d/λ

)
, (10.211)ãäå S = dLy. Â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì â (10.211) îòðàæåí âêëàä ìåéñ-ñíåðîâñêèõ òîêîâ ó ãðàíèö ïëàñòèíû. Êðîìå òîãî, âìåñòî êâàíòà ïîòîêàâ (10.211) çàïèñàí ý��åêòèâíûé êâàíò âèõðÿ Φ, èñêàæàþùèéñÿ âáëèçèãðàíèöû ñâåðõïðîâîäíèêà [20, 49℄:

Φ (x) = Φ0


1−2

π

∞∫

x/λ

yK0 (y) arccos

(
x

yλ

)
dy


 . (10.212)�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ÂÒÑÏ-ïëàñòèíû Êðàòêî ðàñ-ñìîòðèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì ÌÊ äëÿ ÂÒÑÏ-ïëàñòèíû [49, 50, 55℄. Äëÿ ðàñ÷åòà âçÿòû ïàðàìåòðû, õàðàêòåðíûå äëÿñâåðõïðîâîäíèêà Âi2Sr2CaCu2O8: δ = 0.27 íì; λ0 = 180 íì; ξ0 = 2 íì;

Tc = 84 Ê. Òîëùèíà ïëàñòèíû áûëà âûáðàíà d = 3 ìêì; äèàïàçîí èç-ìåíåíèé âíåøíåãî ïîëÿ 0 ≤ |H| ≤ 0.1 Òë; ãëóáèíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìûäå�åêòà (öåíòðà ïèííèíãà) ðàâíÿëàñü ∼ 0.01 ýÂ.Ïðàêòè÷åñêè âñå �èçè÷åñêèå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ âèõðåâîé ñèñòå-ìû â ñâåðõïðîâîäíèêå ñ öåíòðàìè ïèííèíãà âî âíåøíåì ïîëå è òîêå ìîæ-íî íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü â ïðîöåññàõ ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ. Èìåííîýòè ÿâëåíèÿ è áóäóò ïðîàíàëèçèðîâàíû â äàííîì ðàçäåëå êàê ðåçóëüòàò÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì ÌÊ.Â íà÷àëå ðàñ÷åòà äå�åêòû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàçìåùàëèñü ïî ïëî-ùàäè ïëàñòèíû, çàòåì çàäàâàëàñü òåìïåðàòóðà T , âíåøíåå ïîëåH , òðàíñ-ïîðòíûé òîê I; ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÌÊ áûëè ñðåäíèå çíà÷å-
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�èñ. 10.47: Ïåòëè íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ ðàçíîãî êîëè÷åñòâà äå�åêòîâ Ndíèÿ ÷èñëà âèõðåé, äàëåå ðàññ÷èòûâàëèñü ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ B ñîãëàñ-íî (10.211) è íàìàãíè÷åííîñòü M = (B −H)/4π. Òàêæå ðàññ÷èòûâàëîñüïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåé âèõðåâîé ïëîòíîñòè, ÷òî ïîç-âîëÿëî ïðè íåîáõîäèìîñòè âîññòàíàâëèâàòü ïðî�èëü ðàñïðåäåëåíèÿ èí-äóêöèè ïîëÿ è èòîãîâîãî òîêà ïî ñå÷åíèþ ïëàñòèíû. Çàòåì çíà÷åíèå ïîëÿ(òîêà) ìåíÿëîñü, è ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ çàíîâî, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ êîí�è-ãóðàöèÿ âèõðåé èñïîëüçîâàëàñü êàê ñòàðòîâàÿ (òàê æå, êàê ýòî áûëîñäåëàíî â ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà). Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñ÷å-òà âàæíà äëÿ ïðàâèëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ ïåðâîãîðîäà.Íà �èñ. 10.47 ïðåäñòàâëåíû ïåòëè ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ ïëàñòèíû âîâíåøíåì ïîëå â îòñóòñòâèå òðàíñïîðòíîãî òîêà ïðè òåìïåðàòóðå T = 5 Ê.Êàæäàÿ òî÷êà íà ãðà�èêå � îòäåëüíûé ðàñ÷åò ÌÊ. Âèäíî, ÷òî øèðèíàïåòëè âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà öåíòðîâ ïèííèíãà.Êà÷åñòâåííî ïðîöåññ ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèìîáðàçîì. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, ïåòëþ ñ ìàëûì êîëè÷åñòâîì äå�åêòîâíà �èñ. 10.47. Ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì óâåëè÷åíèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïî-ëÿ âèõðè íå ðîæäàþòñÿ è íå ïðîíèêàþò â ïëàñòèíó, òàê êàê íà ãðàíèöå



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 419ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð (áàðüåð Áèíà � Ëèâèíãñòîíà) � êîìáè-íàöèÿ îòòàëêèâàíèÿ âèõðÿ ìåéññíåðîâñêèìè òîêàìè è ïðèòÿæåíèÿ âèõðÿê ñâîåìó çåðêàëüíîìó èçîáðàæåíèþ. Íà ãðà�èêå ýòà îáëàñòü (åå íàçû-âàþò ìåéññíåðîâñêîé) ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîé ëèíèè èç íà÷àëà êîîðäèíàòäî òî÷êè 1. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ ïåðâîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc1 âèõðèíà÷èíàþò âõîäèòü â ïëàñòèíó, ïðè ýòîì íàìàãíè÷åííîñòü óìåíüøàåòñÿ(ó÷àñòîê 1-2). Ïîñëå äîñòèæåíèÿ çíà÷åíèÿ H = 0.1 Òë íà÷èíàåì óìåíü-øàòü âíåøíåå ïîëå, îäíàêî áàðüåð íå äàåò âûéòè âèõðÿì èç ïëàñòèíû,è â ïîâåäåíèè íàìàãíè÷åííîñòè âîçíèêàåò íåîáðàòèìîñòü. Ïðè äàëüíåé-øåì óìåíüøåíèè âíåøíåãî ïîëÿ äî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíûéáàðüåð èñ÷åçàåò, è íåêîòîðîå ÷èñëî âèõðåé âûõîäèò èç ïëàñòèíû (ó÷à-ñòîê 2-3), ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò îñòàòî÷íàÿ íàìàãíè÷åííîñòü, îáóñëîâ-ëåííàÿ íàëè÷èåì çàïèííèíãîâàííûõ âèõðåé. Ïðè óâåëè÷åíèè âíåøíåãîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà âèõðè îñòàþòñÿ çàêðåïëåííû-ìè íà öåíòðàõ ïèííèíãà, à ïîâåðõíîñòíûé áàðüåð ìåøàåò âîéòè â îáðà-çåö àíòèâèõðÿì (ó÷àñòîê 3-4), ïîýòîìó íàìàãíè÷åííîñòü ëèíåéíî ïàäàåòïðîïîðöèîíàëüíî âíåøíåìó ïîëþ. Ïðè äàëüíåéøåì âîçðàñòàíèè âåëè÷è-íû âíåøíåãî ïîëÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà åãî çíà÷åíèå äîñòèãàåò ïîëÿïåðåãðåâà ìåéññíåðîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ, àíòèâèõðè íà÷èíàþò ïðîíèêàòü âïëàñòèíó è àííèãèëèðîâàòü ñ âèõðÿìè, çàêðåïëåííûìè íà öåíòðàõ ïèí-íèíãà, ò.å. íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ ïëàñòèíû (ó÷àñòîê 4-5è äàëåå). Çàòåì ïðè îáðàòíîì èçìåíåíèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ êàð-òèíà ïîâòîðÿåòñÿ, è ïåòëÿ íàìàãíè÷åííîñòè çàìûêàåòñÿ.�àññìîòðèì òåïåðü ïðîöåññ ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ òîêîì â îòñóòñòâèåâíåøíåãî ïîëÿ [50℄. Îí âî ìíîãîì ïîõîæ íà ïåðåìàãíè÷èâàíèå ïîëåì, îä-íàêî èìåþò ìåñòî íåêîòîðûå îñîáåííîñòè. Êðèâàÿ ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ âòîêîì íà �èñ. 10.48 ïðèâåäåíà äëÿ îäíîé èç ãåîìåòðè÷åñêèõ îòíîñèòåëü-íî íóëåâîé êîîðäèíàòû ïî îñè x ïîëîâèí ïëàñòèíû, òàê êàê â êàæäîéèç ïîëîâèí ìàãíèòíûå ïîòîêè èìåþò ðàçíûé çíàê, è ñóììàðíàÿ íàìàã-íè÷åííîñòü â îòñóòñòâèå ïîëÿ áûëà áû ïðèáëèæåííî ðàâíà íóëþ, ÷òî íåîòðàæàëî áû àäåêâàòíî ýíåðãåòè÷åñêèå ïîòåðè â îáðàçöå.
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�èñ. 10.48: Ïåòëÿ íàìàãíè÷åííîñòè â ñëó÷àå ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ òîêîì.Êîëè÷åñòâî äå�åêòîâ 200Íåñìîòðÿ íà íåêîòîðîå ðàçëè÷èå â �îðìå ïåòåëü äëÿ òîêîâîé è ïîëå-âîé ñèòóàöèè, �èçè÷åñêèå ïðîöåññû ïðîíèêíîâåíèÿ â ïëàñòèíó âèõðåéâî ìíîãîì î÷åíü ïîõîæè.Âïëîòü äî ïåðâîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ Hc1 âèõðè â îáðàçåö íå ïðîíè-êàþò, çà èñêëþ÷åíèåì ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ øèðèíîé ïîðÿäêà λ (òî÷êà 1íà �èñ. 10.48). Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîé èç ñòîðîí îáðàçóþòñÿ âèõðè ðàç-íûõ çíàêîâ, â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî òîêîì. Ïîñëåïðîõîæäåíèÿ òî÷êè ïåðâîãî êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ íà÷èíàåòñÿ ëàâèíîîáðàç-íîå ïðîíèêíîâåíèå âèõðåé â ïëàñòèíó (òî÷êà 2). Ïî ìåðå ïðîíèêíîâå-íèÿ èõ ïðîäâèæåíèå çàìåäëÿåòñÿ, âèõðè îñåäàþò íà öåíòðàõ ïèííèíãà.Â èòîãå, ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì òîêå, âèõðè çàïîëíÿþò âñþ ïëàñòèíó(òî÷êà 3), ñòàðàÿñü âûñòðîèòüñÿ â òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó â êàæäîé ïîëî-âèíå, è â òîæå âðåìÿ àêòèâíî àííèãèëèðóÿ ñ âèõðÿìè ïðîòèâîïîëîæíîãîçíàêà â ãåîìåòðè÷åñêîé ñåðåäèíå ïëàñòèíû, îáðàçóÿ öåëóþ âûäåëåííóþîáëàñòü àííèãèëÿöèè. Ýòî ÿâíî çàìåòíî íà êàðòèíå ðàñïðåäåëåíèÿ âèõ-



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 421

�èñ. 10.49: Âîëíû àííèãèëÿöèè â ïðîöåññå ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ òîêîì.Ñòðåëêàìè óêàçàí �ðîíò âîëíûðåâîé ïëîòíîñòè � â ñåðåäèíå ïëàñòèíû åñòü ïðîñòðàíñòâî, ñâîáîäíîåîò âèõðåé. Ïðè àííèãèëÿöèè ïàðû âèõðü-àíòèâèõðü íà êðàÿõ ïëàñòèíûîáðàçóþòñÿ íîâûå âèõðè, ñîõðàíÿÿ äåòàëüíîå ðàâíîâåñèå. Ïî ìåðå óìåíü-øåíèÿ ïîëÿ òîêà âïëîòü äî ïîëíîãî âûêëþ÷åíèÿ òîêà, âèõðè, íå îñåâøèåíà äå�åêòàõ, íà÷èíàþò ïîêèäàòü ïëàñòèíó (òî÷êà 4), ÷àñòü ïîòîêà ïðèýòîì îñòàåòñÿ çàìîðîæåííîé íà äå�åêòàõ. Äàëåå, ñ óâåëè÷åíèåì òîêàïðîòèâîïîëîæíîãî íàïðàâëåíèÿ ïîñëå äîñòèæåíèÿ ïåðâîãî êðèòè÷åñêî-ãî ïîëÿ, â êàæäóþ èç ïëàñòèí íà÷èíàþò ïðîíèêàòü âèõðè ñîîòâåòñòâóþ-ùåãî çíàêà, àííèãèëèðóÿ ïðè ýòîì ñ âèõðÿìè, îñòàâøèìèñÿ íà äå�åêòàõîò ïðåäûäóùåãî íàìàãíè÷èâàíèÿ (ó÷àñòîê 5-6), ïðè ýòîì íàáëþäàþòñÿòàê íàçûâàåìûå ¾âîëíû àííèãèëÿöèè¿ [49, 50, 55℄, êîãäà âûñòðàèâàåò-ñÿ �ðîíò âèõðåé îäíîãî çíàêà, íàäâèãàþùèéñÿ íà âèõðè äðóãîãî çíàêà,ðàçäåëåííûé ïîëîñîé àííèãèëÿöèè (�èñ. 10.49).Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëèðîâàíèå âèõðåâîé ñèñòåìû ÂÒÑÏ ìåòîäîì ÌÊïðèâîäèò ê êîððåêòíîìó îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ �èçè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðåä-ñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïî ïåðåìàãíè÷èâàíèþ ïëàñòèíû òîêîì è âî âíåø-íåì ïîëå êà÷åñòâåííî, à â ðÿäå ñëó÷àåâ è êîëè÷åñòâåííî, ñîâïàäàþò ñýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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10.7 �àñ÷åò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñðåäíèõ è îöåíêàïîãðåøíîñòè. Àâòîêîððåëÿöèîííûé àíàëèç â ñòî-õàñòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè�àññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû ðàñ÷åòà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñðåä-íèõ è îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìåòîäàìè ÌÊ (ðåçóëüòà-òû ýòîãî ðàçäåëà áóäóò ñïðàâåäëèâû è äëÿ äðóãèõ ìåòîäîâ ñòîõàñòè÷å-ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ). Îñíîâíîé öåëüþ ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêàïðàêòè÷åñêèõ ðåêîìåíäàöèé ïî êîððåêòíîìó ðàñ÷åòó ïîãðåøíîñòåé, ïî-ýòîìó ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ êðèòåðèåì χ2, äîâåðèòåëü-íûìè èíòåðâàëàìè è äð., çäåñü ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò.Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñëå ðåàëèçàöèè êàæäîãî ýëåìåíòàðíî-ãî øàãà àëãîðèòìà â ïàìÿòü êîìïüþòåðà èëè â �àéë íåîáõîäèìî çàíî-ñèòü òî çíà÷åíèå Ai ðàññ÷èòûâàåìîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû A, êîòîðîåíà äàííûé ìîìåíò ðåàëèçîâàíî �ìãíîâåííîé� êîí�èãóðàöèåé i. Â êîíöåïðîöåññà ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîñëåM øàãîâ ñáîðà èí�îðìàöèè (èëèM èòå-ðàöèé), ðàññ÷èòûâàåòñÿ èñêîìîå ñðåäíåå 〈A〉, êîòîðîå, êàê äîêàçûâàëîñüïðè ðàññìîòðåíèè ïðèíöèïà äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûìàðè�ìåòè÷åñêèì ñðåäíèì ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé:

〈A〉 =
1

M

M∑

i=1

Ai. (10.213)Äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè è áîëåå êîððåêòíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòèðåêîìåíäóåòñÿ ñáîð èí�îðìàöèè ïðîèçâîäèòü íå ñðàçó, à ïîñëå íåêîòîðî-ãî êîëè÷åñòâà íà÷àëüíûõ øàãîâ, òàê íàçûâàåìûõ øàãîâ òåðìàëèçàöèèñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, îòâåò íå äîëæåí çàâèñåòü îò íà÷àëüíîãî ñîñòî-ÿíèÿ ñèñòåìû, à òàê êàê ñòàðò ìîäåëèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ íåêîòî-ðîãî ñëó÷àéíîãî, êàê ïðàâèëî, íå ñîîòâåòñòâóþùåãî òåðìîäèíàìè÷åñêèðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè, íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïåðâûå ìãíîâåííûå çíà-÷åíèÿ Ai áóäóò äàëåêè îò îòâåòà, è âíåñóò õàîòè÷åñêèå �ëóêòóàöèè â
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Ai

<A>

i�èñ. 10.50: Åñëè ñîñòîÿíèå, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå, ñèëü-íî îòëè÷àåòñÿ îò ðàâíîâåñíîãî (ïîêàçàíî øòðèõîâîé ëèíèåé), òî ïåðâûåíåñêîëüêî øàãîâ (îáâåäåíû øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèåé) äàäóò áîëüøîéâêëàä â ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòàðàñ÷åò ñðåäíåãî, óäëèíÿÿ âðåìÿ ñõîäèìîñòè (�èñ. 10.50).Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íà÷àëüíûõ �ëóêòóàöèé íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî M0ïåðâûõ øàãîâ ÌÊ ïðîâîäÿò áåç çàïîìèíàíèÿ çíà÷åíèé ðàññ÷èòûâàåìîéâåëè÷èíû, òàê ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî �îðìóëå:
〈A〉 =

1

M −M0

M∑

i=M0+1

Ai. (10.214)Âåëè÷èíà îáëàñòè òåðìàëèçàöèèM0 ìîæåò áûòü âåëèêà è äîñòèãàòü ÷åò-âåðòè âðåìåíè âñåãî ðàñ÷åòà M . Áóäåì äàëåå ïîëàãàòü, ÷òî òåðìàëèçà-öèÿ ïðîâåäåíà, è îòñ÷èòûâàòü øàãè ÌÊ òîëüêî îò íà÷àëà ñáîðà �èçè-÷åñêîé èí�îðìàöèè, ò.å. äàëåå â òåêñòå áóäóò ââåäåíû ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
i→ i−M0; M →M −M0.�àññìîòðèì òåïåðü âàæíûé âîïðîñ îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè δA âåëè-÷èíû 〈A〉. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ðàñ÷åò ïîãðåøíîñòè (òàê íàçûâàåìàÿíåñìåùåííàÿ îöåíêà) ÷åðåç ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå,
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δA =

√
1

M(M − 1)

∑

i

(Ai − 〈A〉)2 ∼=

√
〈A2〉 − 〈A〉2

M
=

√
DA

M
, (10.215)ñïðàâåäëèâûé äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèâåäåò ê íåêîð-ðåêòíîé îöåíêå â äàííîì ñëó÷àå, òàê êàê ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ Ai, ïîëó-÷àåìûå â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà, ÿâëÿþòñÿ çâåíüÿìè ìàðêîâñêîéöåïè, ïîýòîìó êàæäîå ñëåäóþùåå ìãíîâåííîå çíà÷åíèå èìååò îïðåäå-ëåííóþ êîððåëÿöèþ ñ ïðåäûäóùèì, Ai+1 = f(Ai), è ýòè âåëè÷èíû íåìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå. Îäíàêî ââèäóòîãî, ÷òî êàæäîå èç çíà÷åíèé Ai, âõîäÿùèõ â ìàðêîâñêóþ öåïü, îïðå-äåëÿåòñÿ íå âñåìè ïðåäûäóùèìè ñîñòîÿíèÿìè A0, A1, . . . , Ai−1, à òîëü-êî ïîñëåäíèì Ai−1, òî êîððåëÿöèÿ ìåæäó Ai è ìãíîâåííûì çíà÷åíèåìíà (i + k)-ì øàãå Ai+k áóäåò îñëàáëÿòüñÿ ñ ðîñòîì k, è, â êîíöå êîí-öîâ, ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè k âåëè÷èíû Ai è Ai+k ñòàíóò ñòàòè-ñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè. Îöåíêà êîððåëÿöèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìãíî-âåííûìè çíà÷åíèÿìè Ai îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè àâòîêîððåëÿöèîí-íîé �óíêöèè [51℄; ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿðåàëèçàöèè äâóõ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ìãíîâåííûõ çíà÷åíèé Ai,îïðåäåëÿåòñÿ àâòîêîððåëÿöèîííûì âðåìåíåì ðàñ÷åòà âåëè÷èíû A. Ýòèïîíÿòèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ äàëåå.Ïðåæäå âñåãî, ïðåäñòàâèì ïðîöåññ ÌÊ êàê íåïðåðûâíóþ ðàçâèâà-þùóþñÿ âî âðåìåíè ýâîëþöèþ ñèñòåìû, òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü ïðèðàññìîòðåíèè ïðèíöèïà äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Êàæäàÿ èç èòåðàöèé µ,ðàññìàòðèâàåìûõ âûøå, ìîæåò ñîñòîÿòü èç ñîòíè èëè òûñÿ÷è ýëåìåíòàð-íûõ øàãîâ ÌÊ, òàê êàê èí�îðìàöèÿ ìîæåò ñîáèðàòüñÿ íåîáÿçàòåëüíîíà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì øàãå. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òàêîéèòåðàöèè èíòåðâàë âðåìåíè δt, òàê ÷òî ïîëíîå âðåìÿ ðàñ÷åòà â ìîìåíòèòåðàöèè µ ðàâíî tµ = µδt. Òîãäà óñðåäíåíèå ïî êîí�èãóðàöèÿì ýê-âèâàëåíòíî èíòåãðèðîâàíèþ âäîëü ñòîõàñòè÷åñêîé �àçîâîé òðàåêòîðèèâ �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùåé äèíàìè÷åñêîìó óðàâíåíèþÊîëìîãîðîâà (10.124):
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〈A〉 =

1

M

M∑

i=1

Ai ≡
1

tM

tM∫

0

A (t) dt. (10.216)Åñëè ñõåìà àëãîðèòìà ýðãîäè÷åñêàÿ, óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè (10.216) ýê-âèâàëåíòíî óñðåäíåíèþ ñ ãèááñîâñêèìè âåñàìè P (x) ïî ïîëíîìó àí-ñàìáëþ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ò.å. â ïðåäåëå áîëüøîãî ÷èñëà èòåðàöèéèìååì:
lim

tM→∞

1

tM

tM∫

0

A (t) dt = 〈A〉 =
∑

{x}
P (x)A(x), (10.217)ãäå {x} îçíà÷àåò ñóììó ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì (êîí�èãóðàöèÿì) ñèñòåìû.Ââåäåì ïîíÿòèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè äâóõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí

A è B ñëåäóþùèì îáðàçîì:
〈A (t)B(0)〉 =

1

tM − t

tM∫

t

A (t′)B(t′ − t)dt, (10.218)ïðè ýòîì óñðåäíåíèå (10.218) ïðè tM → ∞ ñîâïàäàåò ñ òåðìîäèíàìè÷å-ñêèì óñðåäíåíèåì (10.217), à ýòî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå âåñàñîñòîÿíèé P (x, t), ïî êîòîðûì îòîáðàíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí A è B, ïðàê-òè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ ðàâíîâåñíûìè âåñàìè P (x). Çàìåòèì, ÷òî åñëè tMíåäîñòàòî÷íî âåëèêî, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñðåäíåå 〈A (tM)〉 çàâèñèò îòâðåìåíè íàáëþäåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëèì ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ
〈A (t)〉 ÷åðåç êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ ìåæäó A (t) è ñòàòèñòè÷åñêèìâåñîì P (x), è èíòåðïðåòèðóåì åãî ýâîëþöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈A (t)〉 =
∑

{x}
P (x, t)A(x(0)) =

∑

{x}
P (x, 0)A(x(t)). (10.219)Çàìåòèì, ÷òî ïåðåíîñ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè îò ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà

P (x, t) ê óñðåäíÿåìîé âåëè÷èíå A(x(t)) â (10.219) ýêâèâàëåíòåí â êâàí-òîâîé ìåõàíèêå ïåðåõîäó îò øðåäèíãåðîâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê ãåéçåí-áåðãîâñêîìó.



426 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÏðàêòè÷åñêè ðàññ÷èòûâàòü (10.219) ìîæíî, çàäàâ îïðåäåëåííîå ÷èñëîøàãîâ t àëãîðèòìà ÌÊ, à çàòåì ìíîãîêðàòíî çàïóñêàòü àëãîðèòì, ñòàð-òóÿ ñ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ êîí�èãóðàöèé, è ñóììèðîâàòü ÷àñòè÷íûåñðåäíèå
A (t) =

1

t

t∫

0

A (t′) dt′ (10.220)äëÿ êàæäîãî çàïóñêà i:
〈A (t)〉 ∼= 1

r

r∑

i=1

A(t, i), (10.221)ãäå r � ïîëíîå ÷èñëî çàïóñêîâ, r ≫ 1. Â íà÷àëüíîé îáëàñòè ýâîëþöèèïðè ìàëîì t ñðåäíåå (10.221) îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäåëà (10.218),
〈A (t)〉 − 〈A (∞)〉 6= 0; 〈A (∞)〉 = 〈A〉 . (10.222)Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü âåëè÷èíû 〈A (t)〉 ê ðàññ÷èòûâàåìîìó ïðåäåëó

〈A (∞)〉, êîòîðûé â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî 〈A〉. �àññìîò-ðèì ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü âåëè÷èíû 〈A (tM)〉,õàðàêòåðèçóþùóþ îòêëîíåíèå åå çíà÷åíèé îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (10.213),
(δA)2 =

〈
(A (tM) − 〈A〉)2〉 . (10.223)Ýòî è åñòü ïîãðåøíîñòü, êîòîðóþ ñëåäóåò óêàçûâàòü â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòàïðè äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîì èòåðàöèîííîì ïðîöåññå:

A = 〈A〉 ± δA. (10.224)Ïðåîáðàçóåì (10.223):
(δA)2 =

〈(
1

M

M∑

µ=1

(Aµ − 〈A〉)
)2〉

= (10.225)
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=

1

M2

M∑

µ1=1

M∑

µ2=1

〈
Aµ1Aµ2 − 2Aµ1 〈A〉 + 〈A〉2

〉
=

1

M2

M∑

µ1=1

M∑

µ2=1

〈Aµ1Aµ2〉−〈A〉2.Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì
M∑

µ1=1

M∑

µ2=1

= 2

M∑

µ1=1

M∑

µ2=µ1+1

+

M∑

µ1=1

, (10.226)òîãäà èç (10.225) èìååì:
(δA)2 =

1

M2

(
2

M∑

µ1=1

M∑

µ2=µ1+1

〈Aµ1Aµ2〉 +M〈A〉2
)

− 〈A〉2;

〈A〉2 =

〈
1

M

M∑

µ=1

A2
µ

〉
. (10.227)Äîáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå â äâîéíîé ñóììå, íàõîäèìäàëåå:

(δA)2 = (10.228)
=

1

M2

(
2

M∑

µ1=1

M∑

µ2=µ1+1

(
〈Aµ1Aµ2〉 − 〈A〉2

)
+
(
M2 −M

)
〈A〉2 +M〈A〉2

)
−〈A〉2

≡ 1

M

(〈
A2
〉
− 〈A〉2

)
+

2

M2

M∑

µ1=1

M∑

µ2=µ1+1

(
〈Aµ1Aµ2〉 − 〈A〉2

)
.Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â äâîéíîé ñóììå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M∑

µ1=1

M∑

µ2=µ1+1

〈Aµ1Aµ2〉 =
M∑

µ1=1

M−µ1∑

µ=1

〈A0Aµ〉 =

=

M∑

µ=1

〈A0Aµ〉
M−µ∑

µ1=1

1 =

M∑

µ=1

(M − µ) 〈A0Aµ〉. (10.229)



428 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÂ (10.229) èñïîëüçîâàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå óñðåäíå-íèé ïî àíñàìáëþ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
〈Aµ1Aµ2〉 = 〈A0Aµ2−µ1〉 , (10.230)ò.å. êîððåëÿòîð çàâèñèò òîëüêî îò �ðàññòîÿíèÿ� ìåæäó èòåðàöèÿìè. Ñó÷åòîì (10.229) è ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ äâîéíàÿ ñóììà (10.228) ñòàíî-âèòñÿ îäíîêðàòíîé è âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðèíèìàåò âèä:

(δA)2 =
1

M

{
(〈
A2
〉
− 〈A〉2

)
+ 2

M∑

µ=1

(
1 − µ

M

) (
〈A0Aµ〉 − 〈A〉2

)
}
.(10.231)Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïåðåéäåì ê äèíàìè÷åñêîé èíòåð-ïðåòàöèè ïðîöåññà ÌÊ è ââåäåì, êàê óêàçûâàëîñü âûøå, èíòåðâàë âðå-ìåíè δt äëÿ êàæäîé èòåðàöèè è ïîëíîå âðåìÿ èòåðàöèè µ: tµ = µδt.Çàìåíÿÿ ñóììó èíòåãðàëîì, ïåðåïèøåì (10.231):

(δA)2 =
1

M




(〈
A2
〉
− 〈A〉2

)
+

2

δt

tM∫

0

dt

(
1 − t

tM

)(
〈A0At〉 − 〈A〉2

)


 .(10.232)Ââåäåì àâòîêîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû A ñëå-äóþùèì îáðàçîì:

ϕA (t) =
〈A0At〉 − 〈A〉2

〈A2〉 − 〈A〉2
, (10.233)ïðè ýòîì ϕA (0) = 1, à ϕA (∞) = 0, òàê êàê

t→ ∞ ⇒ 〈A0At〉 ≈ 〈A0〉 〈At〉 t→∞−→ 〈A〉2. (10.234)Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ îòðàæàåò ñòåïåíü êîððåëÿöèè ìåæ-äó ðàçëè÷íûìè ðåàëèçàöèÿìè ðàññ÷èòûâàåìîé âåëè÷èíû, è ÷åì áëèæå



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 429îíà ê íóëþ, òåì ñëàáåå êîððåëÿöèÿ. Ñîîòíîøåíèå (10.234) èëëþñòðèðó-åò ïðèíöèï îñëàáëåíèÿ êîððåëÿöèé ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè íàáëþäåíèÿìåæäó èçìåðåíèÿìè.Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ óíèêàëüíà äëÿ êàæäîé ðàññ÷èòûâàå-ìîé âåëè÷èíû, ò.å. ðàçëè÷íà, íàïðèìåð, äëÿ ýíåðãèè E è ÷èñëà ÷àñòèö
N äëÿ îäíîé è òîé æå ñèñòåìû è â îäíîì è òîì æå ðàñ÷åòå ÌÊ.Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè ÷åðåç àâòîêîððåëÿöèîííóþ�óíêöèþ:

(δA)2 =
1

M

(〈
A2
〉
− 〈A〉2

)


1 +

2

δt

tM∫

0

dt

(
1 − t

tM

)
ϕA (t)



 (10.235)è ââåäåì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð àâòîêîððåëÿöèîííîå âðåìÿ �èçè÷å-ñêîé âåëè÷èíû A ñëåäóþùèì îáðàçîì:

τA =
1

2
+

1

δt

∞∫

0

dtϕA (t) =
1

2
+

M∑

µ=1

ϕA (tµ). (10.236)×åì ìåíüøå àâòîêîððåëÿöèîííîå âðåìÿ, òåì áûñòðåå ñõîäèìîñòü. Ýòîâèäíî èç îöåíêè ïîãðåøíîñòè, êîòîðàÿ ñ ó÷åòîì (10.236) âûðàæàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:
(δA)2 =

2τA
M

(〈
A2
〉
− 〈A〉2

)
. (10.237)Â (10.237) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ϕA (t) îòëè÷íà îò íóëÿ ïðè t ≪ tM , ïî-ýòîìó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (10.235) ìîæíî ïîëîæèòü (1 − t

tM

)
→ 1.Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå τA = 1/2, ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ îòñóò-ñòâèÿ êîððåëÿöèé, êîãäà âåëè÷èíà τAδt ïîðÿäêà âðåìåíè δt ìåæäó èòåðà-öèÿìè, è ïîãðåøíîñòü ñîâïàäàåò ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé (10.215). Áîëååòîãî, â ýòîì ñëó÷àå îíà ÷óâñòâèòåëüíà ê âûáîðó δt, è ñáîð èí�îðìàöèèíóæíî ïðîâîäèòü íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì øàãå ÌÊ.Êàê ïðàâèëî, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî τA ≫ 1. Òîãäà ïîãðåøíîñòü,ðàññ÷èòàííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (10.237), ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ñðåäíå-êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ â äåñÿòêè ðàç. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà (10.237)



430 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
r

b=1 b=2 b=3 b=4 b=5 b=6 b=7 b=8 b=9 b=10

Aj

j�èñ. 10.51: Âñå M = 40 èçìåðåíèé ðàçáèòû íà n = 10 ÷àñòåé äëèíîé
r = 4íå÷óâñòâèòåëüíà ê âûáîðó δt äî òåõ ïîð, ïîêà δt íå áóäåò ñîïîñòàâèìà ñ
τAδt, è èí�îðìàöèþ íóæíî ñîáèðàòü íå ÷àùå, ÷åì ñ èíòåðâàëîì τAδt.Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè âûðàæåíèÿ (10.232) � (10.237) äîñòà-òî÷íî ãðîìîçäêè è íåóäîáíû äëÿ ðàñ÷åòà. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñîãëàñíî (10.221),ñëåäóåò ïðîâåñòè ìíîãîêðàòíûé çàïóñê àëãîðèòìà ïðè ðàçëè÷íûõ íà-÷àëüíûõ êîí�èãóðàöèÿõ, äëÿ òîãî ÷òîáû îñóùåñòâèòü óñðåäíåíèå ïî àí-ñàìáëþ. Îäíàêî íà ïðàêòèêå åñòü íåñêîëüêî óäîáíûõ ñïîñîáîâ ðàñ÷åòààâòîêîððåëÿöèîííûõ âðåìåí è ïîãðåøíîñòåé â îäíîì äëèòåëüíîì ðàñ÷å-òå, èìèòèðóÿ óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ.Îäèí èç òàêèõ ìåòîäîâ � ìåòîä ðàçáèåíèé ("bins"), êîòîðûé ñîñòîèòâ ñëåäóþùåì. �àçîáüåì âñå M èçìåðåíèé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû A íà
n ÷àñòåé (bins) äëèíîé r = M/n (�èñ. 10.51). Äëÿ êàæäîé èç ÷àñòåéðàññ÷èòàåì ÷àñòè÷íîå ñðåäíåå

〈A(r)〉b =
1

r

br∑

j=(b−1)r+1

Aj ; b = 1, . . . , n. (10.238)�àññ÷èòàåì äèñïåðñèþ A ïî ýòèì ÷àñòè÷íûì ñðåäíèì:
σ2 (r) =

1

n− 1

n∑

b=1

(〈
A2(r)

〉
b
− 〈A〉2

)
. (10.239)Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà
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r

r

t(r)

s
2
(r)

�èñ. 10.52: Ñ ðîñòîì r çàâèñèìîñòè τ(r) è σ2(r) âûõîäÿò íà íàñûùåíèå
σ2 (1) =

1

M − 1

M∑

j=1

(
A2
j − 〈A〉2

) (10.240)ðàâíà îáû÷íîé ïîëíîé äèñïåðñèè ïî ïðåäñòàâèòåëüíîé âûáîðêå.Ñ ó÷åòîì (10.239) è (10.240) àâòîêîððåëÿöèîííîå âðåìÿ è îöåíêó ïî-ãðåøíîñòè ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
τA (r) =

rσ2 (r)

2σ2 (1)
; (δA)2 =

r

M
σ2 (r) . (10.241)Â ïðåäåëå r → ∞ îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì àâòîêîððåëÿöèîííîåâðåìÿ è ïîãðåøíîñòü ñòðåìÿòñÿ ê ñâîèì àñèìïòîòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì,ñîâïàäàþùèì ñ (10.236) � (10.237). Ïðè óâåëè÷åíèè M ïîÿâëÿåòñÿ âîç-ìîæíîñòü ðàçáèâàòü äàííûå íà ÷àñòè âñå áîëüøåé äëèíû r, ïðè ýòîìíåîáõîäèìî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé òàêæå áûëî âåëèêî: n ≫ 1.Â ïðîöåññå ðàñ÷åòà ñòðîÿò çàâèñèìîñòü τA (r), äîáèâàÿñü åå íàñûùåíèÿ(�èñ. 10.52).Òàêîå ðàçáèåíèå âñåãî ìàññèâà èçìåðåíèé íà ÷àñòè âñå áîëüøåãî ðàç-ìåðà r è ðàñ÷åò ïî ýòèì ÷àñòÿì ñðåäíåãî è äèñïåðñèé èìèòèðóåòóñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ â ïðåäåëå áîëüøèõ r.Íà ïðàêòèêå âåëè÷èíû r óäîáíî âûáèðàòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòèçíà÷åíèé



432 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
r = 2α; α = 0, 1, 2, . . . , (10.242)îãðàíè÷èâàÿñü ÷èñëîì rmax, òàêèì, ïðè êîòîðîì êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé

n ∼= 103.Åñòü åùå îäíà, áîëåå ïðîñòàÿ ïðîöåäóðà ðàñ÷åòà ïîãðåøíîñòåé âåëè-÷èí, ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà ÌÊ, áåç ñòðîãîãî àâòîêîððåëÿ-öèîííîãî àíàëèçà, òàê íàçûâàåìûé ìåòîä �1/2 �àéëà�. Îí çàêëþ÷àåòñÿâ ñëåäóþùåì.1. Íà êàæäîì øàãå ñáîðà èí�îðìàöèè µ ðàññ÷èòûâàåòñÿ è çàïîìè-íàåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèé ìàññèâ òåêóùåå ñðåäíåå çíà÷åíèå:
〈A〉µ =

1

µ

µ∑

j=1

Aj , (10.243)ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñàìîãî ïîñëåäíåãî øàãà ñáîðà èí�îðìàöèè µ = Mèìååì 〈A〉M ≡ 〈A〉.2.Îòñåêàåì ïåðâóþ ïîëîâèíó �àéëà, ò.å. çíà÷åíèÿ 〈A〉1, 〈A〉2, . . . , 〈A〉µ/2 ,è äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè èñïîëüçóåì òîëüêî âòîðóþ ïîëîâèíó �àéëà,ò.å. çíà÷åíèÿ 〈A〉µ/2+1, 〈A〉µ/2+2, . . . , 〈A〉µ. Îòñå÷êà ïåðâîé ïîëîâèíû ìàñ-ñèâà óáèðàåò íà÷àëüíóþ �ëóêòóàöèîííóþ îáëàñòü, ïðè ýòîì ñ òå÷åíèåìâðåìåíè ñ÷åòà ãðàíèöà îòñå÷êè âñå âðåìÿ ñäâèãàåòñÿ âïðàâî, è ðåçóëüòà-òû âñå áîëåå ñòðåìÿòñÿ ê ïðåäåëüíîìó 〈A〉.3. Èç îòîáðàííûõ ÷àñòè÷íûõ ñðåäíèõ íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå è ìè-íèìàëüíîå (�èñ. 10.53), òîãäà ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà áóäåò ðàâíà
δA =

max
(
〈A〉µ/2 +1, . . . , 〈A〉µ

)
− min

(
〈A〉µ/2+1, . . . , 〈A〉µ

)

2
. (10.244)Êàê ïðàâèëî, ïîãðåøíîñòü, ðàññ÷èòàííàÿ ìåòîäîì �1/2 �àéëà� � îöåí-êà ñâåðõó äëÿ (10.237). Â ïðåäåëå M ≫ 1 çíà÷åíèÿ (10.241) è (10.244)ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó ðåçóëüòàòó (10.237).Çàìåòèì, ÷òî �ëóêòóàöèîííàÿ ãðàíèöà �1/2 �àéëà� � óñëîâíà, ìîæíîèñïîëüçîâàòü îöåíêó �3/4 �àéëà� èëè ëþáóþ äðóãóþ, êîíêðåòíîå çíà÷å-



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 433
M

max(<A>
m)

min(<A>m
)

M/2

<A>m

<A>

2
A

d

m2

m1

�èñ. 10.53: �àñ÷åò ïîãðåøíîñòè ìåòîäîì �1/2 �àéëà�. Ñ ðîñòîì M �ëóê-òóàöèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 〈A〉 óìåíüøàþòñÿíèå â àñèìïòîòèêå íå èìååò çíà÷åíèÿ, ãëàâíîå, çàäàâøèñü ýòèì ïàðàìåò-ðîì, íå ìåíÿòü åãî â ïðîöåññå ðàñ÷åòà.Åñëè �èêñèðîâàòü òî÷êè, ïðè êîòîðûõ áûëè îòîáðàíû ìèíèìàëüíûåè ìàêñèìàëüíûå ÷àñòè÷íûå ñðåäíèå,
µ1 : 〈Aµ1〉 = max

(
〈A〉µ/2 +1, 〈A〉µ/2+2, . . . , 〈A〉µ

)
; (10.245)

µ1 : 〈Aµ1〉 = min
(
〈A〉µ/2 +1, 〈A〉µ/2+2, . . . , 〈A〉µ

)
,òî àâòîêîððåëÿöèîííîå âðåìÿ ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ1 + µ2

2M
− 1

2

{
≪ 1 ⇒ τA ∼ 1;

∼ 1 ⇒ τA ≫ 1.
(10.246)Îöåíêó àâòîêîððåëÿöèîííîãî âðåìåíè ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå èç çà-âèñèìîñòè àâòîêîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ϕA (t) (�èñ. 10.54). Îáû÷íî ïî-ëàãàþò, ÷òî àâòîêîððåëÿöèîííîå âðåìÿ ðàâíî âåëè÷èíå, ïðè êîòîðîé çíà-÷åíèå àâòîêîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå 0.1.Àâòîêîððåëÿöèîííîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì ïàðàìåòðîì äëÿ ñîïî-ñòàâëåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ âû÷èñëå-íèé. ×åì ìåíüøå τA, òåì áîëåå ý��åêòèâåí òîò èëè èíîé ìåòîä (ÌÊ,
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t

jA(t)

1

0.1

tA�èñ. 10.54: Îöåíêà àâòîêîððåëÿöèîííîãî âðåìåíè ÷åðåç àâòîêîððåëÿöè-îííóþ �óíêöèþìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè è ò.ä.) äëÿ ðàñ÷åòà �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû A.Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî àâòîêîððåëÿöèîííîå âðåìÿ ðàçëè÷íî äëÿðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ïîýòîìó ïðè îöåíêå ý��åêòèâíîñòè àë-ãîðèòìà ñëåäóåò âûáèðàòü àâòîêîððåëÿöèîííîå âðåìÿ òîé âåëè÷èíû, ñõî-äèìîñòü êîòîðîé â äàííîì àëãîðèòìå ìåäëåííåå âñåãî. Òàêàÿ îöåíêà ý�-�åêòèâíîñòè óíèâåðñàëüíà, òàê êàê íå çàâèñèò íè îò êîíêðåòíîãî âèäàêîìïüþòåðà è îïåðàöèîííîé ñèñòåìû, íè îò ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Àâòîêîððåëÿöèîííîå âðåìÿ îòðàæàåò ðåàëüíûå âðåìåííûå è ðåëàê-ñàöèîííûå ïðîöåññû â ñèñòåìå. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå�àçîâîãî ïåðåõîäà �ïàðàìàãíåòèê � �åððîìàãíåòèê� â ìîäåëè Èçèíãà àâ-òîêîððåëÿöèîííûå âðåìåíà äëÿ âîñïðèèì÷èâîñòè è òåïëîåìêîñòè ðåçêîâîçðàñòàþò (òàê íàçûâàåìîå êðèòè÷åñêîå çàìåäëåíèå àëãîðèòìà), ÷òîîòðàæàåò �àêò íàðàñòàíèÿ �ëóêòóàöèé è, ñîîòâåòñòâåííî, âðåìåí ðå-ëàêñàöèè è êîððåëÿöèîííûõ äëèí. Ïðè ýòîì òå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû,êîòîðûå íå èñïûòûâàþò ñêà÷êîâ èëè èçëîìîâ ïðîèçâîäíûõ â ýòîé òî÷êå(íàïðèìåð, ýíåðãèÿ è íàìàãíè÷åííîñòü), íå èñïûòûâàþò è ñóùåñòâåííî-ãî èçìåíåíèÿ ñâîèõ àâòîêîððåëÿöèîííûõ âðåìåí.Íà �èñ. 10.55 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè àâòîêîððåëÿöèîííîãî âðåìåíè èïîãðåøíîñòè ïðè ðàñ÷åòå ýíåðãèè â îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà (10.131)ñ ïàðàìåòðàìè J = 1; T = 0.5; H = 0.1; ÷èñëî óçëîâ 100; âñåãî áûëîïðîèçâåäåíî 990000 øàãîâ ñáîðà èí�îðìàöèè. Ïðè r ≈ 500 çàâèñèìîñòè
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�èñ. 10.55: Çàâèñèìîñòü àâòîêîððåëÿöèîííîãî âðåìåíè (êðóãè) è ïîãðåø-íîñòè ýíåðãèè (òðåóãîëüíèêè) â îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà (÷èñëî óçëîâ100; J = 1; T = 0.5; H = 0.1). Ïîëíîå ÷èñëî èçìåðåíèé 990000



436 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎâûõîäÿò íà íàñûùåíèå, ïðè ýòîì E = −109.6250± 0.0049. Ïîãðåøíîñòü,ðàññ÷èòàííàÿ ìåòîäîì �1/2 �àéëà�, ñîñòàâèëà (δE)1/2 = 0.0052.
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10.8 Äèàãðàììíûå ìåòîäû è âûñîêîòåìïåðàòóðíîåðàçëîæåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðîâ �èçè-÷åñêèõ âåëè÷èíÑóùåñòâóþò ñõåìû ÌÊ, èñïîëüçóþùèå ñóììèðîâàíèå äèàãðàìì äëÿ ý�-�åêòèâíîãî ïåðåáîðà êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòè ìåòîäû áëèç-êè ê àíàëèòè÷åñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêå (ñì., íàïðèìåð, ðåøåíèå Îíçà-ãåðà äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà [36℄) è ÷àñòî ïîçâîëÿþò àñèìïòîòè÷å-ñêè ïðîñóììèðîâàòü âåñü ðÿä äèàãðàìì òàì, ãäå àíàëèòè÷åñêèå ïîäõîäûíåïðèìåíèìû.Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíî òàê íàçûâàåìîå âûñîêîòåìïåðà-òóðíîå ðàçëîæåíèå â ñî÷åòàíèè ñ �àëãîðèòìîì ÷åðâÿ� (worm) äëÿ áîëü-øîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ íà ïðèìåðå ìîäåëè Èçèíãà [52℄. Â îáùåìñëó÷àå âûñîêîòåìïåðàòóðíîå ðàçëîæåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿáîëüøîãî êîëè÷åñòâà êëàññè÷åñêèõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé, íî èìåííî äëÿìîäåëè Èçèíãà åãî ïðèìåíåíèå íàèáîëåå íàãëÿäíî.�àññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó äëÿ �åððîìàãíèòíîé ìîäåëè Èçèí-ãà

Z = Tr
(
e−Ĥ/T

)
=
∑

n

e−En/T , (10.247)ãäå ýíåðãèÿ äëÿ êàæäîé êîí�èãóðàöèè ñïèíîâ èìååò âèä
E = −

∑

〈ij〉
SiSj −H

∑

i

Si; Si = ±1. (10.248)Çäåñü H � âíåøíåå ïîëå; îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå J = 1.�àçëîæèì ýêñïîíåíòû â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
e−βE = e

β
P

〈ij〉

SiSj+βH
P

i
Si

=
∏

〈ij〉
eβSiSj

∏

m

eβHSm =
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=




∏

b=〈ij〉

∞∑

Nb=0

βNbSNb
i SNb

j

Nb!




(
∏

m

∞∑

nm=0

βnmHnmSnm
m

nm!

)
. (10.249)Çäåñü ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ñîîòâåòñòâóåò ó÷åòó ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìî-äåéñòâèÿ, âòîðîé � âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèì ïîëåì, ïðè ýòîì ÷åì âûøåòåìïåðàòóðà T (ìåíüøå îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà β), òåì ëó÷øå ñõîäèìîñòüðÿäà (10.249). Ýòî ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíûì.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâûé ìíîæèòåëü:




∏

b=〈ij〉

∞∑

Nb=0

βNbSNb
i SNb

j

Nb!



 , (10.250)ò.å. ïîëîæèì âíåøíåå ïîëå ðàâíûì íóëþ. Äëÿ êàæäîé èç ïàð 〈ij〉, çà-íóìåðîâàííûõ êàê ñâÿçè ïîä íîìåðîì b, èìååì îòäåëüíîå ðàçëîæåíèåýêñïîíåíòû. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò òàê:
Z =

∑

{S1,S2,...,SN}

∏

b=〈ij〉

( ∞∑

Nb=0

βNb(SiSj)
Nb

Nb!

)
= (10.251)

=
∑

{S1,S2,...,SN}

( ∞∑

N1↔2=0

∞∑

N2↔3=0

. . .
βN1↔2(S1S2)

N1↔2

N1↔2!

βN2↔3(S2S3)
N2↔3

N2↔3!
. . .

)
=

=

∞∑

N1↔2,N2↔3,···=0

βN1↔2+N2↔3+...

N1↔2! N2↔3! . . .

∑

S1=±1

(S1)
N1↔2+...

∑

S2=±1

(S2)
N1↔2+N2↔3+... . . . .Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû Si ≡ SZi êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé, òàê÷òî èõ ìîæíî ñâîáîäíî ïåðåñòàâëÿòü â ïðîèçâåäåíèè (10.251). Òàêèì îá-ðàçîì, äëÿ ñèñòåìû ñ êîììóòèðóþùèìè îïåðàòîðàìè ñóììèðîâàíèå ïîóçåëüíûì ñîñòîÿíèÿì (â äàííîì ñëó÷àå � ïî êîí�èãóðàöèÿì ñïèíîâ)ìîæíî âíåñòè âíóòðü ïîëíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû, è çàðàíåå ðàññ÷è-òàòü âêëàä â íåå îò êàæäîãî óçëà:



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 439
1

2 3 4

5�èñ. 10.56: ×èñëî ñâÿçåé, âõîäÿùèõ â óçåë 3, ðàâíî k3 = N1↔3 +N2↔3 +

N3↔4 +N3↔5 = 0 + 1 + 2 + 1 = 4

Qi ≡ Q (ki) =
∑

Si=±1

(Si)
ki , (10.252)çäåñü ki îáîçíà÷àåò ñóììàðíîå ÷èñëî ñâÿçåé, âõîäÿùèõ â óçåë i (�èñ. 10.56).Áóäåì íàçûâàòü êàæäîå ñëàãàåìîå âíóòðè (10.251) ïîä çíàêîì âíåø-íåé ñóììû êîððåëèðîâàííîé ïàðîé (CP), òàê ÷òî ñóììèðîâàíèå â (10.251)ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììèðîâàíèå ïî âñåâîçìîæíûì êîððåëèðîâàí-íûì ïàðàì:

Z =
∑

CP

WCP ; WCP =
βNb1

+Nb2
+...

Nb1 ! Nb2 ! . . .
Q (k1)Q (k2) . . . . (10.253)Êàæäîå ñëàãàåìîå â (10.253) ïîäðàçóìåâàåò ïîïàðíîå ïðîèçâåäåíèåïî óçëàì è ñâÿçÿì ìåæäó íèìè, íàïðèìåð ñëàãàåìûå

WCP1 =
βN1↔2+N2↔3

N1↔2! N2↔3!
Q (N1↔2)Q (N1↔2 +N2↔3)Q (N2↔3) ,

WCP2 =
βN1↔2+N2↔3+N3↔4+N4↔1

N1↔2! N2↔3! N3↔4!N4↔1!
Q (N1↔2 +N4↔1)× (10.254)

×Q (N1↔2 +N 2↔3)Q (N2↔3 +N3↔4)Q (N3↔4 +N4↔1)îòâå÷àþò êîí�èãóðàöèÿì, ïîêàçàííûì íà �èñ. 10.57.



440 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
2

3

4

1

N2 3n

N1 2n

2

3

1

N2 3n

N1 2n

N3 4n

N4 1n

WCP1

WCP2

�èñ. 10.57: Äâå èç âîçìîæíûõ êîí�èãóðàöèé, äàþùèõ âêëàä â ñòàòèñòè-÷åñêóþ ñóììó (10.253)Êàæäîìó ñëàãàåìîìóWCP íà ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêå ñïèíîâ ìîæ-íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ðèñóíîê � äèàãðàììó, çàêëþ÷àþùóþ â ñå-áå òðàåêòîðèþ, ñîåäèíÿþùóþ àòîìû â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçðåøåííûìè âïðîèçâåäåíèè ñâÿçÿìè 〈ij〉 (â äàííîì ñëó÷àå � ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè).Êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê ñîñòîÿíèåì óçëîâ Q (ki) (sitestate), âõîäÿùèõ â íåå, òàê è ñîñòîÿíèÿìè ñâÿçåé (bond state) � ÷èñëàìè
Ni↔j, èç êîòîðûõ îíà ñîñòîèò. Ïðè ýòîì

ki =
∑

〈ij〉
Ni↔j =

∑

bi

Nbi (10.255)åñòü ñîñòîÿíèå óçëà, ðàâíîå ÷èñëó ñâÿçåé, âõîäÿùèõ â óçåë i. Êàæäàÿñâÿçü 〈ij〉 èìååò ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ βNi↔j

Ni↔j !
.Â òàêîé ïîñòàíîâêå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ íå ïî ñîñòîÿíèÿì óçåëü-íûõ ñïèíîâ, à ïî âñåì âîçìîæíûì çàìêíóòûì êîí�èãóðàöèÿì êîððåëè-ðîâàííûõ ïàð, êàê ñîïðèêàñàþùèõñÿ, òàê è íå ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðó-ãîì, ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè è ñàìîïåðåêðûòèÿìè. Òî, ÷òî âñå òðàåêòî-ðèè äîëæíû áûòü çàìêíóòû, ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ëþáàÿ ñóììà

Q (ki) =
∑

Si=±1

(Si)
ki íå íóëåâàÿ òîëüêî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà óçåë i ñîåäè-íåí ÷åòíûì ÷èñëîì ñâÿçåé ñ ñîñåäÿìè.



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 441Ñïîñîá ðàçëîæåíèÿ è ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì ìîãóò áûòü èäðóãèìè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì çäåñü ñïîñîá ðàçëîæåíèÿ, ïðåäëîæåí-íûé Îíçàãåðîì (ñì. [36℄) äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíîé ìîäåëèÈçèíãà.Â ýòîì ïîäõîäå âñå óçëû êâàäðàòíîé ðåøåòêè ðàçìåðà L × L íóìå-ðóþòñÿ ïàðîé èíäåêñîâ Skj, ãäå 1 ≤ k, j ≤ L � äèñêðåòíûå êîîðäèíàòû.Òîãäà ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè Èçèíãà â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåéè áåç ó÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò âèä
H = −

L∑

k,j=1

(SkjSk,j+1 + SkjSk+1,j).Ñîîòâåòñòâåííî, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-çîì:
Z =

∑

{S}
e
β

P

kj
(SkjSk,j+1+SkjSk+1,j)

=
∑

{S}

L∏

k,j=1

eβ(SkjSk,j+1+SkjSk+1,j).Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Skj = ±1, ïîëó÷àåì:
eβSkjSk′j′ = chβ + SkjSk′j′shβ = chβ (1 + SkjSk′j′thβ) .Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû íàõîäèì:

Z =
(
1 − (thβ)2)L2

S; S =
∑

{S}

L∏

k,j=1

(1 + SkjSk,j+1thβ) (1 + SkjSk+1,jthβ).Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîèçâåäåíèé âñåâîçìîæíûõ ñòåïåíåé thβ è Skj.Êàæäîìó ñëàãàåìîìó èç ýòîé ñóììû ìîæíî ñîïîñòàâèòü äèàãðàììó. Íà-ïðèìåð, âûðàæåíèÿì
(thβ)2Skj(Sk+1,j)

2Sk+1,j−1; (thβ)4(Skj)
2(Sk+1,j)

2(Sk+1,j−1)
2(Sk,j−1)

2
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k,j k+1,j

k+1,j-1

k,j k+1,j

k+1,j-1k,j-1

a b

�èñ. 10.58: Äèàãðàììû Îíçàãåðàîòâå÷àþò äèàãðàììû, ïîêàçàííûå, ñîîòâåòñòâåííî, íà �èñ. 10.58, a è10.58, b.Íåíóëåâîé âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó áóäóò äàâàòü òîëüêî çà-ìêíóòûå äèàãðàììû, êîòîðûå ñîäåðæàò ÷åòíûå ñòåïåíè Skj.Â ïðèíöèïå, äàëåå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ÌÊ â ýòîé ïî-ñòàíîâêå, íî ïðåäûäóùàÿ ñõåìà áîëåå îáùàÿ, ãîäèòñÿ íå òîëüêî äëÿ ìî-äåëè Èçèíãà è â íåé ëåã÷å ó÷åñòü âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå.Äëÿ ìîäåëè Èçèíãà äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî k èìååì
Q (k) =

∑

Si=±1

(Si)
k ≡ 2. (10.256)Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âåëè÷èíà Q � ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ ïîóçåëüíûì ñîñòîÿíèÿì, è â îáùåì ñëó÷àå îíà çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ñòà-òèñòèêè è ìîäåëè. Ýòó âåëè÷èíó ìîæíî îòäåëüíî ðàññ÷èòàòü àíàëèòè-÷åñêè èëè ÷èñëåííî, â òîì ÷èñëå è äëÿ íåïðåðûâíûõ ñòåïåíåé ñâîáî-äû. Áîëåå òîãî, âåëè÷èíà Q ìîæåò áûòü óíèêàëüíà äëÿ êàæäîãî óçëà(íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ â ñèñòåìå ïðèìåñíîãî ïîòåíöèàëà èëèíåîäíîðîäíîãî ïîëÿ) [53℄.Ïåðåáèðàòü âñåâîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ � äèàãðàììû óäîáíî ñ ïîìîùüþñëåäóþùåãî âñïîìîãàòåëüíîãî ïðèåìà. Îïðåäåëèì ñïèí-ñïèíîâóþ êîððå-ëÿöèîííóþ �óíêöèþ äëÿ ìîäåëè Èçèíãà

G (i1 − i2) = 〈Si1Si2〉 =
g (i1 − i2)

Z
, (10.257)ãäå
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g (i1 − i2) =

∑

{Si}
Si1Si2e

−E({Si})/T . (10.258)Êîí�èãóðàöèè, äàþùèå âêëàä â g, îòëè÷àþòñÿ îò êîí�èãóðàöèé, äà-þùèõ âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó, òåì, ÷òî òåïåðü ñóùåñòâóþò äâàâûäåëåííûõ óçëà i1 è i2 ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì ñâÿçåé. Ñîîòâåòñòâóþùèåñîñòîÿíèÿ óçëîâ i1 è i2 òîãäà îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè
ki1 = 1 +

∑

bi1

Nbi1
; ki2 = 1 +

∑

bi2

Nbi2
. (10.259)Ýòè óçëû ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè òî÷êàìè, â êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ ìî-æåò áûòü ðàçîðâàíà (�èñ. 10.59). Âåñ êîí�èãóðàöèé, äàþùèõ âêëàä â

g, îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ çàìêíóòûõ êîí�èãóðàöèé, ïðèýòîì äëÿ âûäåëåííûõ óçëîâ ïîëàãàåòñÿ, ÷òî
Q (ki1)

def
=

∑

Si1
=±1

(Si1)
ki1 |Si1 | ≡ 2; (10.260)

Q (ki2)
def
=

∑

Si2
=±1

(Si2)
ki2 |Si2 | ≡ 2,òàê æå, êàê è äëÿ îñòàëüíûõ óçëîâ. Âîçìîæíîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿâåñà íåçàìêíóòûõ êîí�èãóðàöèé îáúÿñíÿåòñÿ íèæå.Äàëåå â ìåòîäå èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé àëãîðèòì ÷åðâÿ (�wormalgorythm�), â êîòîðîì êîí�èãóðàöèè, äàþùèå âêëàä â g, �îðìèðóþòñÿçà ñ÷åò ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê i1 è i2. Ïîä ÷åðâåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ðàçî-ðâàííàÿ òðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â óçëå i1 è çàêàí÷èâàþùàÿñÿ â óçëå

i2. Â ïðîöåññå ãåíåðàöèè êîí�èãóðàöèé ìîãóò âîçíèêàòü ñèòóàöèè, êî-ãäà íà÷àëî è êîíåö ðàçîðâàííîé òðàåêòîðèè ñîâïàäàþò: i1 = i2; òîãäà÷åðâü çàìûêàåòñÿ, è âîçíèêàåò êîí�èãóðàöèÿ, äàþùàÿ âêëàä â ñòàòè-ñòè÷åñêóþ ñóììó (10.251). Òîëüêî â ýòè ìîìåíòû ìîæíî ñóììèðîâàòü�èçè÷åñêèå âåëè÷èíû, òàêèå êàê ýíåðãèÿ, ìàãíèòíûé ìîìåíò è ò.ä. Ýòèìè îáúÿñíÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âûáîðà âåñà íåçàìêíóòûõ êîí�èãóðàöèé â
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i1

i2

�èñ. 10.59: Êîí�èãóðàöèÿ, äàþùàÿ âêëàä â ñïèí-ñïèíîâóþ êîððåëÿöè-îííóþ �óíêöèþ G, íî íå äàþùàÿ âêëàäà â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó. Òî÷êè
i1 è i2 � íà÷àëî è êîíåö ÷åðâÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Òîëùèíà ëèíèé ïðîïîð-öèîíàëüíà ÷èñëó ñâÿçåé ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè óçëàìè, ïóñòûå ñâÿçèïîêàçàíû ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìèñîîòâåòñòâèè ñ (10.260), òàê êàê âêëàäà â ðàññ÷èòûâàåìûå �èçè÷åñêèåâåëè÷èíû ðàçîðâàííûå òðàåêòîðèè íå äàþò.Îïðåäåëèì òèïû ïîäïðîöåññîâ, êîòîðûå ðåàëèçóþò ïåðåáîð êîí�è-ãóðàöèé:1) äâèæåíèå ëåâîãî i1 èëè ïðàâîãî i2 êîíöîâ ÷åðâÿ íà ñîñåäíèé óçåë,ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óâåëè÷åíèåì èëè óìåíüøåíèåì ÷èñëà ñâÿçåé Nb →
Nb ± 1;2) åñëè ÷åðâü çàìêíóò (i1 = i2), òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåäâè-íóòü êîíöû ÷åðâÿ â íîâîå ïðîèçâîëüíîå ìåñòî, ò.å. äàæå åñëè íà÷àëî èêîíåö ÷åðâÿ ñîâïàäàþò, èí�îðìàöèÿ î íåì ñîõðàíÿåòñÿ.Àëãîðèòì ïåðåáîðà ñîñòîÿíèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.Âíà÷àëå îïðåäåëÿåòñÿ òèï ïîäïðîöåññà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì áó-äåò ïðîâåäåíî îáíîâëåíèå êîí�èãóðàöèè: ïåðåìåùåíèå êîíöîâ çàìêíó-òîãî ÷åðâÿ èëè äâèæåíèå ëåâîãî èëè ïðàâîãî êîíöà èìåþùåãîñÿ ðàçî-ìêíóòîãî ÷åðâÿ.Åñëè âûáðàí ïîäïðîöåññ ïåðåìåùåíèÿ êîíöîâ çàìêíóòîãî ÷åðâÿ, òî



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 445ïðîâåðÿåòñÿ, çàìêíóò ÷åðâü èëè íåò. Åñëè ÷åðâü íåçàìêíóò, òî ïîäïðî-öåññ íå ðåàëèçóåòñÿ, è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó øàãó àë-ãîðèòìà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ íîâîå ðàñ-ïîëîæåíèå êîíöîâ ÷åðâÿ inew, è ïîëàãàåòñÿ i1 = i2 = inew. Äàëåå ïðîèçâî-äèòñÿ ðàñ÷åò �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí.Åñëè âûáðàí ïðîöåññ äâèæåíèÿ ÷åðâÿ, òî ïðîâåðÿåòñÿ, çàìêíóò îíèëè íåò. Åñëè ÷åðâü çàìêíóò, òî ïðîöåññ íå ðåàëèçóåòñÿ, è ïðîèçâîäèò-ñÿ ðàñ÷åò �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëó÷àéíûì îáðàçîìâûáèðàåòñÿ, êàêîé èç êîíöîâ ÷åðâÿ áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ, à çàòåì � óçåë,íà êîòîðûé ïåðåìåñòèòñÿ êîíåö ÷åðâÿ (â äàííîì ñëó÷àå ýòî îäèí èç áëè-æàéøèõ ñîñåäåé); íàêîíåö, âûáèðàåòñÿ òèï äåéñòâèÿ: ðîæäåíèå èëè óíè-÷òîæåíèå ñâÿçè. Åñëè ñâÿçü ìåæäó èñõîäíûì è íîâûì óçëàìè ïóñòà, àâûáðàíî óíè÷òîæåíèå ñâÿçè, ïðîöåññ íå ðåàëèçóåòñÿ.Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîäïðîöåññîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ñâÿ-çè. Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåññ ðîæäåíèÿ ñâÿçè îáðàòåí ïðîöåññó óíè÷òîæå-íèÿ, è, ñîãëàñíî äåòàëüíîìó áàëàíñó, ñäâèã êîíöà ÷åðâÿ i→ j ðîæäåíèåñâÿçè Nb=〈ij〉 → Nb + 1 óðàâíîâåøåíû ñäâèãîì j → i è óíè÷òîæåíèåìñâÿçè Nb=〈ij〉 → Nb − 1.Èñõîäÿ èç ïðàâèë äåòàëüíîãî áàëàíñà, âåðîÿòíîñòè ïîäïðîöåññîâ ðîæ-äåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ñâÿçè èìåþò âèä:
W c

i→ j

Nb → Nb + 1

=
β

Nb + 1
; W a

i→ j

Nb → Nb − 1

=
Nb

β
. (10.261)

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå óçåëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà Q(ki) íåÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè, êàê â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àåìîäåëè Èçèíãà (ñì. (10.256)). Äëÿ òîãî, ÷òîáû �îðìóëû (10.261) áûëèêîððåêòíûìè â îáùåì ñëó÷àå, èõ íóæíî ìîäè�èöèðîâàòü ñëåäóþùèìîáðàçîì:
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W c

i→ j

Nb → Nb + 1

=
β

Nb + 1

Q (kj + 2)

Q (kj)
; W a

i→ j

Nb → Nb − 1

=
Nb

β

Q (ki)

Q (ki − 2)
.(10.262)Äàëåå, ïîñëå ñðàâíåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (10.262) ñî ñëó÷àéíûì ÷èñëîì,ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì íà (0, 1), ïðèíèìàåòñÿ èëè íåò íîâàÿ êîí-�èãóðàöèÿ.�àñ÷åò �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êî-ãäà ÷åðâü çàìêíóò.�àññìîòðèì òåïåðü ìîäè�èêàöèþ àëãîðèòìà ïðè ó÷åòå â ìîäåëè âíåø-íåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.×ëåí â ðàçëîæåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (10.249), ó÷èòûâàþùèéâëèÿíèå âíåøíåãî ïîëÿ � ýòî âòîðîé ñîìíîæèòåëü

∏

m

∞∑

nm=0

βnmHnmSnm
m

nm!
. (10.263)Òåïåðü, ïîìèìî ïîäïðîöåññîâ èçìåíåíèÿ êîí�èãóðàöèé, îïèñàííûõ âû-øå, ïîÿâëÿþòñÿ åùå íåñêîëüêî ïîäïðîöåññîâ, ¾îòâå÷àþùèõ¿ çà ïîëå.Áóäåì ãðà�è÷åñêè îòìå÷àòü ñèìâîëîì ñòåïåíè âåëè÷èíû βHS â (10.263).Òîãäà òèïè÷íûå êîí�èãóðàöèè áóäóò èìåòü âèä, ïîêàçàííûé íà �èñ. 10.60.Ïî ñðàâíåíèþ ñ (10.256), âêëàä â ñòàòè÷ñòè÷åñêóþ ñóììó îò êàæäîãîóçëà áóäåò òåïåðü òàêèì:

Qi ≡ Q (ki + ki∗) =
∑

Si=±1

(Si)
ki+ki∗ , (10.264)ãäå ki∗ � ÷èñëî �çâåçäî÷åê�, íàõîäÿùèõñÿ íà óçëå i. Çàìåòèì, ÷òî òåïåðüíåíóëåâîé âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó äàþò òàêèå êîí�èãóðàöèè Qi,ó êîòîðûõ ñóììàðíîå ÷èñëî ñâÿçåé è çâåçäî÷åê ÷åòíîå.Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ïîëÿ ïîíàäîáÿòñÿ åùå äâà ïîäïðîöåññà. Îäèí èçíèõ áóäåò îòâå÷àòü çà ðîæäåíèå è óíè÷òîæåíèå ïàð çâåçäî÷åê íà êàêîì-òî îäíîì, ñëó÷àéíî âûáðàííîì óçëå (êîí�èãóðàöèÿ a íà �èñ. 10.60);
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*
* *

*

*

*
*

* *
*

*
*

*
*

* *

* *

*
*

a
b1 b2

**

**

�èñ. 10.60: Êîí�èãóðàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ ñ ó÷åòîì âíåøíåãî ïîëÿ. Çâåç-äî÷êè ñîîòâåòñòâóþò ñòåïåíÿì âåëè÷èíû βHS â (10.263)äðóãîé � çà ðîæäåíèå è óíè÷òîæåíèå êîìáèíàöèè èç äâóõ çâåçäî÷åê èñâÿçè ìåæäó íèìè íà ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ñîñåäíèõ óçëàõ (êîí�èãóðà-öèÿ b1-b2 íà �èñ. 10.60). Íåîáõîäèìîñòü âêëþ÷åíèÿ â àëãîðèòì ïåðâîãîïîäïðîöåññà ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïàð çâåçäî÷åê íà îäíîì óçëå ñëå-äóåò èç óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè àëãîðèòìà.Âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ïàðû çâåçäî÷åê íà óçëå i, íà êîòîðîì ïåðåäýòèì íàõîäèëîñü nm çâåçäî÷åê, áóäåò ðàâíà
W c

i

nm → nm + 2

=
βH

(nm + 1) (nm + 2)

Q (ki + 2)

Q (kj)
. (10.265)Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îáñóäèì âîïðîñ î ðàñ÷åòå òåðìîäèíàìè÷åñêèõñðåäíèõ. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàñ÷åòà âñåõ óçåëüíûõñòàòèñòè÷åñêèõ ñóìì Qi ñóììèðîâàíèå â àëãîðèòìå ÌÊ ïðîâîäèòñÿ ïîíîâûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû � êîí�èãóðàöèÿì-äèàãðàììàì. Ýòî ýêâèâàëåíò-íî ïåðåõîäó â íîâîå ïðåäñòàâëåíèå (ïåðåõîäó ê íîâîìó áàçèñó ñèñòåìû),ïîýòîìó íåîáõîäèìî âûâåñòè âñå ðàññ÷èòûâàåìûå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû(ýíåðãèþ, ìàãíèòíûé ìîìåíò, òåïëîåìêîñòü, âîñïðèèì÷èâîñòü è ò.ä.) â



448 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎýòîì íîâîì ïðåäñòàâëåíèè.Ïîëó÷èì âèä îïåðàòîðà ýíåðãèè â íîâîì ïðåäñòàâëåíèè. �àññìîòðèìäëÿ íàãëÿäíîñòè òîëüêî âçàèìîäåéñòâèå ñèñòåìû ñ âíåøíèì ïîëåì, ò.å.â âûðàæåíèè äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (10.249) îñòàâèì òîëüêî âòîðîé÷ëåí:
Z =

∑

CP

WCP =
∑

{S1,S2,...,SN}

∏

m

( ∞∑

nm=0

(βH)nm(Sm)nm

nm!

)
= (10.266)

=
∞∑

n1,...,nm=0

(βH)n1+n2+...+nm

n1!n2! . . . nm!

∑

S1=±1

(S1)
n1+n2+...+nm · · ·

∑

Sm=±1

(Sm)n1+n2+...+nm .Âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè èìååò òîãäà ñëåäóþùèé âèä:
E = − ∂

∂β
lnZ = − 1

Z

∑

i

HSi× (10.267)
×

∞∑

n1,...,nm=0

(βH)n1+n2+...+nm

n1!n2! . . . nm!

∑

S1=±1

(S1)
n1+n2+...+nm · · ·

∑

Sm=±1

(Sm)n1+n2+...+nm .Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè â íîâîì ïðåäñòàâ-ëåíèè, íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü (10.267) â âèäå
E =

∑
CP

ECPWCP

∑
CP

WCP
=

∑
CP

ECPWCP

Z
. (10.268)Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â (10.266) è (10.267) ïåðåáèðàþòñÿ âñå âîçìîæíûåêîí�èãóðàöèè è, ñîîòâåòñòâåííî, â ñóììàõ ïåðåáèðàþòñÿ âñå âîçìîæíûåñòåïåíè Si, ïîñëå äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì:

E =

∑
CP

(
− 1
β

∑
i

ki∗

)
WCP

∑
CP

WCP
. (10.269)



10. Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì 449Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð ýíåðãèè â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâ òîëü-êî ñ âíåøíèì ïîëåì èìååò ñëåäóþùèé âèä:
E = − 1

β

∑

i

ki∗ , (10.270)ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì óçëàì, ki∗ � ÷èñëî çâåçäî÷åê íàóçëå i. Ôàêòè÷åñêè ñëåäóåò ïðîñòî ïîñ÷èòàòü ïîëíîå ÷èñëî çâåçäî÷åê âäèàãðàììå è ïîäåëèòü åãî íà −β. Èìåííî ýòà âåëè÷èíà è åñòü ýíåðãèÿìãíîâåííîé êîí�èãóðàöèè, êîòîðóþ ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü â ðàñ÷åò òåð-ìîäèíàìè÷åñêîãî ñðåäíåãî.Ïðèâåäåì äàëåå áåç âûâîäà âûðàæåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ òåðìîäèíàìè-÷åñêèõ âåëè÷èí â íîâîì ïðåäñòàâëåíèè.Ñ ó÷åòîì âíåøíåãî ïîëÿ è îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îïåðàòîð ýíåð-ãèè áóäåò èìåòü âèä
E = − 1

β

(
∑

b

Nb +
∑

i

ki∗

)
, (10.271)ïåðâîå ñëàãàåìîå îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñâÿçÿì ìåæäó âñåìèñîñåäíèìè óçëàìè, Nb � ÷èñëî ñâÿçåé ìåæäó êîíêðåòíîé ïàðîé óçëîâ.Òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

C = β2
(〈
E2
〉
− 〈E〉2

)
− β 〈|E|〉 , (10.272)ãäå ýíåðãèÿ íàõîäèòñÿ èç âûðàæåíèÿ (10.271).Âûðàæåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà è âîñïðèèì÷èâîñòè áóäóò òàêè-ìè:

M =
1

βH

∑

i

ki∗ ; χ = β
(〈
M2
〉
− 〈M〉2

)
. (10.273)Ïðåäñòàâëåííûé â äàííîì ðàçäåëå àëãîðèòì îáëàäàåò áîëüøåé ñêî-ðîñòüþ ñõîäèìîñòè, ÷åì îáû÷íûé àëãîðèòì ÌÊ, ðàáîòàþùèé â óçåëüíîìïðåäñòàâëåíèè. Â ÷àñòíîñòè, ðàñ÷åò îáû÷íûì àëãîðèòìîì ðåçêî çàìåä-ëÿåòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê êðèòè÷åñêîé òî÷êå T → θ, òàê êàê â ýòîé



450 ×àñòü 3. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ. ÌÅÒÎÄ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 10.61: Ýíåðãèÿ �åððîìàãíèòíîé öåïî÷êè Èçèíãà èç 100 óçëîâ. Òî÷êèè òðåóãîëüíèêè � ðàñ÷åò àëãîðèòìîì ÷åðâÿ, ñïëîøíûå ëèíèè � àíàëè-òè÷åñêèé ðàñ÷åò. Òðåóãîëüíèêàìè îáîçíà÷åí ðàñ÷åò ïðè ìàãíèòíîì ïîëå
H = 0.4, òî÷êàìè � ïðè H = 0.2îáëàñòè íàðàñòàþò àâòîêîððåëÿöèîííûå âðåìåíà (êðèòè÷åñêîå çàìåäëå-íèå), â òî âðåìÿ êàê ñõîäèìîñòü âåëè÷èí, ðàññ÷èòûâàåìûõ ïðè ïîìî-ùè àëãîðèòìà ÷åðâÿ, îñíîâàííîãî íà âûñîêîòåìïåðàòóðíîì ðàçëîæåíèè,ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ýòèõ òåìïåðàòóðàõ [52℄.Äëÿ äåìîíñòðàöèè òî÷íîñòè àëãîðèòìà íà �èñ. 10.61 ïðåäñòàâëåí ðàñ-÷åò ýíåðãèè îäíîìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè Èçèíãà äëèíîé L = 100óçëîâ, â ñðàâíåíèè ñ òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Äëÿ ðàñ÷åòà êàæ-äîé òî÷êè îñóùåñòâëÿëîñü ∼ 107 ýëåìåíòàðíûõ øàãîâ äèàãðàììíîãî àë-ãîðèòìà ÌÊ.



×àñòü 4
ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
Ïðèíöèïèàëüíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäîâ òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè (ÌÒÄ)ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû, ðàññìîòðåííûõ â ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòÿõ êíè-ãè, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåðû êëàñòåðîâ, íàêëàäûâàåìîå îáúå-ìîì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è áûñòðîäåéñòâèåì êîìïüþòåðîâ, ÷òî íå äàåòâîçìîæíîñòè èññëåäîâàòü âëèÿíèå ðàçìåðîâ êëàñòåðîâ íà �èçè÷åñêèåõàðàêòåðèñòèêè è òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà è äåëàòü âûâîäû î ìàê-ðîñêîïè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðåàëüíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì, òàê êàê äîñòàòî÷-íî âûáðàòü êëàñòåð ðàçìåðîì Na ∼ 20, è äàæå äëÿ ñëó÷àÿ �åðìèîííîéñòàòèñòèêè çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ íåäîñòèæèìîé äëÿ ÌÒÄ.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êâàíòîâûõ õàðàêòåðèñòèê ìàêðîñêîïè÷åñêè áîëü-øèõ êëàñòåðîâ (ñ Na = 100 ÷ 200) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êâàíòîâûå ìå-òîäû Ìîíòå-Êàðëî (ÌÊ). Áîëåå òîãî, âî ìíîãèõ êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõèì íåò àëüòåðíàòèâû àíàëîãè÷íî òîìó, êàê íå áûëî àëüòåðíàòèâû êëàñ-ñè÷åñêèì ìåòîäàì ÌÊ, ðàññìîòðåííûì â òðåòüåé ÷àñòè êíèãè, äëÿ èñ-ñëåäîâàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ áîëüøèõ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì.Âîçìîæíîñòü â åäèíîì ðàñ÷åòå ïîëó÷àòü òàêèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õà-ðàêòåðèñòèêè, êàê ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ÷èñëà çàïîëíåíèÿ, êîððåëÿöèîííûå�óíêöèè, ñïåêòðàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è äð., íå èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì451



452 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎáîëüøèå îáúåìû îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ÿâëÿåòñÿ íåîñïîðèìûì ïðåèìó-ùåñòâîì êâàíòîâûõ ìåòîäîâ ÌÊ.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ êâàíòîâûå ìåòîäû ÌÊ ñ óñïåõîì èñïîëüçóþòñÿäëÿ ðåøåíèÿ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ çàäà÷. Äîñòàòî÷íî óïîìÿ-íóòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ÌÊ áûëà ðàññ÷èòàíà ïëîòíîñòü îäíî÷à-ñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé â ðàìêàõ îáîáùåííûõ ìîäåëåé Õàááàðäà [56, 57, 58℄,ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì [60, 61, 62, 63, 64℄, çàðÿäîâûå, ñïèíîâûå èïàðíûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè [65, 66, 67℄, èçó÷àëñÿ âîïðîñ î ñèììåò-ðèè ñïàðèâàíèÿ [65℄ äëÿ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ñèñòåì â ìîäåëÿõ òèïàìîäåëè Õàááàðäà. �àñ÷åòû áîçîííûõ [17, 68℄ è ñïèíîâûõ [17, 69, 70℄ ñè-ñòåì â ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè, èññëåäîâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé[71℄ è �àçîâûõ ïåðåõîäîâ [53, 72℄, ïðîáëåìû áîçå-êîíäåíñàöèè è ñâåðõòå-êó÷åñòè [72, 73℄ òàêæå âñå ÷àùå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàíòîâûõ ìåòîäîâÌÊ. Íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ êàñàþòñÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ñ ñèëüíûì ìåæ-÷àñòè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì è ñìåøàííîé ñòàòèñòèêîé � ýòî, íàïðèìåð,òàêèå ñèñòåìû, êàê áîçîííûå îïòè÷åñêèå ðåøåòêè, ðåàëèçóþùèåñÿ â ìàã-íèòíûõ ëîâóøêàõ ïðè ñâåðõíèçêèõ òåìïåðàòóðàõ [17, 69, 72, 74, 75, 76,77, 78, 79, 80, 81℄. Äðóãîé ïðèìåð � òî÷íûé ó÷åò ýëåêòðîí-�îíîííîãîâçàèìîäåéñòâèÿ, íàïðèìåð, â ìîäåëè Õîëñòåéíà � Õàááàðäà [82℄. Ñëå-äóåò òàêæå îòìåòèòü ñïèí-�îíîííûå ìîäåëè, èíòåíñèâíî èññëåäóåìûå âïîñëåäíåå âðåìÿ [83℄, è ìîäåëè òèïà �àøáû � Ïåêàðà [84℄ äëÿ ñèñòåìûýêñèòîí-ïîëÿðîíîâ, à òàêæå ðàçëè÷íûå �åðìèîííûå ìîäåëè [85, 86℄.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò äâå ãðóïïû àëãîðèòìîâ ÌÊ: âàðè-àöèîííûå ìåòîäû ÌÊ [87, 88℄, îñíîâàííûå íà ìèíèìèçàöèè �óíêöèî-íàëà ýíåðãèè ñ âàðèàöèîííîé �óíêöèåé ðàçëè÷íîãî âèäà, è êâàíòîâûå(¾òåïëîâûå¿) ìåòîäû ÌÊ, èñïîëüçóþùèå ðàçëîæåíèå Ñóäçóêè�Òðîòòåðà[89, 90℄ è àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà [91℄. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû ÌÊ, â ðÿ-äå ñëó÷àåâ óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþùèå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, î÷åíüñèëüíî ÷óâñòâèòåëüíû ê íà÷àëüíîìó ïðèáëèæåíèþ (ò.å. ê íàáîðó íà÷àëü-íûõ, ñòàðòîâûõ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà) è âèäó èññëåäóåìîé ìîäåëè; êðî-ìå òîãî, íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýòèìè ìåòîäàìè ñèëüíî âëèÿåò âûáîð



453òèïà âàðèàöèîííîé �óíêöèè [87, 88℄. Â ýòîì ñìûñëå êâàíòîâûå ìåòîäûÌÊ áîëåå óíèâåðñàëüíû. Ê íèì îòíîñÿòñÿ äåòåðìèíàíòíûå àëãîðèòìû[92℄, îáîáùåííûå äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû [93, 94℄ ñ ïîìîùüþäèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à, ïðåäëîæåííîãî âðàáîòå [95℄, è òðàåêòîðíûå ìåòîäû [96, 97, 98, 99℄. Â ýòèõ àëãîðèòìàõ
d-ìåðíàÿ êâàíòîâàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê (d+L)-ìåðíîé êëàññè÷åñêîé, ïðè-÷åì L = 1 äëÿ òðàåêòîðíûõ ìåòîäîâ ÌÊ è L ≥ 1 äëÿ äåòåðìèíàíòíûõìåòîäîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òðàåêòîðíûå àëãîðèòìû ãîðàçäî áîëååý��åêòèâíû è îáëàäàþò áîëåå áûñòðîé ñõîäèìîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñ äå-òåðìèíàíòíûìè. Îíè ñ óñïåõîì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ îäíî-ìåðíûõ �åðìèîííûõ ñèñòåì, äâóìåðíûõ ãåéçåíáåðãîâñêèõ àíòè�åððî-ìàãíåòèêîâ [100℄, îäíîìåðíûõ [96℄ è äâóìåðíûõ [101℄ ñèñòåì ñ áîçîííûìèñòåïåíÿìè ñâîáîäû.Ñóùåñòâóåò òàêæå äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûé ìåòîä êâàíòîâîãî àëãî-ðèòìà ÌÊ, íàïðÿìóþ ñóììèðóþùèé �åéíìàíîâñêèå äèàãðàììû â ïðåä-ñòàâëåíèè ìàòðèöû ïëîòíîñòè [102, 103℄ è ïðèìåíèìûé äëÿ ìîäåëåé ñäàëüíîäåéñòâóþùèì ïîòåíöèàëîì ñëîæíîé �îðìû. Ýòîò ïîäõîä ïîçâî-ëÿåò ðàññ÷èòàòü ñâîéñòâà ñâåðõòåêó÷åãî 4He [104℄ è îïèñàòü ïîâåäåíèåñèñòåìû âáëèçè îáëàñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà [73℄.Äëÿ ñèñòåì ñ �åðìè-ñòàòèñòèêîé è ñèñòåì ñî ñïèíîâûìè ñòåïåíÿìèñâîáîäû áûëè ðàçâèòû ïåòëåâûå àëãîðèòìû (Loop algorithms) [105, 106℄.Îíè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì òðàåêòîðíûõ ìåòîäîâ è îáëàäàþò áîëüøåéñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè.Âñå îòìå÷åííûå âûøå ïîäõîäû îñíîâûâàþòñÿ íà ðàçëîæåíèè Ñóäçóêè�Òðîòòåðà � ðàçáèåíèè øêàëû ìíèìîãî âðåìåíè íà äèñêðåòíûå îòðåçêè,÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêå, íåý��åêòèâíîñòè îáíîâëåíèÿòðàåêòîðèé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå è íå ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ îïè-ñàòü íèçêîòåìïåðàòóðíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü íîâûå ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû, èñ-ïîëüçóþùèå ïðåäñòàâëåíèå ñ íåïðåðûâíîé øêàëîé ìíèìîãî âðåìåíè.Ýòî, ïðåæäå âñåãî, òðàåêòîðíûé ìåòîä â íåïðåðûâíîì âðåìåíè (CTWL �



454 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎContinious Time World Line Algorithm) [107, 108℄, âûñîêîòåìïåðàòóðíûåðàçëîæåíèÿ (SSE � Stohasti Series Expansion) [109, 110℄, à òàêæå êîì-áèíàöèè ïåòëåâûõ àëãîðèòìîâ è SSE [111, 112, 113℄. Ýòè ìåòîäû ëèøåíûîøèáîê ðàçëîæåíèé Òðîòòåðà, à òàêæå äðóãèõ íåäîñòàòêîâ òðàåêòîðíûõìåòîäîâ, ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû â áîëüøîì êàíîíè÷åñêîì àíñàì-áëå è ïîëó÷àòü ìàöóáàðîâñêóþ �óíêöèþ �ðèíà. Îíè îáëàäàþò íàèáîëü-øåé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè è ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòûâàòü õàðàêòåðèñòèêèñèñòåì ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, íåäîñòóïíûõ äëÿ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ.Ñëåäóåò êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî êâàíòîâûå àëãîðèòìû ÌÊ íà äàííûéìîìåíò � äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü ñîâðåìåííîé �èçèêè, ïîç-âîëÿþùàÿ â ïîëíîé ìåðå ïðîâîäèòü ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ðåàëü-íûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ êâàíòîâûõ ñèñòåì.Äàëåå áóäóò ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìûÌÊ.



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 455
11 Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìûÌîíòå-ÊàðëîÎñíîâíàÿ èäåÿ äèñêðåòíûõ àëãîðèòìîâ ÌÊ � ïðåîáðàçîâàíèå êâàíòîâîé
d-ìåðíîé çàäà÷è ê (d+ 1)-ìåðíîé êëàññè÷åñêîé ïóòåì ââåäåíèÿ ¾âðåìåí-íûõ¿ ðàçðåçîâ â ïðîñòðàíñòâå ìíèìîãî âðåìåíè 0 < τ < β = 1/T. Ýòîäîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ðàçáèåíèÿ Ñóäçóêè � Òðîò-òåðà [89, 90℄ � ðàçáèåíèÿ øêàëû ìíèìîãî âðåìåíè íà M ≫ 1 ÷àñòåé
△τ = β/M . Â ýòîì ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ñèñòåìû ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ýâîëþöèè âèäà e−△τH :

Z = Tre−βH = Tr
M∏

k=1

e−△τ(V+K) ≈ Tr
(
e−△τV e−△τK . . . e−△τV e−△τK

)
,(11.1)âåðíîãî ñ òî÷íîñòüþ O

(
(△τ)2) [89, 90℄. Â (11.1) V � ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà

H , îòâå÷àþùàÿ çà âçàèìîäåéñòâèå; K � êèíåòè÷åñêàÿ (íåâçàèìîäåéñòâó-þùàÿ) ÷àñòü. Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíî èçâåñòíîå îïåðàòîð-íîå òîæäåñòâî Õàóñäîð�à � Áåéêåðà
e(A+B) = eAeBe−

1
2
[A,B], (11.2)ãäå êîììóòàòîð [A,B] � ÷èñëî.Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ýòîãî ðàçáèåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå (△τ)2ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ñîìíîæèòå-ëåé, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì ¾âðåìåííûì¿ ñðåçàì, ò.å. ê ðàçíûì òî÷-êàì øêàëû ìíèìîãî âðåìåíè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ýòî èïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü êâàíòîâóþ çàäà÷ó êàê íåêîòîðóþ êëàññè÷åñêóþ,ýâîëþöèîíèðóþùóþ ïî øêàëå ìíèìîãî âðåìåíè êàê ïî äîïîëíèòåëüíîéêëàññè÷åñêîé ïåðåìåííîé.



456 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÈñïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèÿ (11.1) äëÿ ðàçëè÷íûõ êâàíòîâûõ ìåòîäîâÌÊ ðàçëè÷íî, äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû ïðèìåíåíèÿ (11.1) äëÿ êîíêðåò-íûõ ðåàëèçàöèé.11.1 Òðàåêòîðíûé êâàíòîâûé àëãîðèòìÌîíòå-Êàðëî(World-Line Quantum Monte-Carlo Algorithm)�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî òðàåêòîðíûå äèñêðåòíûå àëãîðèòìû ÌÊ[97, 98, 114, 115℄. �àçâèòûå âïåðâûå â ðàáîòàõ [97, 98, 116℄, îíè èñïîëü-çóþòñÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì. Îñíîâíàÿ èäåÿàëãîðèòìà � îòìå÷åííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå êâàíòîâîé d-ìåðíîé çàäà-÷è ê êëàññè÷åñêîé (d+1)-ìåðíîé çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ¾âðåìåííûõ¿ ðàçðåçîââ ïðîñòðàíñòâå ìíèìîãî âðåìåíè, ò.å. ïðåäñòàâëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì-ìû â âèäå äèñêðåòíîãî �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà, è ðåàëèçàöèè ÌÊ-ïðîöåäóðû â ïðîñòðàíñòâå (ìíèìîå âðåìÿ τ) ⊗(êîîðäèíàòà L). Äâóìåð-íûé âàðèàíò àëãîðèòìà â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå [98℄ èñïîëüçîâàëñÿ äëÿèññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ áîçîííûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [96, 100, 101℄. Äëÿ�åðìèîííûõ ìîäåëåé â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòîò ïîäõîä áóäåò ðàññìîòðåíâ ïðèìåíåíèè ê âûñîêîòåìïåðàòóðíûì ñâåðõïðîâîäíèêàì.Ý��åêòèâíîñòü òðàåêòîðíûõ ìåòîäîâ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî ñ ðîñòîì÷èñëà óçëîâ ñèñòåìû Na êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷åòà ÌÊ-øàãîâðàñòåò ëèíåéíî ñ Na, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå äåòåðìèíàíòíûõ ìåòîäîâÌÊ ýòà âåëè÷èíà ∼ N3
a [94℄. Òàêæå òðàåêòîðíûå àëãîðèòìû ìåíåå ÷óâ-ñòâèòåëüíû ê ìíîãîçîííîñòè èññëåäóåìûõ ìîäåëåé, ÷åì äåòåðìèíàíò-íûå, òàê êàê ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ äå-òåðìèíàíòíûõ ìåòîäîâ ðàñòåò ñ ÷èñëîì çîí è çàâåäîìî ≥ (d + 1), â òîâðåìÿ êàê äëÿ òðàåêòîðíûõ ìåòîäîâ ÌÊ îíà âñåãäà ðàâíà (d+ 1).Ñòàòèñòèêà Ôåðìè�àññìîòðèì êîíêðåòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû ñî ñòàòèñòèêîé Ôåðìè è ïðîäå-ìîíñòðèðóåì íà åå ïðèìåðå îñîáåííîñòè òðàåêòîðíîãî ìåòîäà.



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 457Àëãîðèòì øàõìàòíîé äîñêè (Chekerboard algorithm) Ïóñòüèìååòñÿ îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ ãàìèëüòîíèàíîì Õàááàðäàñëåäóþùåãî âèäà:
H =

∑

i

△ini +
∑

ij

Vijninj −
∑

ij

tij
(
a+
i aj + a+

j ai
)
≡ H0 +K, (11.3)ãäå

K = −
∑

ij

tij
(
a+
i aj + a+

j ai
) (11.4)åñòü îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè; △i � óçåëüíûé ïîòåíöèàë; Vij �ìåæ÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå. Â ñëó÷àå �åðìè-ñòàòèñòèêè ïîäðàçóìå-âàåòñÿ, ÷òî èíäåêñû i è j, ïîìèìî êîîðäèíàòû, ó÷èòûâàþò è ïðîåêöèþñïèíà ÷àñòèö.Ñíà÷àëà çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû äëÿ ìîäåëè(11.3) ñ ó÷åòîì ðàçáèåíèÿ Ñóäçóêè � Òðîòòåðà (11.1):

Z = Tre−βH ≈ Tr
M∏

k=1

e−△τH ≈ (11.5)
≈ Tr

(
M∏

k=1

exp

(
△τ

∑

ij

(−tij + △iδij) a
+
i aj

)
∏

i

exp (−△τVijninj)
)
.Äàëåå ðàçîáüåì ãàìèëüòîíèàí íà äâà ñëàãàåìûõ ñ ðàçëè÷íûì òèïîìñâÿçåé (íàïðèìåð, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå � ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ [98, 114℄):

H = H1 +H2; (11.6)
H1 =

∑

〈ij〉1

Hij ; H2 =
∑

〈ij〉2

Hij.Âíóòðè êàæäîé èç ñóìì â (11.6) ñëàãàåìûå êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé.



458 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÄëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ñíà÷àëà ñëó÷àåì áåññïèíîâûõ�åðìèîíîâ íà îäíîìåðíîé ðåøåòêå, à òàêæå ïåðåìåùåíèÿìè ÷àñòèö ïîðåøåòêå, âûçûâàåìûìè äåéñòâèåì êèíåòè÷åñêîãî ñëàãàåìîãî K â (11.3),òîëüêî íà ñîñåäíèå óçëû. Â ýòîì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèå Vijninj îòñóò-ñòâóåò, à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ñîãëàñíî (11.6), ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ñëà-ãàåìûõ:
K = −t

∑

〈ij〉

(
a+
i aj + a+

j ai
)

= K1 +K2;

K1 = −t
∑

i

(
a+

2ia2i+1 + a+
2i+1a2i

)
; (11.7)

K2 = −t
∑

i

(
a+

2i+1a2i+2 + a+
2i+2a2i+1

)
.Òàêîå ðàçáèåíèå íà ÷åòíûå è íå÷åòíûå ñâÿçè ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ âñå-ãî ãàìèëüòîíèàíà, âêëþ÷àÿ ÷àñòü H0, îòâå÷àþùóþ çà âçàèìîäåéñòâèå÷àñòèö.Ïóñòü òåïåðü {|ϕj〉} � ïîëíûé íàáîð ñîñòîÿíèé, îòíîñÿùèéñÿ ê âðå-ìåííîìó ñðåçó τj . Òîãäà

Z =
∑

ϕ0,ϕ1,...,ϕ2M−1

〈
ϕ0

∣∣∣ e−
△τ
2
H0e−△τK1

∣∣∣ ϕ1

〉〈
ϕ1

∣∣∣ e−
△τ
2
H0e−△τK2

∣∣∣ ϕ2

〉
×· · ·×

×
〈
ϕ2M−1

∣∣∣ e−
△τ
2
H0e−△τK2

∣∣∣ ϕ0

〉
. (11.8)Â (11.8) áûëà èñïîëüçîâàíà ñèììåòðèÿ H0 ïðè ðàçáèåíèè íà ÷åòíûå èíå÷åòíûå ñâÿçè.Âûáåðåì ñîñòîÿíèÿ |ϕj〉 â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ |n1, n2, . . . , nL〉 .Òîãäà â ýòîì ïîëíîì íàáîðå ñîñòîÿíèé îïåðàòîð H0 áóäåò äèàãîíàëåí, èïîýòîìó íàäî îïðåäåëèòü ëèøü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû 〈ϕj ∣∣ e−△τKi

∣∣ ϕj+1

〉,êîòîðûå áëàãîäàðÿ (11.6) îêàçûâàþòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìíîæèòåëåé ïðî-ñòîãî âèäà:
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〈
ϕj
∣∣ e−△τKi

∣∣ ϕj+1

〉
=
〈
n

(i)
1 n

(j)
2

∣∣∣ e△τt(a
+
1 a2+a+2 a1)

∣∣∣ n(j+1)
1 n

(j+1)
2

〉
× · · ·×

×
〈
n

(j)
L−1n

(j)
L

∣∣∣ e△τt(a
+
L−1aL+a+LaL−1)

∣∣∣ n(j+1)
L−1 n

(j+1)
L

〉
. (11.9)Ñîîòâåòñòâåííî,

〈ϕj | e−△τHi |ϕj+1〉 =

=
〈
n

(j)
1 n

(j)
2

∣∣∣ e△τ [t(a
+
1 a2+a+2 a1)−

△1n1
2
−△2n2

2
]
∣∣∣n(j+1)

1 n
(j+1)
2

〉
× · · ·×

×
〈
n

(j)
L−1n

(j)
L

∣∣∣ e△τ [t(a
+
L−1aL+a+LaL−1)−

△L−1nL−1
2

−△LnL
2

]
∣∣∣ n(j+1)

L−1 n
(j+1)
L

〉
. (11.10)Ôàêòè÷åñêè çàäà÷à ñâåëàñü ê ðàñ÷åòó ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ äâóõóçåëü-íîé çàäà÷è. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû èìåþò ñëåäó-þùèé âèä:

〈
00
∣∣ e−△τHi

∣∣ 00
〉

= 1;

〈
11
∣∣ e−△τHi

∣∣ 11
〉

= e−△τ(△i+△i+1)/2;

〈
01
∣∣ e−△τHi

∣∣ 01
〉

= e−△τ△i+1/2ch (△τt) ; (11.11)
〈
10
∣∣ e−△τHi

∣∣ 10
〉

= e−△τ△i/2ch (△τt) ;

〈
01
∣∣ e−△τHi

∣∣ 10
〉

= e−△τ△i+1/2sh (△τt) ;

〈
10
∣∣ e−△τHi

∣∣ 01
〉

= e−△τ△i/2sh (△τt) ,
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�èñ. 11.1: Ïðåäñòàâëåíèå øàõìàòíîé äîñêèà âñå îñòàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, òàê ãàìèëüòîíèàí ñî-õðàíÿåò ÷èñëî ÷àñòèö. Â òðåòüåé ÷àñòè êíèãè óæå ðàññìàòðèâàëñÿ ïðè-ìåð ðàñ÷åòà òàêèõ îïåðàòîðîâ ýâîëþöèè (ñì. (8.78)). Ìîæíî îáîáùèòüñîîòíîøåíèÿ (11.11) íà ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ H0 áîëåå îáùåãî âèäà, àòàêæå äëÿ �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì.Âåñü íàáîð ñîñòîÿíèé {|ϕ0〉 , |ϕ1〉 , . . ., |ϕ2M−1〉} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéìãíîâåííóþ êîí�èãóðàöèþ ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå (êîîðäèíàòà)⊗(ìíèìîå âðåìÿ),�îðìèðóþùóþñÿ íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ÌÊ. Ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèöâ êàæäîì èç ñîñòîÿíèé |ϕj〉 , ò.å. â ìîìåíò ìíèìîãî âðåìåíè τ = τj (j =

0, . . . ,M−1), îäíî è òî æå, ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó ïî âðåìåíè ñîñòî-ÿíèþ |ϕj+1〉 ÷àñòèöû ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ íà ñîñåäíèå óçëû, ïîä÷èíÿÿñüäåéñòâóþùåìó â ýòîò ìîìåíò îïåðàòîðó H1 èëè H2. Ïîëîæåíèÿ ÷àñòè-öû îáðàçóþò çàìêíóòóþ òðàåêòîðèþ, ÷òî ìîæíî íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòüãðà�è÷åñêè (�èñ. 11.1).Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíû íîìåðà óçëîâ, ïî âåðòèêàëüíîé �ìíèìîå âðåìÿ τ , ìåíÿþùååñÿ îò 0 äî β. Çàøòðèõîâàííûå êëåòêè îáî-



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 461çíà÷àþò äåéñòâèå H1 èëè H2; â ïóñòûõ îáëàñòÿõ îïåðàòîðû íå äåéñòâó-þò. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì øàõìàòíîé äîñêè(hekerboard deomposition), à íåïðåðûâíûå ëèíèè íà ðèñóíêå îáîçíà÷à-þò òðàåêòîðèè ÷àñòèö â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èç-çà ïðèíöèïà Ïàóëè�àçîâûå òðàåêòîðèè äëÿ �åðìèîííîé ñèòóàöèè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.Ïðè ýòîì ïî îñè ìíèìîãî âðåìåíè ðèñóíîê çàìêíóò, òàê êàê ñîãëàñíîâûðàæåíèþ (11.8) äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ îá-êëàäêè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ (âîëíîâûå �óíêöèè ϕ0) ñîâïàäàþò, à ïîïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé çàìêíóòîñòü êàðòèíû äèêòóåòñÿ ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè. Åñëè ñèñòåìà èìååò ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,òî ëåâûé è ïðàâûé êðàÿ øàõìàòíîé äîñêè òàêæå äîëæíû áûòü çàìêíó-òû, è ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîð â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, íî òîãäàñëåäóåò ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû â ñèñòåìå áûëî ÷åòíîå ÷èñëî óçëîâ.×òîáû ïîëó÷èòü ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ìãíîâåííîé êîí�èãóðàöèè, íàäîïåðåìíîæèòü âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (11.11), îòâå÷àþùèå çàøòðèõî-âàííûì êëåòêàì. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ òðåáóåòñÿ õðà-íèòü èí�îðìàöèþ î êàæäîé çàøòðèõîâàííîé êëåòêå, è îáúåì ïàìÿòè,òðåáóåìûé äëÿ âû÷èñëåíèé, ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà øàãîâ ìíèìîãîâðåìåíè ðàñòåò ëèíåéíî. Ïîýòîìó îáû÷íî M íå ñëèøêîì âåëèêî, ïîðÿä-êà íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ. Äëÿ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ïîðÿäêàíåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ ýòîãî îáû÷íî äîñòàòî÷íî.Îáîáùåíèå ìåòîäà íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíîé ðåøåòêè è ó÷åò ñëåäóþ-ùèõ êîîðäèíàöèîííûõ ñ�åð â òðåòüåì ñëàãàåìîì â (11.3) ïðîèçâîäèòñÿèçìåíåíèåì âèäà ÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðå-øåòêà. Òàêæå íå âûçûâàåò òðóäíîñòåé ñëó÷àé, êîãäà ÷àñòèöû èìåþò áî-çîííóþ ñòàòèñòèêó (îñîáåííîñòè áîçå-ñèñòåì áóäóò îáñóæäàòüñÿ äàëåå).Ó÷åñòü ñïèí ó �åðìèîíîâ ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè � ëèáî ðàññìàòðè-âàòü ñèñòåìó êàê ñîñòîÿùóþ èç äâóõ øàõìàòíûõ äîñîê, ðàñïîëîæåííûõîäíà íàä äðóãîé (�èñ. 11.2) è âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ÷åðåçñëàãàåìûå òèïà n↑n↓ â ãàìèëüòîíèàíå; ëèáî îñòàâèòü îäíó øàõìàòíóþäîñêó, íî ñ áîëåå ñëîæíîé êàðòèíîé ìèðîâûõ ëèíèé (�èñ. 11.3).
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�èñ. 11.2: Îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ó÷åòà ñïèíà ó �åðìèîíîâ âòðàåêòîðíîì ìåòîäå. Íà âåðõíåé äîñêå íàõîäÿòñÿ òðàåêòîðèè ÷àñòèö ñîñïèíîì ââåðõ , íà íèæíåé � ñî ñïèíîì âíèç. Ìåæäó òðàåêòîðÿìè ÷àñòèöñ ðàçíûìè ñïèíàìè ìîæåò áûòü âçàèìîäåéñòâèå, åñëè òàêîé ÷ëåí èìååòñÿâ ãàìèëüòîíèàíå

0 1 2 3 4 5 6 7
0

Dt/2

Dt

b

..
.

..
.

..
.

�èñ. 11.3: Äðóãîé âàðèàíò ó÷åòà ñïèíà ó �åðìèîíîâ â òðàåêòîðíîì ìå-òîäå. ×åðíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòèöàì ñî ñïèíîì ââåðõ, ñåðûå �ñî ñïèíîì âíèç
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�èñ. 11.4: Ïðîñòåéøèå îáíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé ìèðîâûõ ëèíèé ÷àñòèö âòðàåêòîðíîì àëãîðèòìåÂ îáîèõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî íà óçëå ìîæåò áûòü ÷åòûðå ñî-ñòîÿíèÿ:
|00〉 , |10〉 , |01〉 , |11〉 ,ãäå ïåðâûé èíäåêñ ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó ÷àñòèö íà óçëå ñî ñïèíîì ââåðõ,à âòîðîé � ñî ñïèíîì âíèç. Ñîîòâåòñòâåííî, íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòàòü ìàò-ðè÷íûå ýëåìåíòû (11.11), ò.å. ìàòðèöó îïåðàòîðà ýâîëþöèè e−△τH ðàç-ìåðà 4 × 4.Äëÿ ðàñ÷åòà ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (11.8) íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü âñåâîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ò.å. âñå âîçìîæíûå äèàãðàììû, ïîäîáíûå�èñ. 11.2 èëè 11.3. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ÌÊ ïåðåáîð êîí�èãó-ðàöèé ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ � èç îäíîé êîí�èãóðàöèèïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ äðóãàÿ, îòëè÷àþùàÿñÿ îò èñõîäíîé îïðåäåëåííûìîáðàçîì. Ïðè ýòîì àëãîðèòì óñòðîåí òàê, ÷òî ïåðåáèðàþòñÿ íå âñå âîç-ìîæíûå êîí�èãóðàöèè, à ïðåèìóùåñòâåííî òå, êîòîðûå äàþò îñíîâíîéâêëàä â (11.8). Â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå òðàåêòîðíîãî àëãîðèòìà ÌÊ âäèñêðåòíîì âðåìåíè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ìèðîâûõ ëèíèé èñ-ïîëüçóþòñÿ äâå ïàðû ïðîöåññîâ (�èñ. 11.4).Îáà âàðèàíòà, êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, ñâîäÿòñÿ ê ïåðåìåùåíèþ �à-çîâîé òðàåêòîðèè ñ îäíîé ñòîðîíû íåçàøòðèõîâàííîãî êâàäðàòà øàõ-



464 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎìàòíîé äîñêè íà äðóãóþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòè ïå-ðåõîäà ñëåäóåò ïåðåñ÷èòàòü ñîñòîÿíèÿ òîëüêî ÷åòûðåõ çàøòðèõîâàííûõêâàäðàòîâ âîêðóã âûáðàííîãî íåçàøòðèõîâàííîãî, ÷òî äåëàåò àëãîðèòìëîêàëüíûì è ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ÷èñëî ðàñ÷åòîâ äëÿ êàæäîãî ýëåìåí-òàðíîãî øàãà ÌÊ. Íàïðèìåð, ïðè îáíîâëåíèè òðàåêòðèè, ïîêàçàííîéíà �èñ. 11.4, á, èç ñîñòîÿíèÿ A â ñîñòîÿíèå B, òðåáóåòñÿ ðàññ÷èòàòü÷åòûðå íîâûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòà: 〈01
∣∣ e−△τHi

∣∣ 01
〉
B
äëÿ êâàäðàòà 1;

〈
00
∣∣ e−△τHi−1

∣∣ 00
〉
B
äëÿ êâàäðàòà 2; 〈10

∣∣ e−△τHi+1
∣∣ 10

〉
B
äëÿ êâàäðàòà

3 è 〈01
∣∣ e−△τHi

∣∣ 10
〉
B
äëÿ êâàäðàòà 4 è ñðàâíèòü èõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìèèñõîäíûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè 〈01

∣∣ e−△τHi
∣∣ 10

〉
A
; 〈01

∣∣ e−△τHi−1
∣∣ 01

〉
A
;

〈
00
∣∣ e−△τHi+1

∣∣ 00
〉
A
; 〈10

∣∣ e−△τHi
∣∣ 10

〉
A
.Äàëåå àëãîðèòì ÌÊ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðàâèëàõ, óæå ðàññìîòðåííûõ âòðåòüåé ÷àñòè êíèãè. Êðàòêî íàïîìíèì èõ ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ìåòîäà.Âñå ïðîöåäóðû äëÿ îáíîâëåíèÿ ìãíîâåííûõ êîí�èãóðàöèé ðàçáèâà-þòñÿ ïîïàðíî íà ¾ïðÿìûå¿ è ¾îáðàòíûå¿, ïðè ýòîì êàæäàÿ ïàðà ïðîöå-äóð óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ äåòàëüíîãî áàëàíñà:

W (old)P→p→ = W (new)P←p←. (11.12)Çäåñü W (old) è W (new) � ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ñòàðîé è íîâîé êîí�èãó-ðàöèé ñîîòâåòñòâåííî (�àêòè÷åñêè ýòî åñòü ïðîèçâåäåíèå ÷åòûðåõ îïå-ðàòîðîâ ýâîëþöèè, ñîãëàñíî ïðîöåäóðàì îáíîâëåíèé øàõìàòíîé äîñêè);
P→ è P← � âåðîÿòíîñòè âûçîâà ïðÿìîé è îáðàòíîé ïðîöåäóð â àëãîðèò-ìå; p→ è p← � âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè ïðèíèìàþòñÿ ýòè ïðîöåäóðû,è èìåííî ïîñëåäíèå âåëè÷èíû ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ äëÿ âûïîëíåíèÿäåòàëüíîãî áàëàíñà, òàê êàê îñòàëüíûå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé ñèòóàöèèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. P→ è P← îïðåäåëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè êîíêðåò-íîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, äëÿ äàííîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ îíè ðàâíûäðóã äðóãó: P→ = P← = 1/ML, L ≡ Na � ðàçìåð ñèñòåìû, ò.å. ñëó-÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ îäèí èç ïóñòûõ êâàäðàòîâ íà øàõìàòíîéäîñêå, âîêðóã êîòîðîãî áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ èçìåíåíèå òðàåêòîðèè. Òî-ãäà p→

p←
= W (new)

W (old)
P←
P→

≡ R. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ îáíîâëåíèÿ



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 465êîí�èãóðàöèè íà �èñ. 11.4, á ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ñòàðîé è íîâîé êîí-�èãóðàöèè áóäóò ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,
W (old) =

=
〈
01
∣∣ e−△τHi

∣∣ 10
〉
A

〈
01
∣∣ e−△τHi−1

∣∣ 01
〉
A

〈
00
∣∣ e−△τHi+1

∣∣ 00
〉
A

〈
10
∣∣ e−△τHi

∣∣ 10
〉
A
;

W (new) =

=
〈
01
∣∣ e−△τHi

∣∣ 01
〉
B

〈
00
∣∣ e−△τHi−1

∣∣ 00
〉
B

〈
10
∣∣ e−△τHi+1

∣∣ 10
〉
B

〈
01
∣∣ e−△τHi

∣∣ 10
〉
B
.Òàê êàê âåðîÿòíîñòè ïîä÷èíÿþòñÿ åñòåñòâåííîìó òðåáîâàíèþ 0 ≤ p ≤ 1,òî ïðîñòåéøèì âàðèàíòîì âûáîðà p→ è p← ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé (ñõåìàÌåòðîïîëèñà):

p→ =

{
R, åñëè R < 1;

1, åñëè R ≥ 1;
(11.13)

p← =

{
1, åñëè R < 1;

1/R, åñëè R ≥ 1.Èíîãäà äëÿ îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé ïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìîì òåï-ëîâîé âàííû ñ p→ = R/(1 +R), êàê â èñõîäíûõ ðàáîòàõ [97, 98℄.�àñ÷åò ñðåäíèõ âåëè÷èí Ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîãî îïåðàòîðà A ïðèèñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñòàíäàðòíî ïî�îðìóëå:
〈A〉 =

∑
n

AnWn

∑
n

Wn
=

∑
MC

Ai
∑
MC

1
. (11.14)



466 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÏîñëåäíÿÿ ñóììà ïîä÷åðêèâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè ïåðåáîðå ñî-ñòîÿíèé ïî àëãîðèòìó Ìåòðîïîëèñà ðàñ÷åò ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó àðè�-ìåòè÷åñêîìó ñðåäíåìó.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò ãèááñîâñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ âå-ñîâ, â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå ÌÊ ñòàòèñòè÷åñêèå âêëàäû ìãíîâåííûõ êîí-�èãóðàöèé â êâàíòîâîì àëãîðèòìå, ðàññ÷èòûâàåìûå èç ìàòðè÷íûõ ýëå-ìåíòîâ îïåðàòîðîâ ýâîëþöèè, ìîãóò èìåòü ëþáîé çíàê. Ýòî îáñòîÿòåëü-ñòâî ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå çíàêà � Minus Sign Problem. Äàëåå â ñëåäó-þùèõ ðàçäåëàõ ïðîáëåìà çíàêà áóäåò îáñóæäàòüñÿ ïîäðîáíåå, çäåñü æåîòìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó â óðàâ-íåíèå äåòàëüíîãî áàëàíñà âõîäèò ìîäóëü îòíîøåíèÿ ∣∣∣W (new)

W (old)

∣∣∣, è èòîãîâàÿ�îðìóëà èìååò âèä
〈A〉 =

∑
n

An|Wn| sgnW n

∑
n

|Wn| sgnW n

=

∑
MC

AisgnWi

∑
MC

sgnWi

. (11.15)Âñå èçìåðÿåìûå â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå âåëè÷èíû ìîæíî ðàçäå-ëèòü íà äâå êàòåãîðèè: �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû, îïåðàòîðû êîòîðûõ ñîõðà-íÿþò ëîêàëüíî ÷èñëà ÷àñòèö, ò.å. ñîõðàíÿþò ÷èñëî ÷àñòèö â ïðåäåëàõêàæäîãî çàøòðèõîâàííîãî êâàäðàòà â ñõåìå øàõìàòíîé äîñêè, è, ñîîò-âåòñòâåííî, íåëîêàëüíûå âåëè÷èíû, îïåðàòîðû êîòîðûõ íå ñîõðàíÿþòëîêàëüíî ÷èñëî ÷àñòèö.Ê ïåðâûì, ëîêàëüíûì âåëè÷èíàì, ìîæíî îòíåñòè ïîëíîå ÷èñëî ÷à-ñòèö â ñèñòåìå
N =

∑

i

ni; (11.16)äèàãîíàëüíûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè òèïà êîððåëÿòîðîâ ïëîòíîñòü-ïëîòíîñòü, òîê-òîê:
〈ni(τ)nj(0)〉 , ni (τ) = eτHnie

−τH ; (11.17)
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〈j (τ) j(0)〉 , j (τ) = i

∑

j

(
a+
j (τ) aj+1 (τ) − a+

j+1 (τ) aj (τ)
)
;ýíåðãèþ ñèñòåìû:

E = − ∂

∂β
lnZ =

〈
Ĥ
〉 (11.18)Ñðåäè íåëîêàëüíûõ âåëè÷èí ñëåäóåò îòìåòèòü íåäèàãîíàëüíóþ ìàò-ðèöó ïëîòíîñòè

ρ (i, j) =
〈
a+
iσajσ

〉
, (11.19)îïèñûâàþùóþ äàëüíèé íåäèàãîíàëüíûé ïîðÿäîê â ñèñòåìå; ìàöóáàðîâ-ñêóþ �óíêöèþ �ðèíà

Gσ (i, j, τ) =
〈
aiσ (τ) a+

jσ(0)
〉
, (11.20)íåîáõîäèìóþ äëÿ ðàñ÷åòà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è ñïåêòðà ýëåìåíòàðíûõâîçáóæäåíèé, ïðè ýòîì óçëû i è j � íåîáÿçàòåëüíî áëèæàéøèå ñîñåäè.Òàêæå ïðèìåðîì íåëîêàëüíîãî êîððåëÿòîðà ìîæåò ñëóæèòü ïàðíàÿ êîð-ðåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ

D (i, j, τ) =
〈
a+
j↑(τ)a

+
j↓(τ)ai↓ (0) ai↑ (0)

〉
, (11.21)ðàñ÷åò êîòîðîé ìîæåò äàòü èí�îðìàöèþ î âîçìîæíîñòè ñèíãëåòíîãîñïàðèâàíèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà â ñèñòåìå è ïîÿâëåíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõñâîéñòâ.�àñ÷åò âåëè÷èí, ëîêàëüíî ñîõðàíÿþùèõ ÷èñëî ÷àñòèö .Ïóñòü A � îïåðàòîð ëîêàëüíîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû. �àçîáüåì åãî,êàê è îïåðàòîð ýíåðãèè, íà ñëàãàåìûå ïî äâóì òèïàì ñâÿçåé:

A = A1 + A2; (11.22)
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A1 =

∑

〈ij〉1

Aij; A2 =
∑

〈ij〉2

Aij .

Â ñëó÷àå îäíî÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ òèïà îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö ýòîðàçáèåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð:
A1 =

∑

i=1,3,5,...

Ai; A2 =
∑

i=2,4,6,...

Ai, (11.23)èëè
A1 =

1

2

∑

i

Ai; A2 =
1

2

∑

i

Ai. (11.24)â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâà ðàñ÷åòà.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ýâîëþöèè, ñîãëàñíîðàçáèåíèþ (11.6):
U1,2 = e−△τH1,2 . (11.25)Âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè êîíêðåòíîé ìãíîâåííîé êîí�èãóðàöèè (îáîçíà-÷èì åå èíäåêñîì k) çàïèøåòñÿ, ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ (11.8), â ñëåäóþùåìâèäå:

P [ϕ0 (k) . . . ϕ2M−1 (k)] = (11.26)
=

〈ϕ0 (k) | U1 | ϕ1 (k)〉 〈ϕ1 (k) | U2 | ϕ2 (k)〉 . . . 〈ϕ2M−1 (k) | U2 | ϕ0 (k)〉∑
ϕ0,ϕ1,...ϕ2M−1

〈ϕ0 (k) | U1 | ϕ1 (k)〉 〈ϕ1 (k) | U2 | ϕ2 (k)〉 . . . 〈ϕ2M−1 (k) | U2 | ϕ0 (k)〉 .Òîãäà ñðåäíåå îò îïåðàòîðà A ïðåäñòàâèìî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
〈A〉 =

Tr
(
Ae−βH

)

Tr (e−βH)
≡

Tr
(
A(U1U2)

M
)

Z
= (11.27)
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= Tr

[
P [ϕ0 . . . ϕ2M−1]

(〈ϕ0 (k) | A1U1 | ϕ1 (k)〉
〈ϕ0 (k) | U1 | ϕ1 (k)〉 +

〈ϕ2M−1 (k) | A2U2 | ϕ0 (k)〉
〈ϕ2M−1 (k) | U2 | ϕ0 (k)〉

)]
.Â âûðàæåíèè (11.27) îïåðàòîð A áûë îòíåñåí ê ïåðâîìó è ïîñëåäíåìóâðåìåííûì ñðåçàì, íî ýòî íåîáÿçàòåëüíî. Èí�îðìàöèþ ìîæíî ñîáèðàòüñ ëþáîé ïàðû âðåìåííûõ ñðåçîâ, òàê êàê âñå âðåìåííûå ñðåçû ýêâèâà-ëåíòíû. Íà ïðàêòèêå èí�îðìàöèþ ñîáèðàþò ñî âñåé �àçîâîé êàðòèíû,à çàòåì óñðåäíÿþò ðåçóëüòàòû ïî âñåì M ñðåçàì.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äèàãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö äëÿ ïðîèç-âîëüíîãî óçëà l èìååì:

〈nl〉 = lim
P→∞

1

2MLP

P∑

k=1

2M−1∑

i=0

L∑

j=1

nk (i, j) ; (11.28)
nk (i, j) = 〈ϕi(k) | nl | ϕi(k)〉 .Çäåñü nk (i, j) � ÷èñëî ÷àñòèö íà óçëå j íà i-ì âðåìåííîì ñðåçå äëÿ k-éÌÊ-êîí�èãóðàöèè. Ïîýòîìó äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èí, äèàãîíàëüíûõ â ïðåä-ñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ, â ïðîöåññå ïåðåáîðà êîí�èãóðàöèé ñëåäóåòîäíîâðåìåííî ñîáèðàòü èí�îðìàöèþ î ìãíîâåííûõ ÷èñëàõ çàïîëíåíèÿñî âñåõ óçëîâ.Ïðè ðàñ÷åòå ýíåðãèè ñèñòåìû òàêæå ñëåäóåò ñîáèðàòü èí�îðìàöèþñî âñåõ ïàð âðåìåííûõ ñðåçîâ, óñðåäíÿÿ ðåçóëüòàò:

〈H〉 =
1

M
Tr

[
P [ϕ0 . . . ϕ2M−1]

{
M∑

i=0

(〈ϕ2i−1(k)|H1U1 |ϕ2i(k)〉
〈ϕ2i−1(k)|U1 |ϕ2i(k)〉

)
+ (11.29)

+

(〈ϕ2i(k)|H2U2 |ϕ2i+1(k)〉
〈ϕ2i(k)|U2 |ϕ2i+1(k)〉

)}]ïðè ýòîì êàæäîå îòíîøåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàñïàäàåòñÿ íàïðîèçâåäåíèå îòíîøåíèé ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ òîëüêî ïî çàøòðèõîâàí-íûì êâàäðàòàì øàõìàòíîé äîñêè:
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〈ϕ2i−1 (k) | H1U 1 | ϕ2i (k)〉
〈ϕ2i−1 (k) | U1 | ϕ2i (k)〉

= (11.30)
=
∑

j

(〈nk(2i− 1, 2j − 1)nk(2i− 1, 2j) | H1U1 | nk(2i, 2j − 1)nk(2i, 2j)〉
〈nk(2i− 1, 2j − 1)nk(2i− 1, 2j) | U1 | nk(2i, 2j − 1)nk(2i, 2j)〉

)
.�àñ÷åò òàêèõ îòíîøåíèé äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé äâóõóçåëüíîéçàäà÷è ïðîâîäèòñÿ çàðàíåå. Íàïðèìåð, äëÿ áåññïèíîâûõ �åðìèîíîâ âìîäåëè (11.3) èìååì (èíäåêñîì i îáîçíà÷åí ïåðâûé èç äâóõ óçëîâ):

〈
00
∣∣ He−△τH

∣∣ 00
〉

〈
00
∣∣ e−△τH

∣∣ 00
〉 = 0;

〈
11
∣∣ He−△τH

∣∣ 11
〉

〈
11
∣∣ e−△τH

∣∣ 11
〉 =

1

2
(△i + △i+1) ;

〈
01
∣∣ He−△τH

∣∣ 01
〉

〈
01
∣∣ e−△τH

∣∣ 01
〉 =

1

2
(△i + △i+1) − te

(△i+1−△i)
2 th (△τt) ; (11.31)

〈
10
∣∣ He−△τH

∣∣ 10
〉

〈
10
∣∣ e−△τH

∣∣ 10
〉 =

1

2
(△i + △i+1) − te

(△i−△i+1)
2 th (△τt) ;

〈
10
∣∣ He−△τH

∣∣ 01
〉

〈
10
∣∣ e−△τH

∣∣ 01
〉 =

1

2
(△i + △i+1) − te

(△i−△i+1)
2 cth (△τt) ;

〈
01
∣∣ He−△τH

∣∣ 10
〉

〈
01
∣∣ e−△τH

∣∣ 10
〉 =

1

2
(△i + △i+1) − te

(△i+1−△i)
2 cth (△τt) .

Â òàáë. 11.1 ïðèâåäåíû äàííûå äëÿ ìîäåëè (11.3) ïðè△i = 0 äëÿ áåñ-ñïèíîâûõ �åðìèîíîâ, ðàññ÷èòàííûå â [98℄, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìèòî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè.



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 471Òàáëèöà 11.1: Çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû áåññïèíîâûõ �åðìèîíîâ ñ ãà-ìèëüòîíèàíîì (11.3) èç [98℄ äëÿ ñëó÷àÿ △i = 0 è N = Na/2 â ñðàâíåíèèñ ðåçóëüòàòàìè òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè
Na EMC/Na Eexact/Na

4 −0.242 ± 0.001 −0.242

8 −0.389 ± 0.001 −0.388

16 −0.540 ± 0.001 −0.539

24 −0.594 ± 0.001 −0.593�àñ÷åò âåëè÷èí, íå ñîõðàíÿþùèõ ëîêàëüíî ÷èñëî ÷àñòèö .Êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè äàæå ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ (îäíî-âðåìåííûå êîððåëÿòîðû), òàêèå, êàê ïàðíûé êîððåëÿòîð
D (i, j) =

〈
a+
j↑a

+
j↓ai↓ai↑

〉 (11.32)èëè íåäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè
ρ (i, j) =

〈
a+
iσajσ

〉
, (11.33)ÿâëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî íåëîêàëüíûìè âåëè÷èíàìè, íå ñî-õðàíÿþùèìè ëîêàëüíî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ è ðàçðûâàþùèìè �åðìèîííûåìèðîâûå ëèíèè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óçëû i, j íå ïðèíàäëåæàò îäíîéçàøòðèõîâàííîé ÿ÷åéêå øàõìàòíîé äîñêè, òî äåéñòâèå êîððåëÿòîðà ñâî-äèòñÿ ê ðîæäåíèþ â ÿ÷åéêå, ñîäåðæàùåé óçåë j, äîïîëíèòåëüíîé ÷àñòèöûè îäíîâðåìåííî óíè÷òîæåíèþ ÷àñòèöû â ÿ÷åéêå, ñîäåðæàùåé óçåë i.Â ýòîì ñëó÷àå ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíûé âðåìåííîé ðàçðåç [98℄ (�èñ. 11.5),íà êîòîðîì äîïóñòèìû ðàçðûâû òðàåêòîðèé. Äëÿ ðàñ÷åòà òåðìîäèíàìè-÷åñêèõ ñðåäíèõ îò íåëîêàëüíîãî îïåðàòîðà Q âèäà (11.32), (11.33) èìååì:

〈Q〉 =
〈Q1〉
〈W1〉

; (11.34)
〈Q1〉 = Tr [〈i1 | Q | i1′〉U1′,2 (k)U2,3 (k) . . . U2L,1(k)] ; (11.35)
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�èñ. 11.5: Ñõåìà øàõìàòíîé äîñêè äëÿ ðàñ÷åòà íåëîêàëüíûõ êîððåëÿòî-ðîâ. Òðàåêòîðèè ÷àñòèö ìîãóò èñïûòûâàòü ðàçðûâ ìåæäó âðåìåííûìèñðåçàìè | i1〉 è |i′1〉
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〈W1〉 = Tr [〈i1 | i1′〉U1′,2 (k)U2,3 (k) . . . U2L,1(k)] ; (11.36)

ULM (k) = 〈ϕL(k) | U1,2 | ϕM(k)〉 . (11.37)Äëÿ ðàñ÷åòà (11.34) íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü íåçàâèñèìóþ ÌÊ-ïðîöåäóðóäëÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ è ðàññ÷èòàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñðåäíèå(11.35) è (11.36). Ýòè ïðîöåññû ìîæíî îáúåäèíèòü, âíîñÿ âêëàä ëèáî â÷èñëèòåëü, ëèáî â çíàìåíàòåëü â òå÷åíèå ÌÊ-ñèìóëÿöèè â çàâèñèìîñòèîò òîãî, êàêîé èç ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ 〈i | Q | i′〉 èëè 〈i | i′〉 íå ðàâåííóëþ. Êðîìå òîãî, ìîæíî èñêëþ÷àòü âñå ÌÊ-ðåàëèçàöèè, ãäå îáà ìàò-ðè÷íûõ ýëåìåíòà ðàâíû íóëþ. Âñÿ ïîëåçíàÿ èí�îðìàöèÿ äëÿ ðàñ÷åòàêîððåëÿòîðà ñíèìàåòñÿ òîëüêî ñ îäíîãî âðåìåííîãî ðàçðåçà 〈i | i′〉. Ýòîóìåíüøàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â 2L = M ðàç, îäíàêî îíà âñå ðàâíîîñòàåòñÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàçìåðó êëàñòåðà.Ïðèâåäåì ìåòîä ðàñ÷åòà íåëîêàëüíîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû ñ ðàçíî-âðåìåííûìè îïåðàòîðàìè, íàïðèìåð ìàöóáàðîâñêîé �óíêöèè �ðèíà
Gσ (i, j, τ) =

〈
aiσ (τ) a+

jσ(0)
〉
. (11.38)Â ýòîì ñëó÷àå â ñõåìó ðàñ÷åòà íåîáõîäèìî âíåñòè äâà äîïîëíèòåëüíûõâðåìåííûõ ðàçðåçà, ðàçíåñåííûõ íà âåëè÷èíó τ ïî øêàëå ìíèìîãî âðå-ìåíè. �àñ÷åò �óíêöèè �ðèíà ïðîâîäèòñÿ, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîòíî-øåíèé:

〈G〉 =
〈G1〉
〈W1〉

; (11.39)
〈G1〉 = Tr

[〈
i1
∣∣ a+

∣∣ i1′
〉
U1′,2 (k)U2,3 (k) . . . 〈iτ | a | iτ ′〉 . . . U2L,1(k)

]
;(11.40)
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�èñ. 11.6: Óñëîæíåííàÿ ñõåìà øàõìàòíîé äîñêè äëÿ ðàñ÷åòà ìàöóáàðîâ-ñêîé �óíêöèè �ðèíà. Â îáëàñòè 2 â êîí�èãóðàöèè ñëåâà íà 1 ÷àñòèöóáîëüøå, ÷åì â îáëàñòÿõ 1 è 3. Òàêèå êîí�èãóðàöèè ãåíåðèðóþòñÿ äëÿ ñáî-ðà ñòàòèñòèêè äëÿ ìàöóáàðîâñêîé �óíêöèè �ðèíà. Êîí�èãóðàöèè ñïðà-âà ãåíåðèðóþòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñòàòèñòè÷åñêèõ âåñîâ W1 â (11.41). Ïàðûêîí�èãóðàöèé ñëåâà ãåíåðèðóþòñÿ îäíîâðåìåííî, ïðè ýòîì îáëàñòè 1äëÿ îáåèõ êîí�èãóðàöèé îäèíàêîâû
〈W1〉 = Tr [〈i1 | i1′〉U1′,2 (k)U2,3 (k) . . . 〈iτ | iτ ′〉 . . . U2L,1(k)] . (11.41)Åñëè â ñèñòåìå N ÷àñòèö, òî ïðè ðàñ÷åòå �óíêöèè �ðèíà ìåæäó âðå-ìåííûìè ñðåçàìè | i1〉 è | iτ 〉 íà îäíó ÷àñòèöó áîëüøå � N + 1 ÷àñòèö.Êðîìå òîãî, ïàðàëëåëüíî ãåíåðèðóþòñÿ êîí�èãóðàöèè  N ÷àñòèöàìèâ ïðîìåæóòêå ìåæäó ýòèìè ñðåçàìè äëÿ ðàñ÷åòà ñòàòèñòè÷åñêîãî âå-ñà W1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âðåìåííûå ñðåçû âíå ýòîãî ïðîìåæóòêàáûëè îáùèìè äëÿ îáîèõ ÌÊ-ðàñ÷åòîâ (11.40) è (11.41). Â ðåçóëüòàòåÌÊ-ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ íà óñëîæíåííîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñåò-êå (�èñ. 11.6). Âñÿ èí�îðìàöèÿ ñíèìàåòñÿ ñ âðåìåííûõ ñðåçîâ |i1〉 , | i′1〉 ,

|iτ 〉 è | i′τ 〉 , òàê ÷òî ñõîäèìîñòü óõóäøàåòñÿ â M ðàç (M � ïîëíîå ÷èñëîâðåìåííûõ ñðåçîâ), îäíàêî âñå ðàâíî îñòàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷èñëóóçëîâ Na [117℄.Äëÿ óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè èç âîçìîæíûõ ÌÊ-êîí�èãóðàöèé èñêëþ-÷àþòñÿ òå, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ 〈iτ | a | i′τ 〉 〈i1 | a+ | i′1〉



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 475ïî îáëàñòè 1⊗2 (ñì. �èñ. 11.6) èëè 〈iτ | i′τ 〉 〈i1 | i′1〉 ïî îáëàñòè 1⊗3 ðàâíîíóëþ. Êðîìå òîãî, ÷åðåç îïðåäåëåííîå ÷èñëî ÌÊ-øàãîâ ðàñ÷åò ïðîâî-äèòñÿ çàíîâî äëÿ íîâîé èñõîäíîé êîí�èãóðàöèè. Çàòåì ðåçóëüòàòû, ïî-ëó÷åííûå ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ êîí�èãóðàöèÿõ, óñðåäíÿþòñÿ. Ýòîóìåíüøàåò ñòàòèñòè÷åñêèé øóì ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ êàæäîãî âðåìåíè τïðîâîäèòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûé ÌÊ-ðàñ÷åò.Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà (�èñ. 11.7, 11.8)èç [98℄ äëÿ ñëåäóþùèõ íåëîêàëüíûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé:1. Êîððåëÿòîð âîëíû çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè
GCDW (l) = (−1)l 〈ni+lni〉 .2. Êîððåëÿòîð âîëíû ñïèíîâîé ïëîòíîñòè

GSDW (l) = (−1)l
〈
Szi+lS

z
i

〉
, Szi =

1

2
(ni↑ − ni↓) .3. Ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñèíãëåòíîãî ñïàðèâàíèÿ

GSS (l) =
〈
ai+l↓ai+l↑a

+
i↑a

+
i↓
〉äëÿ ðàñøèðåííîé (ñî âçàèìîäåéñòâèåì íà ñîñåäíèõ óçëàõ) ìîäåëèÕàááàðäà ñ Na = 20, 10 �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì ââåðõ è 10 � ñî ñïèíîìâíèç, β = 4:

H = U
∑

i

ni↑ni↓ + V
∑

i

nini+1 − t
∑

〈ij〉σ

(
a+
iσajσ + h.c.

)
. (11.42)11.1.2. Ïðîáëåìà çíàêà (Minus Sign Problem) â êâàíòîâîì àëãî-ðèòìå Ìîíòå-ÊàðëîÊàê áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà â êâàí-òîâîì àëãîðèòìå ÌÊ ìîãóò èìåòü ëþáîé çíàê; ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
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0�èñ. 11.7: Êîððåëÿòîð âîëíû ñïèíîâîé ïëîòíîñòè èç [98℄ äëÿ ìîäåëè(11.42) ñ ïàðàìåòðàìè U = 6; V = 0
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0.0

1.0

l
0

0.5

SS

CDW

SDW

0

0

0

0

�èñ. 11.8: Êîððåëÿòîðû âîëíû ñïèíîâîé ïëîòíîñòè (SDW), âîëíû çàðÿ-äîâîé ïëîòíîñòè (CDW) è ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñèíãëåòíî-ãî ñïàðèâàíèÿ (SS) èç [98℄ äëÿ ìîäåëè (11.42) ñ ïàðàìåòðàìè U = −6;
V = −0.4



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 477ïðè ðàñ÷åòå ñðåäíèõ îò îïåðàòîðîâ ïðèõîäèòüñÿ ñóììèðîâàòü çíàêîïå-ðåìåííûå ðÿäû. Ýòî èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà çíàêà � Minus Sign Problem. Âðåçóëüòàòå ëþáîå ñðåäíåå îò îïåðàòîðà A, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñëåäóåò ðàññ÷è-òûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
〈A〉 =

∑
n

An |Wn| sgnWn

∑
n

|Wn| sgnWn
=

∑
MC

AisgnWi

∑
MC

sgnWi
. (11.43)Ïðîáëåìà çíàêà, â îñíîâíîì, èìååò ìåñòî ïðè ðàñ÷åòå �åðìèîííûõñèñòåì â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ [118℄ è âîçíèêàåò èç-çà àíòè-ñèììåòðèè �åðìèîííîé âîëíîâîé �óíêöèè. Ýòî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê è âîçðàñòàíèþ âðåìåíè ðàñ÷åòà. Â [118℄ ïðåä-ëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû â çàâèñèìîñòè îòòîãî, ñòðåìèòñÿ ëè ñðåäíåå çíà÷åíèå çíàêà êîí�èãóðàöèè ê íóëþ èëèê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ ïðè T → 0. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèèêâàíòîâîé ñïèíîâîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì íå òîëüêî ïåðâîé, íî è âòîðîé êî-îðäèíàöèîííîé ñ�åðû òàêæå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ïðîáëåìó çíàêà [119℄.11.1.2.1. Äâà òèïà ïðîáëåìû çíàêà Â îáùåì ñëó÷àå, ñîãëàñíî (11.43),äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû è ñðåäíåãî îò îïåðàòîðà �èçè-÷åñêîé âåëè÷èíû A íåîáõîäèìî ñóììèðîâàòü îòíîøåíèå äâóõ çíàêîïå-ðåìåííûõ ðÿäîâ. Ïðè óìåíüøåíèè òåìïåðàòóðû è ÷èñëèòåëü, è çíàìå-íàòåëü â �îðìóëå (11.43) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èç-çà ýòîãî ñòàòèñòè÷åñêèåîøèáêè ïîëó÷àåìûõ ïðè ðàñ÷åòå âåëè÷èí ñèëüíî âîçðàñòàþò, à ïðè íåêî-òîðîé íèçêîé òåìïåðàòóðå âû÷èñëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåâîçìîæíû.�àññìîòðèì ñèñòåìó �åðìèîíîâ èëè áîçîíîâ íà äâóìåðíîé ðåøåòêåñ ïåðåñêîêàìè íà ïåðâóþ è âòîðóþ êîîðäèíàöèîííûå ñ�åðû:

H= −t
∑

〈ij〉
a+
i aj−t′

∑

〈〈ij〉〉
a+
i aj+

∑

i

△ini; t′<0. (11.44)Íà �èñ. 11.9 ïîêàçàíû ïðèìåðû êîí�èãóðàöèé, èìåþùèõ âåñà ðàçíîãîçíàêà.
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�èñ. 11.9: Êîí�èãóðàöèÿ (à) èìååò ïîëîæèòåëüíûé âåñ, â òî âðåìÿ êàêâåñ êîí�èãóðàöèè (á ) W ∼ − |t′| t2 < 0 èç-çà âêëàäà ïåðåñêîêà ñî âòîðîéêîîðäèíàöèîííîé ñ�åðûÒàêèì îáðàçîì, îäíèì èç èñòî÷íèêîâ ïðîáëåìû çíàêà ÿâëÿåòñÿ ïîëî-æèòåëüíûé çíàê ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ âîçìóùåíèÿ. Äàæå îäíî ïîëîæè-òåëüíîå ñëàãàåìîå â âîçìóùåíèè ìîæåò èçìåíèòü çíàê ñòàòèñòè÷åñêîãîâåñà è òåì ñàìûì âûçâàòü ïðîáëåìó çíàêà.Åñòü åùå îäèí èñòî÷íèê ïðîáëåìû çíàêà, íå çàâèñÿùèé îò âîçìóùå-íèÿ. Ýòî � àíòèñèììåòðèÿ âîëíîâîé �óíêöèè �åðìèîíîâ îòíîñèòåëüíîïåðåñòàíîâîê ÷àñòèö. Îò ýòîãî çíàêà íåëüçÿ èçáàâèòüñÿ, ìåíÿÿ âîçìóùå-íèå, òàê êàê îí íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñî ñòàòèñòèêîé ÷àñòèö. Ýòî � �åðìè-îííàÿ ïðîáëåìà çíàêà.11.1.2.2. Ìîäåëè, ñâîáîäíûå îò ïðîáëåìû çíàêà Ïðîáëåìà çíàêàèíîãäà îòñóòñòâóåò èç-çà îñîáåííîñòåé ìîäåëè.Ïî÷òè åäèíñòâåííûé ïðèìåð �åðìèîííîé ñèñòåìû áåç �åðìèîííî-ãî çíàêà � ýòî áåññïèíîâûå ýëåêòðîíû íà îäíîìåðíîé öåïî÷êå ñ ïåðå-ñêîêîì ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè â ñëó÷àå íå÷åòíîãî ÷èñëà ÷àñòèö:åäèíñòâåííûé òèï ïåðåñêîêà, â êîòîðîì òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåò äðóãèå �ïåðåñêîê ÷åðåç ãðàíèöó, ïðè ýòîì ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé âñåãäà ÷åòíî, è â ðå-çóëüòàòå �åðìèîííûé çíàê ëþáîé êîí�èãóðàöèè ðàâåí +1. Ïî ýòîé ïðè-÷èíå ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóþòñÿ òðàåêòîðíûå ìåòîäû ÌÊ äëÿ äâóõ- è



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 479òðåõìåðíûõ �åðìèîííûõ ñèñòåì (èñêëþ÷åíèå � ìåòîäû ÌÊ äëÿ ïëîñêî-ñòè CuO2 â âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ, ðàññìàòðèâàåìûõäàëåå).Çàäà÷è, ãäå îòñóòñòâóåò çíàê, ñâÿçàííûé ñ âîçìóùåíèåì, ðàññìàòðè-âàþòñÿ ÷àùå. Íàïðèìåð, ýòî áîçîííàÿ ìîäåëü Õàááàðäà íà êâàäðàòíîéðåøåòêå ñ ïåðåñêîêàìè òîëüêî íà ïåðâóþ êîîðäèíàöèîííóþ ñ�åðó. ×èñ-ëî ïåðåñêîêîâ â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà ÷åòíî, è ïðè ëþáîì çíàêå ïåðåñêî-êà îáùèé çíàê áóäåò ïîëîæèòåëåí. Òàêæå ñâîáîäíû îò ïðîáëåìû çíàêàñïèíîâûå ìîäåëè ñ âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè èç-çàñèììåòðè÷íîé ïî ïåðåñòàíîâêàì âîëíîâîé �óíêöèè.11.1.2.3. Áûñòðûé ðàñ÷åò è êîððåêöèÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòî-ÿíèÿ Ïðîáëåìà çíàêà ïðè óìåíüøåíèè òåìïåðàòóðû çàìåäëÿåò ðàñ-÷åò è ñåðüåçíî óâåëè÷èâàåò �ëóêòóàöèè ïîëó÷àåìûõ âåëè÷èí. Íî äëÿýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ìåòîä êîððåêöèè, ïîç-âîëÿþùèé çàìåòíî óëó÷øèòü òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà. Ñóòü ýòîãî ìåòîäàçàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.Îïðåäåëèì ñðåäíèé çíàê êîí�èãóðàöèè ïî �îðìóëå:
〈Sgn〉 =

∑
MC

sgnW

∑
MC

1
=
Zñî çíàêîì
Záåç çíàêà . (11.45)Ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó â îáùåì âèäå ìîæíîïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: Z = g0e
−βE0 + g1e

−βE1 + . . . , è ïîýòîìóñðåäíèé çíàê ïðè β → 0 ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò:
〈Sgn〉 ∼ e−β(Eñî çíàêîì

0 −Eáåç çíàêà
0 ) (11.46)(êñòàòè, îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè ó÷åòå çíàêà îñíîâíîé óðîâåíü ýíåðãèèïîâûøàåòñÿ). Â ñëó÷àå áåç çíàêà �ëóêòóàöèè ýíåðãèè, êàê è âñåõ ñðåä-íèõ âîîáùå, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ïîýòîìó ëåã÷å ðàññ÷èòàòü Eáåç çíàêà

0 èñêîððåêòèðîâàòü åãî íà çíà÷åíèå △E = Eñî çíàêîì
0 −Eáåç çíàêà

0 , ïîëó÷åííîåèç àñèìïòîòèêè çàâèñèìîñòè 〈Sgn〉 îò β.



480 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÌåòîä êîððåêöèè ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëü-íî ñîêðàòèòü âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèé, à âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõðàñ÷åò áåç íåãî ïðîñòî íåâîçìîæåí.Äàëåå ïðè ðàññìîòðåíèè ìåòîäîâ ÌÊ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè áóäåòîïèñàí ñïîñîá ðàñ÷åòà çíàêà êîí�èãóðàöèè, èñõîäÿ èç òîïîëîãè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê �àçîâûõ òðàåêòîðèé.11.1.3. Îñîáåííîñòè ñòàòèñòèêè ÁîçåÂ 1992 ã. áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä òðàåêòîðíîãî äèñêðåòíîãî àëãîðèòìà ÌÊäëÿ áîçîííîé ìîäåëè Õàááàðäà, óæå ðàññìîòðåííîé â �ëàâå 5 [96℄:
H = −t

∑

〈ik〉

(
a+
i ak + h.c.

)
+
U

2

∑

i

ni(ni − 1)+ (11.47)
+V

∑

〈ik〉
nink − µ

∑

i

ni.Ñõåìà àëãîðèòìà ÌÊ � òà æå, êàê è äëÿ �åðìèîííîé ñòàòèñòèêè; òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå Ñóäçóêè � Òðîòòåðà:
Z =

∑

ϕ0,ϕ1,...,ϕ2M−1

〈
ϕ0

∣∣∣ e−
△τ
2

(H0+2W1)e−△τK1

∣∣∣ ϕ1

〉〈
ϕ1

∣∣∣ e−
△τ
2

(H0+2W2)e−△τK2

∣∣∣ ϕ2

〉
×

× · · · ×
〈
ϕ2M−1

∣∣∣ e−
△τ
2

(H0+2W2)e−△τK2

∣∣∣ ϕ0

〉 (11.48)ñî ñòàíäàðòíûì ðàçáèåíèåì íà êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ è âçàèìîäåéñòâèå:
K1 = −t

∑

〈ik〉1

(
a+
i ak + h.c.

)
; K2 = −t

∑

〈ik〉2

(
a+
i ak + h.c.

)
;

W1 = V
∑

〈ik〉1

nink; W2 = V
∑

〈ik〉2

nink; (11.49)
H0 =

U

2

∑

i

ni(ni − 1) − µ
∑

i

ni,



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 481÷òî òàêæå ïðèâîäèò ê ñõåìå øàõìàòíîé äîñêè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ñ ðàññìîòðåííûì âûøå �åðìèîííûì àëãîðèòìîì� â îòñóòñòâèè çàïðåòà íà óçåëüíûå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ni, ÷òî ïðèâîäèòê íåêîòîðûì îñîáåííîñòÿì ðàñ÷åòà.Âî-ïåðâûõ, âîçíèêàþò ñëîæíîñòè ïðè ðàñ÷åòå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîââ (11.48). Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ hard-ore-áîçîíîâ ñ çàïîëíåíèåì ni =

0; 1 åùå âîçìîæíî àíàëèòè÷åñêè ðàññ÷èòàòü äâóõóçåëüíûå ìàòðè÷íûåýëåìåíòû â ñõåìå øàõìàòíîé äîñêè:
〈
00
∣∣ e−△τH

∣∣ 00
〉

= 1;

〈
11
∣∣ e−△τH

∣∣ 11
〉

= e−△τ(V−µ);

〈
01
∣∣ e−△τH

∣∣ 01
〉

= e−
△τµ

2 ch (△τt) ; (11.50)
〈
10
∣∣ e−△τH

∣∣ 10
〉

= e−
△τµ

2 ch (△τt) ;

〈
01
∣∣ e−△τH

∣∣ 10
〉

= e−
△τµ

2 sh (△τt) ;

〈
10
∣∣ e−△τH

∣∣ 01
〉

= e−
△τµ

2 sh (△τt) .Â ñëó÷àå ðåäóöèðîâàííîé áîçîííîé ìîäåëè (ni = 0; 1; 2) òàêæå âîç-ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ðàññ÷èòàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû.Íî ïðè çàïîëíåíèè nmax ≥ 3 ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ÷èñ-ëåííî, ÷òî äåëàåòñÿ îäèí ðàç ïåðåä íà÷àëîì ðàñ÷åòà ÌÊ ïðîñòûì óìíî-æåíèåì ìàòðèö:
〈
e−△τĤ

〉
=
∑

l

(−△τ)lĤ l

l!
. (11.51)



482 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ�ÿä ñõîäèòñÿ áûñòðî, òàê êàê △τ/β ≪ 1. Òàê æå ðàññ÷èòûâàþòñÿ âñåìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äëÿ îïåðàòîðîâ, ñðåäíèå îò êîòîðûõ íåîáõîäèìîðàññ÷èòûâàòü â ÌÊ ïðîöåäóðå:
〈
Ae−△τH

〉
=
∑

l

(−△τ)lAH l

l!
. (11.52)Çàäàâàÿ â (11.52) çíà÷åíèå nmax, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé ðàçìåðãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû, ìîæíî ïîëó÷èòü âñå íåîáõîäèìûå ìàòðè÷íûåýëåìåíòû.Îáû÷íî îãðàíè÷åíèÿ nmax ∼ 5 ÷ 8 äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðåçóëüòàòû ñíåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàëè ñ ðåçóëüòàòàìè ïîëíîé áîçîííîé ìî-äåëè (áåç îãðàíè÷åíèÿ ñòàòèñòèêè), òàê êàê äàæå â îòñóòñòâèå âçàèìî-äåéñòâèÿ âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòüñÿ íà îäíîì óçëå äâóì è áîëåå áîçîíàì

∼ 0.008 [96℄.Âòîðàÿ îñîáåííîñòü � âèä �àçîâûõ òðàåêòîðèé íà øàõìàòíîé äîñ-êå. Íà �èñ. 11.10 ïîêàçàí ïðèìåð êîí�èãóðàöèè òðàåêòîðèé áîçîíîâ íàøàõìàòíîé äîñêå.Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, òðàåêòîðèè áîçîíîâ ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ äðóãíà äðóãà è ïåðåñåêàòüñÿ. Îäíàêî îíè ïî-ïðåæíåìó íåïðåðûâíû, òàê êàêëîêàëüíî â êàæäîì çàøòðèõîâàííîì êâàäðàòå ÷èñëî ÷àñòèö íå ìåíÿåòñÿâäîëü øêàëû ìíèìîãî âðåìåíè.Èçìåíåíèÿ òðàåêòîðèé ïðîèñõîäÿò òàê æå, êàê è â �åðìèîíîì âàðè-àíòå: ýëåìåíòàðíûé øàã ÌÊ � ïåðåáðîñ ñëåâà íàïðàâî (èëè íàîáîðîò)òðàåêòîðèè îäíîé ÷àñòèöû (ëèíèè ñ îäíîêðàòíûì çàïîëíåíèåì) ÷åðåçïóñòîé êâàäðàò (�èñ. 11.11).�àñ÷åò ëîêàëüíûõ è íåëîêàëüíûõ âåëè÷èí îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê æå,êàê è äëÿ �åðìèîíîâ. Ïðèâåäåì äëÿ ïðèìåðà äàííûå èç [68℄ ïî îïðåäå-ëåíèþ ùåëè â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé (�èñ. 11.12).Òðåòüÿ îñîáåííîñòü � â âûðàæåíèÿõ äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ îò-ñóòñòâóåò ïðîáëåìà çíàêà, ÷òî ñâÿçàíî ñ ñèììåòðèåé áîçîííîé âîëíîâîé�óíêöèè. Âûáîð îòðèöàòåëüíîãî çíàêà ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåñêîêà
−t (âîçìîæíîñòü òàêîãî âûáîðà ðàññìîòðåíà â �ëàâå 5) ïðèâîäèò ê ïîëî-
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�èñ. 11.10: ×àñòèöû ñ áîçîííîé ñòàòèñòèêîé â ñõåìå øàõìàòíîé äîñêè.Òðàåêòîðèè ÷àñòèö ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ è íàêëàäûâàòüñÿ äðóã íà äðó-ãà, îáðàçóÿ ìíîãîêðàòíîå çàïîëíåíèå óçëîâ. Ìíîãîêðàòíîå çàïîëíåíèåóçëîâ ïîêàçàíî æèðíûìè ëèíèÿìè

�èñ. 11.11: Ïðèìåð èçìåíåíèÿ òðàåêòîðèè â ñëó÷àå áîçîííîé ñòàòèñòèêè
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�èñ. 11.12: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ îäíîìåðíîé áîçîííîé ìîäåëè Õàááàð-äà. Ïàðàìåòðû ìîäåëè: T = 0.0625t; Na = 16 (îòêðûòûå êðóãè); Na = 50(ñïëîøíûå êðóãè). Ùåëü â ñïåêòðå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ△ = µ+−µ−,ãäå µ+ = E (Na + 1) −E (Na); µ− = E (Na) −E (Na − 1)æèòåëüíûì ìàòðè÷íûì ýëåìåíòàì âèäà (11.50). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîç-âîëÿåò ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàòü òðàåêòîðíûé ìåòîä ÌÊ äëÿ äâóìåðíûõè òðåõìåðíûõ áîçîííûõ ìîäåëåé, à òàêæå îïóñêàòüñÿ äî ìàëûõ òåìïåðà-òóð, íàèáîëåå èíòåðåñíûõ äëÿ �èçèêè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Íà�èñ. 11.13 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàí âàðèàíò øàõìàòíîé äîñêè äëÿ äâóìåðíîéìîäåëè Áîçå � Õàááàðäà èç [98℄.11.1.4. Winding numbersÎäèí èç íåäîñòàòêîâ ðàññìîòðåííûõ âûøå òðàåêòîðíûõ ìåòîäîâ â ñõå-ìå øàõìàòíîé äîñêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëî îáîðîòîâ òðàåêòîðèè÷àñòèöû ïî êîîðäèíàòíîé èëè âðåìåííîé îñè � winding numbers âñåãäàîñòàåòñÿ �èêñèðîâàííûì. ×èñëî îáîðîòîâ òðàåêòîðèè � åñòåñòâåííî âîç-íèêàþùàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç òðàåêòîðèÿ ïåðå-ñåêàåò âðåìÿ τ = 0, èëè íà ñêîëüêî ðàç áîëüøå òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåòãðàíèöó, ñêàæåì, ñëåâà íàïðàâî, ÷åì íàîáîðîò.Íà �èñ. 11.14 ïîêàçàíû äâå ñèñòåìû ñ ðàçíûìè ÷èñëàìè îáîðîòîâ(ðàçëè÷íûìè winding numbers).
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H1 H1

H2 H2

H1 H1

H2 H2

H2

H2

H2

H2�èñ. 11.13: Øàõìàòíàÿ äîñêà äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè (âèä ñâåðõó). �îëüêëåòîê øàõìàòíîé äîñêè èãðàþò êóáû, ðàñïîëîæåííûå â �àçîâîì ïðî-ñòðàíñòâå (x, y, τ). Øêàëà ìíèìîãî âðåìåíè ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòèðèñóíêà



486 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
0 1 2 3 4 5 6 7

0

Dt/2

Dt

b

..
.

..
.

..
.

а

0 1 2 3 4 5 6 7
0

Dt/2

Dt

b

..
.

..
.

..
.

б

�èñ. 11.14: Êîí�èãóðàöèè ñ ðàçíûìè winding numbersÏåðâàÿ òðàåêòîðèÿ (ñì. �èñ. 11.14, à) èìååò W (τ) = 1 è W (x) = 0,à âòîðàÿ (ñì. �èñ. 11.14, á ) � W (τ) = 1 è W (x) = 1. Îáå ýòè êîí�èãó-ðàöèè èìåþò íåíóëåâîé âåñ è ïîòîìó äîëæíû ó÷àñòâîâàòü â ðàñ÷åòàõ.Íî ïðè ïîìîùè óêàçàííîãî ðàíåå íàáîðà ïðîöåññîâ äëÿ îáíîâëåíèÿ òðà-åêòîðèé íå ïîëó÷èòñÿ ïðåâðàòèòü îäíó êîí�èãóðàöèþ â äðóãóþ, è ïî-ýòîìó íåîáõîäèìî ââåñòè ïðîöåññû äëÿ ãëîáàëüíûõ èçìåíåíèé ñèñòåìûòðàåêòîðèè ñ èçìåíåíèåì ÷èñåë îáîðîòîâ W (x) è W (τ), èíà÷å ñõåìà ðàñ-÷åòà íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ýðãîäè÷åñêîé. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîâûðàæåíèå äëÿ ñâåðõòåêó÷åé ïëîòíîñòè, èñïîëüçóåìîå ïðè ðàñ÷åòå òà-êèõ êîëëåêòèâíûõ ÿâëåíèé, êàê ñâåðõïðîâîäèìîñòü èëè ñâåðõòåêó÷åñòü,ñâÿçàíî ñ êâàäðàòè÷íîé �ëóêòóàöèåé ÷èñëà çàêðóòîê 〈W 2
x 〉 [120℄. Òàêèìîáðàçîì, åñëè ñõåìà ðàñ÷åòà áóäåò âñåãäà íàõîäèòüñÿ â êëàññå òðàåêòîðèé(ñì. �èñ. 11.14, à), òî íåâîçìîæíî áóäåò ðàññ÷èòàòü íèçêîòåìïåðàòóðíûéêîëëåêòèâíûé îòêëèê ñèñòåìû.Âêëàä òðàåêòîðèé ñ íåíóëåâûì W ðàñòåò ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòó-ðû [120℄, òàê ÷òî ïðè íå î÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòàëîêàëüíûõ êîððåëÿòîðîâ, ýíåðãèè è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû âïîëíåêîððåêòíû. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðîâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû ñ ðàçíûìè êëàññàìèòðàåêòîðèé (ðàçíûìè W ) è â èòîãå îïðåäåëÿþòñÿ ñâåðõòåêó÷èå õàðàêòå-ðèñòèêè [96, 101℄.Ïðîáëåìà ó÷åòà â ðàñ÷åòå êîí�èãóðàöèé ñ ðàçëè÷íûìè winding numbersáûëà ðåøåíà ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ÌÊ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ äàëåå.



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 48711.1.5. Ñâÿçü �åðìèîííîãî çíàêà è winding numbers â òðàåêòîð-íûõ ìåòîäàõÄëÿ �åðìè-ìîäåëåé èìååò ìåñòî âàæíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó çíàêîìÌÊ-êîí�èãóðàöèè è ÷èñëàìè winding numbers.Êàê èçâåñòíî, àíòèñèììåòðèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé è òîæäåñòâåííîñòü÷àñòèö â �åðìè-ñèñòåìàõ ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé ñòàíäàðòíîãî àíòèêîììó-òàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ:
{
ak, a

+
k′

}
+

= δkk′. (11.53)Ïðè ñêâîçíîé íóìåðàöèè óçëîâ â ñèñòåìå ýòî ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìóâûðàæåíèþ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òî-æåíèÿ [1℄:
〈n1 . . . 0k . . . | ak | n1 . . . 1k . . . 〉 =

〈
n1 . . . 1k . . .

∣∣ a+
k

∣∣ n1 . . . 0k . . .
〉

=

= (−1)

k−1
P

j=1
nj

. (11.54)Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü:
〈
. . . 1k . . . 0l . . .

∣∣ a+
k al

∣∣ . . . 0k . . . 1l . . .
〉

=





(−1)

l−1
P

j=k+1
nj

, åñëè k < l;

(−1)

k−1
P

j=l+1
nj

, åñëè k > l.(11.55)Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ñèñòåìû �åðìèîíîâ ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ëþáîéñèñòåìû òðàåêòîðèé, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîìèìî çíàêà, ñâÿçàííîãî ñîçíàêîì ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ âîçìóùåíèÿ, èìååò äîïîëíèòåëüíûé çíàê,âîçíèêàþùèé èç-çà àíòèñèììåòðèè âîëíîâîé �óíêöèè �åðìèîíîâ îòíî-ñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ÷àñòèö:
W̃ = W

M∏

k=1

(−1)

mk−1
P

j=lk+1
n

(k)
j

, (11.56)



488 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎãäå M îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî âðåìåííûõ ñðåçîâ; lk è mk � íà÷àëüíûéè êîíå÷íûé óçëû ïåðåñêîêà ÷àñòèöû íà k-ì âðåìåííîì ñðåçå, ñîîòâåò-ñòâåííî; n(k)
j � ÷èñëî çàïîëíåíèÿ óçëà j íà k-ì âðåìåííîì ñðåçå.Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòîò çíàê ñòðàííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïîðÿä-êà íóìåðàöèè óçëîâ è áåññèñòåìíî ìåíÿåòñÿ îò êîí�èãóðàöèè ê êîí�èãó-ðàöèè. Îäíàêî äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî �åðìèîííûé çíàê ñîâåðøåííîíå çàâèñèò îò íóìåðàöèè óçëîâ è îòðàæàåò èñêëþ÷èòåëüíî òîïîëîãèþñèñòåìû ìèðîâûõ ëèíèé.Èçëîæåííûå â äàííîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû áóäóò ñïðàâåäëèâû êàêäëÿ ìãíîâåííûõ ÌÊ-êîí�èãóðàöèé ñ íåïðåðûâíûìè �àçîâûìè òðàåê-òîðèÿìè, òàê è äëÿ êîí�èãóðàöèé ñ ðàçðûâàìè òðàåêòîðèé (íàïðèìåð,äëÿ ðàñ÷åòà �óíêöèè �ðèíà èëè íåëîêàëüíîãî êîððåëÿòîðà). Áîëåå òîãî,ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîì ðàçäåëå, áóäóò ñïðàâåäëèâû è äëÿ êâàí-òîâûõ ìåòîäîâ ÌÊ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå.11.1.5.1. Êîí�èãóðàöèè áåç ðàçðûâîâ �àññìîòðèì ñíà÷àëà êîí-�èãóðàöèè òðàåêòîðèé áåç ðàçðûâîâ. �àñïîëîæèì íà âåðòèêàëüíîé îñèïðîñòðàíñòâåííóþ êîîðäèíàòó, íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè � øêàëó ìíèìîãîâðåìåíè. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ïîä ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ïîäðà-çóìåâàåòñÿ ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ óçëîâ, òàê ÷òî è äëÿ äâóìåðíîé, è äëÿòðåõìåðíîé ñèñòåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíîìåðíóþ ¾ðàçâåðòêó¿ ïî âåð-òèêàëè. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïî êîîðäèíàòå ñîáëþäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèåãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîýòîìó �àçîâóþ êàðòèíó íà �èñ. 11.15 ñëåäóåò ïî-íèìàòü êàê ïëîñêóþ ïðîåêöèþ òîðà, òàê êàê ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ èìåþò ìåñòî è ïî øêàëå ìíèìîãî âðåìåíè.�àññ÷èòàåì çíàê, êîòîðûé âîçíèêàåò èç-çà îäíîãî êîíêðåòíîãî ïåðå-ñêîêà. Èç �èñ. 11.15 âèäíî, ÷òî ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè â �îðìóëå (11.55)ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî òðàåêòîðèé, ïåðåñåêàåìûõ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïå-ðåìåùàþùåéñÿ ÷àñòèöåé, ïîýòîìó ïîëíîå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé âñåõ òðàåê-òîðèé, ó÷òåííîå â ïîêàçàòåëå â (11.55), äàñò ïîëíûé �åðìèîííûé çíàê.Â äàëüíåéøåì äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì èçîáðàæàòü òðàåêòîðèè íå ëî-
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�èñ. 11.15: Òðàåêòîðèè áåç ðàçðûâîâ
0 b 0 b 0 b

a б в

�èñ. 11.16: Òðàåêòîðèè ñ ðàçíûìè winding numbersìàíûìè ëèíèÿìè, à ïëàâíûìè êðèâûìè, ñîõðàíÿÿ èõ ÷èñëî ïåðåñå÷åíèéè ñëåäÿ, ÷òîáû â îäíîé òî÷êå íå ïåðåñåêàëîñü áîëåå äâóõ òðàåêòîðèé.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îäíîé òðàåêòîðèè. Âñå îñòàëü-íûå ÷àñòèöû ïðè ýòîì ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìûòèïà ïîêàçàííûõ íà �èñ. 11.16.Òðàåêòîðèè íà �èñ. 11.16 ðàçëè÷àþòñÿ ÷èñëàìè îáîðîòîâ ïî âðåìåíè(temporal winding numbers), ò.å. ðàçíîå êîëè÷åñòâî ðàç ïðîõîäÿò ÷åðåçîòìåòêó âðåìåíè τ = β: WA = 1; WB = 2; WC = 3. Â ýòîì ïðèìåðåîêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëî ñàìîïåðåñå÷åíèé
Nself = W − 1. (11.57)Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ W > 3, ÷òî ëåãêî ïîêàçàòü ïî èí-äóêöèè. Øàã èíäóêöèè ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ñèñòåìó ê îäè-
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0 b 0 b

a б

A

B

�èñ. 11.17: Ïåðåõëåñò òðàåêòîðèéíî÷íîé ïåòëå A ñ ÷èñëîì îáîðîòîâ WA äîáàâëÿåòñÿ äðóãàÿ çàìêíóòàÿòðàåêòîðèÿ ñ WB = 1 è ïðîèçâîäèòñÿ îäèí ¾ïåðåõëåñò¿, êàê ïîêàçàíî íà�èñ. 11.17.Âñå äðóãèå âèäû òðàåêòîðèé ìîæíî ïîëó÷èòü, äå�îðìèðóÿ òðàåêòî-ðèè ïðîñòåéøåãî âèäà. Ïðè äå�îðìàöèè ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé èçìåíÿåòñÿíà ÷åòíîå ÷èñëî, ïîýòîìó çíàê â (11.56) íå èçìåíèòñÿ, è �îðìóëó (11.57)ìîæíî ñ÷èòàòü âåðíîé ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòíîãî ñëàãàåìîãî.×òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèé, òàêæå äî-ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîñòåéøóþ ñèòóàöèþ. Êàê è ðàíüøå, äâå ïåòëè ñ÷èñëàìè îáîðîòîâ WA è WB ìîæíî ïðåâðàòèòü â îäíó, óñòðîèâ îäèí ïå-ðåõëåñò. Ïîëó÷èòñÿ îäíà ïåòëÿ ñ ÷èñëîì îáîðîòîâ ïî âðåìåíè WA+WB,ïðè ýòîì ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé óâåëè÷èòñÿ íà 1, è ïî �îðìóëå (11.57) áóäåòðàâíî ñóììàðíîìó ÷èñëó îáîðîòîâ èñõîäíûõ ïåòåëü. Íî íàäî âû÷åñòüèõ ÷èñëà ñàìîïåðåñå÷åíèé, è òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî äâå çàìêíóòûå ïåòëèïåðåñåêàþòñÿ âñåãäà ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ðàç. Òîïîëîãè÷åñêè ýòî âïîëíåî÷åâèäíî. Ïîýòîìó �åðìèîííûé çíàê ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà ñèñòåìû áåçðàçðûâîâ òðàåêòîðèé îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
sgn = (−1)

P

k
(Wk−1)

, (11.58)ãäå ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ïåòëÿì.Çàìåòèì, ÷òî �åðìèîííûé çíàê, ò.å. àíòèñèììåòðèÿ âîëíîâûõ �óíê-öèé â ïðîñòðàíñòâå, îêàçàëñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñâÿçàí ñ âðåìåííûì windingnumberW . Êðîìå òîãî, äëÿ ñòàíäàðòíîãî òðàåêòîðíîãî ìåòîäà, ðàññìîò-ðåííîãî ðàíåå, äëÿ îäíîìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû âñåãäà ðåàëèçó-
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0 b 0 b

a б

t1 t2 t1 t2�èñ. 11.18: �àçðûâ òðàåêòîðèè � wormåòñÿ W = 1, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå íåò �åðìèîííîé ïðîáëåìû çíàêà.Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ óñïåøíîå èñïîëüçîâàíèå òðàåêòîðíûõ àëãîðèòìîâÌÊ äëÿ îäíîìåðíûõ �åðìèîííûõ ñèñòåì.11.1.5.2. Êîí�èãóðàöèè ñ äâóìÿ ðàçðûâàìè Òåïåðü ðàññìîòðèìñèñòåìó ïåòåëü ñ äâóìÿ ðàçðûâàìè òðàåêòîðèé, êàê åñëè áû ïðîâîäèëñÿðàñ÷åò íåëîêàëüíîãî êîððåëÿòîðà òèïà ìàöóáàðîâñêîé �óíêöèè �ðèíà
〈
ai (τ2) a

+
j (τ1)

〉. Ïðè τ = τ2 − τ1 (�èñ. 11.18) â ñèñòåìå �àçîâûõ êîí�èãó-ðàöèé èìååò ìåñòî �îáðûâîê� �àçîâîé òðàåêòîðèè � worm (÷åðâü), ñîîò-âåòñòâóþùèé �óíêöèè �ðèíà. Êàæäûé òàêîé ðàçðûâ (ëåâûé èëè ïðàâûéõâîñò òðàåêòîðèè) � äåéñòâèå ëèáî îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ, ëèáî îïåðàòîðàóíè÷òîæåíèÿ � âíîñèò â �åðìèîííûé çíàê ìíîæèòåëü, îïðåäåëÿåìûé�îðìóëîé (11.55). Ïîýòîìó ìîæíî ïîíèìàòü åãî êàê ïåðåñêîê ÷àñòèöû ñóçëà k íà ãðàíèöó, è çàìåíèòü ÷åðâÿ äóãîé, êàê ïîêàçàíî íà �èñ. 11.18, èâ �åðìèîííûé çíàê áóäåò âõîäèòü ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ýòîé äóãè ñî âñåìèòðàåêòîðèÿìè. Òàêàÿ äóãà õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì ïîëíûõ îáîðîòîâ ïîâðåìåíè W è âðåìåíàìè õâîñòîâ τ1 è τ2.Òàê êàê äóãà íå çàõîäèò çà ãðàíèöû ñèñòåìû, åå ìîæíî ïðåâðàòèòüâ ïåòëþ, çàìêíóâ åå êîíöû îòðåçêîì ïî ãðàíèöå. È îïÿòü ïåðåñå÷åíèÿ÷åðâÿêà è äðóãèõ òðàåêòîðèé, êàê ðàçíûõ çàìêíóòûõ ïåòåëü, ìîæíî íåó÷èòûâàòü. Íàéäåì ÷èñëî ñàìîïåðåñå÷åíèé äóãè, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷åð-âþ. Äóãà, ïîêàçàííàÿ íà �èñ. 11.16, èìååò ÷èñëî îáîðîòîâ Wworm = 0 è
Nself = 0. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî �îðìóëà
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0 b 0 b
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�èñ. 11.19: Ïåðåõëåñò äóãè ñ çàìêíóòîé ïåòëåé
0 b 0 b

a б

A B A

B

�èñ. 11.20: Êîí�èãóðàöèè ñ íåñêîëüêèìè ðàçðûâàìè
Nself = Wworm (11.59)âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ Wworm � ïî èíäóêöèè, ïðèìåíÿÿ, êàê è ðàíüøå,ïåðåõëåñò äóãè ñ çàìêíóòîé ïåòëåé ñ W = 1 (�èñ. 11.19).11.1.5.3. Êîí�èãóðàöèè ñ íåñêîëüêèìè ðàçðûâàìè È, íàêîíåö,ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ íåñêîëüêèìè ÷åðâÿìè. Êàæäîãî ïðåäñòàâèì äó-ãîé. ×èñëî ñàìîïåðåñå÷åíèé ïîä÷èíÿåòñÿ �îðìóëå (11.59), è îñòàëîñüðàññìîòðåòü ïåðåñå÷åíèå ÷åðâåé ìåæäó ñîáîé.Ïóñòü ÷åðâè A è B èìåþò ÷èñëà îáîðîòîâ ïî âðåìåíè, ñîîòâåòñòâåííî,

WA è WB. Ñ ïîìîùüþ WA +WB ïåðåõëåñòîâ óìåíüøèì ÷èñëà îáîðîòîâäî íóëÿ è ñâåäåì, òàêèì îáðàçîì, ñèòóàöèþ ê ïðîñòåéøåé. Íà �èñ. 11.20ïîêàçàíû äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ õâîñòîâ ÷åðâåé.Â ñëó÷àå íà �èñ. 11.20, à åñòü îäíî ïåðåñå÷åíèå, â ñëó÷àå íà �èñ. 11.20,á åãî íåò. Ïîýòîìó ââåäåì ïàðàìåòð fAB, îòâå÷àþùèé çà âçàèìíîå ðàñ-ïîëîæåíèå õâîñòîâ:
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fAB =

{
1, â ñëó÷àå (à) ;

0, â ñëó÷àå (á) . (11.60)Òîãäà ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé äóã, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì ÷åðâÿêàì, áóäåòðàâíî fAB. ÄîáàâêàWA+WB, âîçíèêøàÿ ïðè óìåíüøåíèè ÷èñåë ïîëíûõîáîðîòîâ, ïîëíîñòüþ ãàñèòñÿ ÷èñëîì ñàìîïåðåñå÷åíèé ÷åðâÿêîâ, êàê ñëå-äóåò èç �îðìóëû (11.59).Èòîãîâàÿ �îðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ �åðìèîííûé çíàê êîí�èãóðàöèè,òàêîâà:
sgn = (−1)

P

k

(Wk−1)+
P

worm
Wworm+

P

A<B
fAB

. (11.61)Òàêèì îáðàçîì, âî âðåìÿ âû÷èñëåíèé êâàíòîâûì àëãîðèòìîì ÌÊ ïðèýëåìåíòàðíîì èçìåíåíèè êîí�èãóðàöèè íàäî ñëåäèòü ëèøü çà èçìåíåíè-åì ÷èñåë WA, Wworm è fAB. Ñîîòíîøåíèå (11.61), îïðåäåëÿþùåå �åðìè-îííûé çíàê ìãíîâåííîé ÌÊ-êîí�èãóðàöèè, èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåàëüíûõðàñ÷åòàõ êàê â äèñêðåòíûõ, òàê è â íåïðåðûâíûõ ìåòîäàõ ÌÊ, èñïîëü-çóåìûõ äëÿ �åðìèîííûõ ñèñòåì.11.1.6. Îñîáåííîñòè ñïèíîâîé ñòàòèñòèêèÏàðàëëåëüíî ñ áîçîííûìè âàðèàíòàìè òðàåêòîðíîãî ìåòîäà ÌÊ ðàçðà-áàòûâàëèñü è ìåòîäû ðàñ÷åòà äëÿ ñèñòåì ñî ñïèíîâîé ñòàòèñòèêîé [100℄.Äëÿ ðàñ÷åòà ñïèíîâûõ ñèñòåì òàêæå óäîáíî ïåðåéòè ê íåîòðèöàòåëü-íûì ÷èñëàì çàïîëíåíèÿ � ê �èêòèâíûì áîçîíàì (èëè ïñåâäîáîçîíàì)ïî ïðàâèëó nb = S+Sz. Òîãäà ñîñòîÿíèþ ñ ìèíèìàëüíîé ïðîåêöèåé ñïè-íà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íóëåâîå çàïîëíåíèå è ò.ä. Äëÿ ñëó÷àÿ S = 1èìååì:
|Sz = −1〉 =⇒ |nb = 0〉 ;

|Sz = 0〉 =⇒ |nb = 1〉 ; (11.62)
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|Sz = 1〉 =⇒ |nb = 2〉 .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû íà óçëå äëÿ ñëó÷àÿ S = 1/2ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû â ìîäåëè hard-ore-áîçîíîâ, à äëÿñëó÷àÿ S = 1 � ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû â ðåäóöèðîâàííîé áîçîííîéìîäåëè. Âåñü àëãîðèòì ðàñ÷åòà ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì øàõìàòíîé äîñ-êè äëÿ áîçîíîâ ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî òåïåðü ìàêñèìàëüíîå çàïîëíåíèå

nmax = 2S, è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè òàêæåîòëè÷àþòñÿ îò áîçîííûõ.�àññìîòðèì XXZ-ìîäåëü �åéçåíáåðãà ñ àíèçîòðîïíûì ïî îäíîìó èçíàïðàâëåíèé âçàèìîäåéñòâèåì (6.53):
Ĥ = −

∑

〈ij〉

[
J⊥
(
Sxi S

x
j + Syi S

y
j

)
+ J‖S

z
i S

z
j

]
−H

∑

i

Szi . (11.63)Âíåøíåå ïîëå H íàïðàâëåíî ïî îñè z. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ïðîâåñòèðàçáèåíèå Òðîòòåðà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Z =

∑

ϕ0,ϕ1,...,ϕ2M−1

〈
ϕ0

∣∣∣ e−
△τ
2

(H0+2V1)e−△τK1

∣∣∣ ϕ1

〉〈
ϕ1

∣∣∣ e−
△τ
2

(H0+2V2)e−△τK2

∣∣∣ ϕ2

〉
×

×
〈
ϕ2M−1

∣∣∣ e−
△τ
2

(H0+2V2)e−△τK2

∣∣∣ ϕ0

〉 (11.64)ñ òàêèì ðàçáèåíèåì íà íåäèàãîíàëüíóþ ÷àñòü è äèàãîíàëüíîå âçàèìî-äåéñòâèå:
K1 = −J⊥

∑

〈ik〉1

S+
i S
−
k ; K2 = −J⊥

∑

〈ik〉2

S+
i S
−
k ;

V1 = −J‖
∑

〈ik〉1

Szi S
z
k ; V2 = −J‖

∑

〈ik〉2

Szi S
z
k ; (11.65)

H0 = −H
∑

i

Szi .



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 495�àñ÷åò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ýòîé äâóõóçåëüíîé çàäà÷å òàêæå ïðîâî-äèòñÿ ïåðåä íà÷àëîì ïðîöåññà ÌÊ. Â ñëó÷àå S = 1/2 îíè ìîãóò áûòüâû÷èñëåíû àíàëèòè÷åñêè:
〈
↓↓
∣∣ e−△τH

∣∣↓↓
〉
≡
〈
00
∣∣ e−△τH

∣∣ 00
〉

= e△τ(J‖−2H)/4;

〈
↑↑
∣∣ e−△τH

∣∣↑↑
〉
≡
〈
11
∣∣ e−△τH

∣∣ 11
〉

= e△τ(J‖+2H)/4;

〈
↓↑
∣∣ e−△τH

∣∣↓↑
〉
≡
〈
01
∣∣ e−△τH

∣∣ 01
〉

= e−
△τJ‖

4 ch(△τJ⊥); (11.66)
〈
↑↓
∣∣ e−△τH

∣∣↑↓
〉
≡
〈
10
∣∣ e−△τH

∣∣ 10
〉

= e−
△τJ‖

4 ch(△τJ⊥);

〈
↓↑
∣∣ e−△τH

∣∣↑↓
〉
≡
〈
01
∣∣ e−△τH

∣∣ 10
〉

= e−
△τJ‖

4 sh(△τJ⊥);

〈
↑↓
∣∣ e−△τH

∣∣↓↑
〉
≡
〈
10
∣∣ e−△τH

∣∣ 01
〉

= e−
△τJ‖

4 sh(△τJ⊥).

Ïðîáëåìà çíàêà äëÿ ñïèíîâûõ ìîäåëåé �åéçåíáåðãà ñâÿçàíà ñî çíàêîìîáìåííîãî èíòåãðàëà ïðè ïîïåðå÷íîé (xy) êîìïîíåíòå âçàèìîäåéñòâèÿ.Îäíàêî çíàê J⊥ íå îïðåäåëÿåò �óíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà îñíîâíîãî ñî-ñòîÿíèÿ � �åððî- èëè àíòè�åððîìàãíèòíîå óïîðÿäî÷åíèå áóäåò èñïûòû-âàòü ñïèíîâàÿ ñèñòåìà. Çà ýòî îòâå÷àåò çíàê J‖ � îáìåííîå âçàèìîäåé-ñòâèå âäîëü z-ïðîåêöèè ñïèíà. Íî ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûì, èïðè ðàñ÷åòå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ óõîäèò â ýêñïîíåíòû (ñì. (11.66)), àçíàê J⊥ âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ïîëîæèòåëüíûì (äëÿ ñëó÷àÿ �îðìóëû(11.63)), ýòî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì ìîäåëè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿ-òåëüñòâî è ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òðàåêòîðíûå ìåòîäû äëÿ äâóìåðíûõè òðåõìåðíûõ ñïèíîâûõ ìîäåëåé (ñì. îáçîð [100℄).



496 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÏðîáëåìà çíàêà ìîæåò âîçíèêíóòü äàæå â ñëó÷àå ñïèíîâîé ñòàòè-ñòèêè ñ ñèììåòðè÷íûìè âîëíîâûìè �óíêöèÿìè, íàïðèìåð â ìîäåëè ñâçàèìîäåéñòâèåì ÷åðåç óçåë:
H = −

∑

〈ij〉

[
J⊥
(
Sxi S

x
j + Syi S

y
j

)
+ J‖S

z
i S

z
j

]
− J2

∑

i

(
Sxi S

x
i+2 + Syi S

y
i+2

)
,(11.67)ãäå J2 ∼ J⊥. Â ýòîì ñëó÷àå èçáåæàòü ïðîáëåìû çíàêà íå óäàåòñÿ, åñ-ëè J2 > 0, à èçìåíåíèå çíàêà ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ çà ñ÷åò óíèòàðíûõïðåîáðàçîâàíèé íåâîçìîæíî áåç èçìåíåíèÿ çíàêà äðóãèõ ÷àñòåé ãàìèëü-òîíèàíà.Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðîáëåìû çíàêà â êîíêðåò-íûõ ñèòóàöèÿõ. Íàïðèìåð, â [121℄ ïðåäëîæåí òðàåêòîðíûé ìåòîä ÌÊäëÿ ìîäåëè ñ S = 1, îïèñûâàþùåé äèìåðèçàöèþ ñèñòåìû â ñëó÷àå êîí-êóðåíöèè �åððî- è àíòè�åððîìàãíèòíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ:

H=
∑

r

(−→
S r

−→
S r+1

)
cos ω+

(−→
S r

−→
S r+1

)2

sin ω, (11.68)ãäå −π
2

≤ ω ≤ π
6
. Âèäíî, ÷òî îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå â (11.68) ìî-æåò èìåòü ëþáîé çíàê. Â [121℄ ðàññ÷èòûâàëàñü öåïî÷êà èç 64 óçëîâ. Äëÿòîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ïðîáëåìû çíàêà, áûë îñóùåñòâëåí ïåðåõîä îò z-ïðîåêöèé 0,±1 ê íîâîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó � òðåõ�åðìèîííî-ìó ïðåäñòàâëåíèþ:

|x〉 =
1√
2

(|1〉 − |−1〉) ; |y〉 =
i√
2

(|1〉 + |−1〉) ; |z〉 = |0〉 . (11.69)Ñïèíîâûå îïåðàòîðû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îïå-ðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ñîñòîÿíèé |x 〉, |y 〉, |z 〉â íîâîì áà-çèñå:
Sxr=iψ

+
r,zψr,y−iψ+

r,yψr,z;



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 497
Syr=iψ

+
r,zψr,x−iψ+

r,xψr,z; (11.70)
Szr=iψ

+
r,xψr,y−iψ+

r,yψr,x,è òîãäà ìîäåëü (11.68) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
H = cos ω

(
∑

r;α,β

ψ+
r,αψr,βψ

+
r+1,βψr+1,α − ψ+

r,αψr,βψ
+
r+1,αψr+1,β

)
+

+sin ω

(
∑

r; α,β

1+ψ+
r,αψr,βψ

+
r+1,αψr+1,β

)
= (11.71)

=
∑

r

(
sin ω +

∑

α,β

cos ωψ+
r,αψr,βψ

+
r+1,βψr+1,α + (sin ω − cos ω)ψ+

r,αψr,βψ
+
r+1,αψr+1,β

)
.Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè (sin ω − cos ω) ≤ 0 ïðîáëåìà çíàêà îòñóò-ñòâóåò � ïåðåä íåäèàãîíàëüíûìè ñëàãàåìûìè ñòîÿò íåïîëîæèòåëüíûåêîý��èöèåíòû, è òðàåêòîðíûé àëãîðèòì ìîæíî ý��åêòèâíî èñïîëüçî-âàòü êàê àëãîðèòì äëÿ áåññïèíîâûõ �åðìèîíîâ. �åàëèçàöèÿ àëãîðèòìàøàõìàòíîé äîñêè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àåì �åðìè-ñòàòèñòèêè,ðàññìîòðåííûì ðàíåå, îòëè÷èÿ áóäóò òîëüêî â çíà÷åíèÿõ ìàòðè÷íûõ ýëå-ìåíòîâ.�àññ÷èòàííûå òàêèì îáðàçîì äîñòàòî÷íî ñëîæíûå êîððåëÿöèîííûå�óíêöèè äëÿ S=1

2
è S= 1 â [121℄ (�èñ. 11.21, 11.22) ïðè äîâîëüíî íèçêîéäëÿ ðàñ÷åòîâ òðàåêòîðíûì àëãîðèòìîì ÌÊ òåìïåðàòóðå β= 24 èìåëèìàëûå ïîãðåøíîñòè, ÷òî ïîçâîëèëî ñäåëàòü âûâîä î íàëè÷èè äèìåðèçà-öèè â ñèñòåìå.
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�èñ. 11.21: Ñïèíîâûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè èç [121℄ äëÿ ìîäåëè �åé-çåíáåðãà ñ S = 1/2. Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà àíòè�åððîìàãíèòíàÿìîäåëü ñ H ∼ ∑
r

−→
S r

−→
S r+1; ïóíêòèðíîé � àíòè�åððîìàãíèòíàÿ ìîäåëü ñäàëüíîäåéñòâèåì (H ∼∑

r

(
−→
S r

−→
S r+1 + 0.5

−→
S r

−→
S r+2))
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�èñ. 11.22: Êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè èç [121℄ äëÿ ìîäåëè �åéçåíáåðãà ñ
S = 1/2 (ñïëîøíûå ëèíèè) è S = 1 (ïóíêòèðíûå ëèíèè)



500 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ11.1.7. Ìîäè�èêàöèè òðàåêòîðíîãî àëãîðèòìà Ìîíòå-Êàðëî äëÿêîíêðåòíûõ çàäà÷11.1.7.1. Óñå÷åííûå ìîäåëè ñ �åðìè-ñòàòèñòèêîé. t-J -ìîäåëü.�àññìîòðèì ìîäåëü Õàááàðäà, â êîòîðîé âçàèìîäåéñòâèå U âåëèêî (U
t
≫ 1

),òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòüñÿ äâóì �åðìèîíàì íà îäíîì óçëå ñ ïðîòè-âîïîëîæíûìè ñïèíàìè ìàëà. Ýòî � òàê íàçûâàåìàÿ t-J -ìîäåëü, è òàêîéïðåäåëüíûé ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí â �ëàâå 6 (ñì. (6.119)):
Heff = −t

∑

i6=j,σ

{
(1 − ni,−σ) a

+
iσajσ (1 − nj,−σ) + h.c.

}
+

+ J
∑

ij

(−→
S i

−→
S j −

1

4
ninj

)
, (11.72)ãäå J = 4t2/U .Ôàêòè÷åñêè óñëîâèå U

t
≫ 1 îçíà÷àåò, ÷òî èç âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòî-ÿíèé ñèñòåìû ý��åêòèâíî èñêëþ÷àþòñÿ ¾äâîéêè¿ � ñîñòîÿíèÿ ñ çàïîë-íåíèåì |↑ ↓〉 íà óçëå. Ïðè ðàñ÷åòå òàêîé ìîäåëè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìàÌÊ ìîæíî ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíóþ ñõåìó øàõìàòíîé äîñêè, â êîòîðîéââåäåí çàïðåò íà ïîÿâëåíèå ¾äâîåê¿.Îñòàíîâèìñÿ åùå íà òðàåêòîðíîì àëãîðèòìå ÌÊ, êîòîðûé áûë ïðåä-ëîæåí â ðàáîòå [115℄ ñïåöèàëüíî äëÿ t-J -ìîäåëè (11.72).�àññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ ìîäåëüþ (11.72). Âñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé òðàåêòîðíîãî ìåòîäà, ðàçîáüåì îïåðàòîð ýíåðãèèíà äâå ÷àñòè, îïèñûâàþùèå ÷åòíûå è íå÷åòíûå ñâÿçè [115℄:

H =
∑

i

Hi,i+1 = Hodd +Heven; (11.73)
Hi,i+1 = −t

∑

σ

{
(1 − ni+1,−σ) a

+
i+1,σaiσ (1 − ni,−σ) + h.c.

}
+

+J
∑

ij

(−→
S i+1

−→
S i −

1

4
ni+1ni

)
;
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Hodd =

∑

i odd

Hi,i+1; Heven =
∑

i even

Hi,i+1.Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà ïîëó÷àåìñòàíäàðòíîå âûðàæåíèå â âèäå äèñêðåòíîãî �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà:
Z = Tr

(
e−βH

)
= Tr

[(
e−△τ(Hodd+Heven)

)M]
= (11.74)

= Tr
[(
e−△τHodde−△τHeven

)M]
+O

(
(△τ)2) =

=
∑

i1,i2,...,i2M

〈i1 | Uodd | i2M 〉 〈i2M | Ueven | i2M−1〉 . . . 〈i3 | Uodd | i2〉 〈i2 | Ueven | i1〉+

+O
(
(△τ)2) ,ãäå

Uodd = e−△τHodd; Ueven = e−△τHeven ;

∑

ik

|ik〉 〈ik| = 1; k = 1, 2, . . . , 2M.Â ðåçóëüòàòå èìååì êàðòèíó �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå, ïîêàçàí-íîì íà �èñ. 11.23.Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â âûðàæåíèè (11.74) ñâîäÿòñÿ ê ìàòðè÷íûìýëåìåíòàì äëÿ äâóõóçåëüíîé çàäà÷è (çàøòðèõîâàííûå êâàäðàòû íà �èñ. 11.23),èõ ìîæíî ðàññ÷èòàòü àíàëèòè÷åñêè:
e−△τHi,i+1 |0, 0〉 = |0, 0〉 ;

e−△τHi,i+1 |σ, 0〉 = ch (△τt) |σ, 0〉 + sh (△τt) |0, σ〉 ; (11.75)
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0 1 2 3 4 5 6 7
0

Dt/2

Dt

b

..
.

..
.

..
.

�èñ. 11.23: Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ ðàçëîæåíèÿ (11.74). Ñåðûå è ÷åð-íûå ìèðîâûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ïðîåêöèÿì ñïèíà âíèç è ââåðõ ñîîò-âåòñòâåííî
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= = = =

= = = =

= =

= =

= = =

sh( t)Dt

ch( t)Dt

exp( J/2) ch( )Dt Dt J/2

exp( J/2) sh( )Dt Dt J/2

1�èñ. 11.24: Ïÿòíàäöàòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (11.75)
e−△τHi,i+1 |σ, σ〉 = |σ, σ〉 ;

e−△τHi,i+1 |σ, −σ〉 = e△τJ/2
[
ch

(△τJ
2

)
|σ, −σ〉 − sh

(△τJ
2

)
|−σ, σ〉

]
.Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî 15 èç âîçìîæíûõ 81 ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íåðàâíû íóëþ, ñõåìàòè÷íî îíè èçîáðàæåíû íà �èñ. 11.24.Ñëåäóþùèé øàã � âûáîð ýëåìåíòàðíûõ èçìåíåíèé òðàåêòîðèé. Íà�èñ. 11.25 ïîêàçàíû âîçìîæíûå ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ �àçîâûõ òðàåê-òîðèé â äàííîé ñõåìå. Âàðèàíò èçìåíåíèé, ïîêàçàííûé íà �èñ. 11.25, â,íåîáõîäèì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýðãîäè÷íîñòè àëãîðèòìà.�àñ÷åò íåîáõîäèìûõ ñðåäíèõ (ýíåðãèè, äèàãîíàëüíûõ è íåäèàãîíàëü-íûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé) ïðîâîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþ-ùèìè âûðàæåíèÿìè:

〈E〉 =
∑

i1,i2,...,i2M

P (i1, i2, . . . , i2M)

(〈i2 | UoddHodd | i1〉
〈i2 | Uodd | i1〉

+
〈i3 | UevenHeven | i2〉

〈i3 | Ueven | i2〉

)
+
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+O((△τ)2); (11.76)

P (i1, i2, . . . , i2M) =
〈i1 | Uodd | i2M 〉 . . . 〈i2 | Ueven | i1〉∑

i1,i2,...,i2M

|〈i1 | Uodd | i2M〉 . . . 〈i2 | Ueven | i1〉|
; (11.77)

〈
Szi S

z
j

〉
=

∑

i1,i2,...,i2M

P (i1, i2, . . . , i2M )

〈
i2
∣∣ UevenS

z
i S

z
j + Szi S

z
jUeven

∣∣ i1
〉

2 〈i2 | Ueven | i1〉
+

+O((△τ)2); (11.78)
〈
a+
iσajσ

〉
=

∑
i′1,i1,i2,...,i2M

P (i′1, i1, i2, . . . , i2M)
〈
i′1
∣∣ a+

iσajσ
∣∣ i1
〉

∑
i′1,i1,i2,...,i2M

P (i′1, i1, i2, . . . , i2M) 〈i′1 | i1〉
+

+O (△τ) ; (11.79)
P (i′1, i1, i2, . . . , i2M) =

〈i1 | Uodd | i2M 〉 . . . 〈i2 | Ueven | i′1〉∑
i′1,i1,i2,...,i2M

|〈i1 | Uodd | i2M 〉 . . . 〈i2 | Ueven | i′1〉|
.(11.80)Â âûðàæåíèè (11.79) äëÿ ðàñ÷åòà íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ïëîòíî-ñòè ââåäåí äîïîëíèòåëüíûé âðåìåííîé ñðåç |i′ 〉, íåîáõîäèìûé äëÿ ó÷åòàðàçðûâîâ òðàåêòîðèé (â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé, èçëîæåííîé ðàíåå äëÿ�åðìèîíîâ).Îñîáî ñëåäóåò îáñóäèòü ïðîáëåìó çíàêà â äàííîé ñõåìå. ÏðîöåäóðàÌÊ òðåáóåò ïîëîæèòåëüíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ âåñîâ P (i1, i2, . . . , i2M), îä-íàêî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê èç-çà àíòèñèììåòðèè �åðìèîííîé âîëíî-âîé �óíêöèè. Íàëè÷èå ïðîáëåìû çíàêà çäåñü çàâèñèò îò âèäà ãðàíè÷íûõóñëîâèé â ñèñòåìå. Ïðè �èêñèðîâàííûõ (íóëåâûõ) ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, õîòÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (11.75) ïðè âçàèìíîì ïå-ðåêëþ÷åíèè íàïðàâëåíèé äâóõ ñïèíîâ îòðèöàòåëüíû, ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ
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�èñ. 11.25: Ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ, èñïîëüçóåìûå äëÿ îáíîâëåíèÿ êîí�è-ãóðàöèé. Ëèíèè ðàçíîãî öâåòà ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ïðîåêöèÿì ñïèíà



506 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 11.26: Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ýíåðãèè ñèñòåìû èç [115℄ äëÿ ïåðèîäè÷å-ñêèõ (êâàäðàòû), íåïåðèîäè÷åñêèõ (êðåñòû) è íóëåâûõ (êðóãè) ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ñèñòåìû äëÿ t-J -ìîäåëè
P (i1, i2, . . . , i2M) âñåãäà ïîëîæèòåëåí. Òàêæå ïðè ðàñ÷åòå íåäèàãîíàëü-íîãî êîððåëÿòîðà (11.79) ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ P (i′1, i1, i2, . . . , i2M) ìîæåòáûòü îòðèöàòåëåí, íî êîìáèíàöèÿ âåëè÷èí P (i′1, i1, i2, . . . , i2M)

〈
i′1
∣∣ a+

iσajσ
∣∣ i1
〉îêàçûâàåòñÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíîé.Åñëè èìåþò ìåñòî ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òî òîëüêî êîí-�èãóðàöèè ñ íåíóëåâûì çíà÷åíèåì winding numbers èìåþò îòðèöàòåëü-íûé âåñ. Îäíàêî äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ãëàâíûé âêëàä â ñòàòèñòèêóäàþò êîí�èãóðàöèè ñ W = 0. Êðîìå òîãî, ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ñè-ñòåìû ðàçëè÷èÿ â ðåçóëüòàòàõ ðàñ÷åòà �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí èñ÷åçàþò(�èñ. 11.26).Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà çíàêà â t-J -ìîäåëè ëèáî îòñóòñòâóåò, ëèáîïîäàâëåíà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ðàññ÷èòàòü êîððåëÿöè-îííûå �óíêöèè. Â [115℄ áûëè ðàññ÷èòàíû ñòðóêòóðíûå �àêòîðû, ïîçâî-ëÿþùèå ÿâíî íàáëþäàòü îñîáåííîñòè ñïèíîâîé è çàðÿäîâîé ïëîòíîñòèâáëèçè k = 2kF . �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà �èñ. 11.27.
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�èñ. 11.27: Ñïèíîâàÿ è çàðÿäîâàÿ ïëîòíîñòü äëÿ t-J -ìîäåëè èç [115℄ äëÿðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè



508 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ11.1.7.2. Ìîäåëèðîâàíèå ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïëîñêîñòåé â âûñî-êîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ.Âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ñâåðõïðîâîäÿùèå ñîåäèíåíèÿ (ÂÒÑÏ) � ïðèìåðñëîæíûõ ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì, îïèñàíèå êîòîðûõ ïðè ïîìîùèàíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êàê ïðàâèëî, âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Òàêèå ìíî-ãîêîìïîíåíòíûå ñòðóêòóðû, êàê ëàíòàíîâûå ÂÒÑÏ � Là2−xBàxCuO4, èò-òðèåâûå � YBà2Cu3O7−δ, âèñìóòîâûå � Bi2Sr2Cà2Cu2O3 è ìíîãèå äðóãèå� îáëàäàþò óíèêàëüíûìè �èçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè êàê â íîðìàëüíîì(íåñâåðõïðîâîäÿùåì) ñîñòîÿíèè, òàê è â ñâåðõïðîâîäÿùåé �àçå, èñïû-òûâàþò ïîìèìî ñâåðõïðîâîäÿùåãî �àçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ �àçîâûå ïå-ðåõîäû ¾ìåòàëë � äèýëåêòðèê¿, ¾ïàðàìàãíåòèê � àíòè�åððîìàãíåòèê¿,ñòðóêòóðíûå ïðåâðàùåíèÿ è äð.Èìåííî äëÿ ýòèõ ñèñòåì áûëè ðàçðàáîòàíû ñïåöè�è÷åñêèå òðàåêòîð-íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ÌÊ, èçëîæåíèå êîòîðûõ è ïðåäñòàâëÿåòñÿ âäàííîì ðàçäåëå. Êðîìå ýòîãî, äëÿ öåëîñòíîñòè èçëîæåíèÿ, â íà÷àëå ýòîãîðàçäåëà ïðèâåäåíî êðàòêîå çíàêîìñòâî ñ ìîäåëÿìè ÂÒÑÏ.11.7.1.2.1. Ìíîãîçîííàÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü Ýìåðè. Ê íàñòîÿùå-ìó ìîìåíòó óñòàíîâëåíî, ÷òî çà òðàíñïîðòíûå è ñâåðõïðîâîäÿùèå ñâîé-ñòâà âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ìåòàëëîîêñèäíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ îòâå÷à-þò, ãëàâíûì îáðàçîì, ýëåêòðîíû íà âíåøíèõ îáîëî÷êàõ àòîìîâ ìåäè èêèñëîðîäà [21, 54, 122, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 131, 132,133, 134, 135, 136, 137, 138, 139, 140℄. Ïðè ýòîì d−îðáèòàëü èîíà ìåäè
Cu2+, ýëåêòðîíû êîòîðîé â îñíîâíîì ó÷àñòâóþò â ïåðåíîñå çàðÿäà, èìå-åò dx2−y2-ñèììåòðèþ. Îíà ãèáðèäèçóåòñÿ ñ äâóìÿ p-îðáèòàëÿìè (px è py)èîíà O2−.Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, ïî÷òè âî âñåõ ÂÒÑÏ íàáëþäà-åòñÿ äûðî÷íûé õàðàêòåð ïðîâîäèìîñòè. Â îòñóòñòâèå äîïèðîâàíèÿ (îäíàäûðêà íà êàæäóþ ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó â ïëîñêîñòè CuO2) ÂÒÑÏ õî-ðîøî îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé ñî ñïèíîì 1/2,÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àíòè�åððîìàãíèòíîé ïðèðîäû ýòèõ ñîåäèíå-



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 509íèé. Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ äûðîê â ïëîñêîñòè CuO2 ñ ó÷åòîì âñåõïåðå÷èñëåííûõ âûøå îñîáåííîñòåé ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû ÂÒÑÏ, à òàê-æå ñ ó÷åòîì ðàçëè÷èÿ àòîìíûõ óðîâíåé íà ìåäíûõ è êèñëîðîäíûõ óçëàõ,êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà óçëàõ ìåäè, óçëàõ êèñëîðîäà è ìåæäóíèìè, áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü Ýìåðè [141℄. Ìîäåëü Ýìåðè ïðàâèëüíîîïèñûâàåò òîïîëîãèþ ïëîñêîñòè CuO2, ò.å. ó÷èòûâàåò, ÷òî áëèæàéøè-ìè ñîñåäÿìè êàæäîãî èç àòîìîâ ìåäè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå àòîìà êèñëîðîäàè íàîáîðîò, à äâèæåíèå íîñèòåëåé ñ êèñëîðîäíûõ îðáèòàëåé íà ìåäíûåîñóùåñòâëÿåòñÿ íà äâà áëèæàéøèõ ìåäíûõ óçëà.�àìèëüòîíèàí äâóìåðíîé ìíîãîçîííîé ìîäåëè Ýìåðè â äûðî÷íîì ïðåä-ñòàâëåíèè èìååò ñëåäóþùèé âèä [141℄:
HE = −t

∑

〈ik〉,σ

(
d+
iσpkσ + h.c.

)
+ ε

∑

k,σ

nkσ + Ud
∑

i

ni↑ni↓+

+ Up

∑

k

nk↑nk↓ + V
∑

〈ik〉,σσ′
niσnkσ′ , (11.81)ãäå d+

iσ è p+
kσ � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ äûðêè â ñîñòîÿíèÿõ dx2−y2 è px, pyñîîòâåòñòâåííî; 〈ik〉 îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî áëèæàéøèì ñîñåäÿì; èí-äåêñ i îòíîñèòñÿ ê óçëàì ìåäè, èíäåêñ k � ê óçëàì êèñëîðîäà; niσ = d+

iσdiσ,
pkσ = p+

kσpkσ; t � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåñêîêîâ ¾ìåäü � êèñëîðîä¿;
ε = εp−εd � ðàçíîñòü ýíåðãèé äûðêè íà óçëàõ êèñëîðîäà è ìåäè; Ud, Up,
V � ýíåðãèè êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ äûðîê íà óçëàõ ìåäè, êèñëîðîäàè ìåæäó íèìè ñîîòâåòñòâåííî.Âàêóóìîì äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (11.81) ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîííàÿ êîí�è-ãóðàöèÿ Cu 3d10 O 2p6 [141℄ (âàëåíòíîå ñîñòîÿíèå Cu+ O2−). Â íåäîïèðî-âàííûõ ñîåäèíåíèÿõ Là2CuO4 è YBà2Cu3O7−δ ñ δ > 0.5 íà êàæäûé àòîììåäè â ïëîñêîñòè CuO2 ïðèõîäèòñÿ îäíà äûðêà (ýëåêòðîííàÿ êîí�èãó-ðàöèÿ Cu 3d9 O 2p6, âàëåíòíîå ñîñòîÿíèå Cu2+ O2−, ÷òî îáóñëàâëèâàåòâûáîð ε > 0 â (11.81). Äîïèðîâàíèå (íàïðèìåð, ÷àñòè÷íàÿ çàìåíà Là3+ íàSr2+ â Là2CuO4 èëè óìåíüøåíèå äå�èöèòà êèñëîðîäà δ â YBà2Cu3O7−δ)ïðèâîäèò ê ðîñòó êîíöåíòðàöèè äûðîê â ñëîÿõ CuO2, êîòîðûå çàíèìà-



510 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎþò, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [142, 143℄, ïðåèìó-ùåñòâåííî êèñëîðîäíûå îðáèòàëè (èç-çà áîëüøîé âåëè÷èíû Ud). Äðóãîéòèï äîïèðîâàíèÿ ðåàëèçóåòñÿ â ñîåäèíåíèÿõ òèïà Nd2CuO4 ïðè ÷àñòè÷-íîì çàìåùåíèè Nd3+ íà Ce4+ [144℄: ÷èñëî äûðîê íà ìåäíûõ îðáèòàëÿõóìåíüøàåòñÿ, à êèñëîðîäíûå îðáèòàëè îñòàþòñÿ ïóñòûìè, ÷òî ýêâèâà-ëåíòíî óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ýëåêòðîíîâ â ñèñòåìå (ýëåêòðîííîå äîïèðîâà-íèå).Ó÷åò àíòèñèììåòðèè âîëíîâûõ �óíêöèé dx2−y2- è px,y-îðáèòàëåé âãàìèëüòîíèàíå (11.81) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðå-ñêîêà ¾ìåäü � êèñëîðîä¿ ìåíÿåò çíàê ïðè äâèæåíèè íîñèòåëÿ çàðÿäàâ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ ïî öåïî÷êàì −Cu − O − Cu − O− âïëîñêîñòè CuO2. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâà-íèå (4.20), ìîæíî â ñîîòâåòñòâèè ñ (11.81) ïðèâåñòè ïàðàìåòð t ê îäíîìóçíàêó.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ãàìèëüòîíèàíå (11.81) íå ó÷òåíû ïåðåñêîêèìåæäó àòîìàìè êèñëîðîäà â ïðåäåëàõ îäíîé ÿ÷åéêè: ïîñêîëüêó ìàòðè÷-íûé ýëåìåíò ïåðåñêîêîâ ¾êèñëîðîä � êèñëîðîä¿ tpp ñóùåñòâåííî ìåíü-øå, ÷åì ¾ìåäü � êèñëîðîä¿ [54℄, òî, ïî îöåíêàì [54, 124, 140℄, ó÷åò tppïðèâîäèò ëèøü ê íåáîëüøèì êîëè÷åñòâåííûì èçìåíåíèÿì ðåçóëüòàòîâ.Îäíàêî äàæå íåáîëüøàÿ âåëè÷èíà ïàðàìåòðà tpp ìîæåò ïðèâåñòè ê îñî-áåííîñòÿì â äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ, ê âîçìîæíîñòè ñïàðèâàíèÿ è, ñàìîåãëàâíîå, ê ëó÷øåìó ñîãëàñîâàíèþ ñ ýêñïåðèìåíòîì [140, 145, 146, 147,148, 149℄. Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ tpp = −0.1 ÷ −0.5t [21, 150℄, ïðè ýòîì äëÿó÷åòà ïåðåñêîêîâ ê ãàìèëüòîíèàíó (11.81) äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå
Hpp = tpp

∑

〈ik〉,σ

(
p+
iσpkσ + h.c.

)
. (11.82)Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ãàìèëüòîíèàíå (11.81) äëÿ ÂÒÑÏ ìîãóò áûòüïîëó÷åíû íà îñíîâå âû÷èñëåíèé çîííîé ñòðóêòóðû èç ïåðâûõ ïðèíöè-ïîâ [6, 144℄ è àíàëèçà �îòîýìèññèîííûõ ñïåêòðîâ [151℄ ýòèõ ñîåäèíåíèé.Ñîãëàñíî îöåíêàì, õàðàêòåðíûå äëÿ ÂÒÑÏ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàâíû:

t = 1 ÷ 1.7 ýÂ, Ud = 6 ÷ 10 ýÂ, Up = 0 ÷ 4 ýÂ, ε = 1 ÷ 3 ýÂ, V = 0 ÷ 4 ýÂ.



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 511Òàêîé ðàçáðîñ â çíà÷åíèÿõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, äåëàåò âûáîð ïàðàìåòðîââ (11.81) â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè íåîïðåäåëåííûì, ÷òî îñëîæíÿåò çàäà-÷ó, à ñ äðóãîé � ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü êîíêðåòíûå ñîåäèíåíèÿ ïóòåìñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäáîðà ïàðàìåòðîâ [21℄.Äàæå â òàêîì óïðîùåííîì âèäå (áåç ó÷åòà ïåðåñêîêîâ íà ñëåäóþùèåçà áëèæàéøèìè óçëû, ïðÿìûõ ïåðåñêîêîâ ¾êèñëîðîä � êèñëîðîä¿ è ò.ä.)ãàìèëüòîíèàí (11.81) îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíûì äëÿ òåîðåòè-÷åñêîãî àíàëèçà. Ýòî ñâÿçàíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñ áîëüøîé âåëè÷èíîé
Ud ≫ t, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì ó÷åò êóëîíîâñêèõ êîððåëÿöèé ïî òåî-ðèè âîçìóùåíèé [152℄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ud íå íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òîáûèñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ðåäóöèðîâàííûå ãàìèëüòîíèàíû, ïîëó÷åííûåèç (11.81) ðàçëîæåíèåì ïî ïàðàìåòðó t/Ud. �àçëîæåíèå ïî ïàðàìåòðó
t/ε [153, 154℄ òàêæå íåîïðàâäàííî, òàê êàê ε ∼ t. Îòñóòñòâèå òî÷íûõðåøåíèé ìîäåëè Ýìåðè è çàòðóäíåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ïîïûòêàõ ååóïðîùåíèÿ, îáúÿñíÿþò èíòåðåñ ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ýëåêòðîí-íîé ñòðóêòóðû êëàñòåðîâ ÂÒÑÏ, ïîçâîëÿþùåìó ïîëó÷àòü â ðÿäå ñëó÷àåâòî÷íûå ðåçóëüòàòû.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìîäåëü (11.81) � (11.82) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ìî-äåëüþ Õàááàðäà, ò.å. èç íåå â ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíîïîëó÷èòü, íàïðèìåð, îäíîçîííóþ ìîäåëü Õàááàðäà (ðàçëîæåíèåì ïî ïà-ðàìåòðó t/ε ñ ý��åêòèâíûì äâèæåíèåì íîñèòåëåé ïî ìåäíîé ïîäðåøåò-êå) [153, 154, 155℄, t-J-ìîäåëü [156, 157℄, t-t′-ìîäåëü [158℄, t-t′-J-ìîäåëü[159℄, à ïðè ïîëîâèííîì ïî ìåäè çàïîëíåíèè è óñëîâèè Ud ≫ t � àíòè-�åððîìàãíèòíûé ãàìèëüòîíèàí �åéçåíáåðãà [54℄.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ãàìèëüòîíèàí (11.81) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòî-ðàìè ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö è ïðîåêöèè ïîëíîãî ñïèíà íà ïðîèçâîëüíîâûáðàííóþ îñü, ïîýòîìó ìîäåëü (11.81) îáû÷íî ðåøàþò äëÿ çàäàííîãî÷èñëà ÷àñòèö è ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z.11.1.7.2.2. Òðàåêòîðíûå àëãîðèòìû ÌÊ äëÿ ïëîñêîñòè CuO2.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìåòîäàìè ÌÊ áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè CuO2 âûáèðà-



512 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎëèñü êîíå÷íûå äâóìåðíûå êëàñòåðû. Îñíîâíîå òðåáîâàíèå ê êëàñòåðó �âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé; ñèììåòðèÿêëàñòåðà äîëæíà òàêæå îòðàæàòü ñèììåòðèþ ïëîñêîñòè CuO2.Êàæäûé êëàñòåð óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü áàçèñíûìè âåêòîðàìè −→
R 1è −→

R 2 (�èñ. 11.28):
−→
R 1 = nxa

−→
i + nya

−→
j ; (11.83)

−→
R 2 = −nxa

−→
i + nya

−→
j ,òàê ÷òî âñÿ ïëîñêîñòü CuO2 ïåðåêðûâàåòñÿ êëàñòåðàìè áåç ïðîïóñêîâ èíàëîæåíèé ïðè òðàíñëÿöèÿõ âèäà

−→
R = p

−→
R 1 + q

−→
R 2. (11.84)Â (11.83) è (11.84) nx, ny, p, q � öåëûå ÷èñëà; a � ïåðèîä ðåøåòêè; −→i , −→j� îðòû îñåé x è y.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà è èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèêîò ðàçìåðà ñèñòåìû âûáèðàëèñü âñå êëàñòåðû ñ Na ≤ 108 è ÷åòíûì÷èñëîì àòîìîâ ìåäè NCu. Òðåáîâàíèå ê ÷åòíîñòè ÷èñëà NCu îáóñëîâ-ëåíî òåì, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ ïåðåõîäîâ ¾ìåòàëë � äèýëåêòðèê¿ è èññëå-äîâàíèÿ ñïàðèâàíèÿ íîñèòåëåé íàèáîëåå èíòåðåñíà ñèòóàöèÿ âáëèçè ïî-ëîâèííîãî çàïîëíåíèÿ ïî ìåäè (〈N〉 = NCu), à ïðè íå÷åòíûõ çíà÷åíè-ÿõ NCu ñóììàðíàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà 〈SZ〉 îòëè÷íà îò íóëÿ, ÷òî âåäåò êóñèëåíèþ ý��åêòîâ êîíå÷íîãî ðàçìåðà. Åñëè æå NCu � ÷åòíîå ÷èñëî,òî â íåäîïèðîâàííîì ñîñòîÿíèè 〈SZ = 0
〉, êàê è â áåñêîíå÷íîé ïëîñ-êîñòè CuO2. Ïîëó÷èâøàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç äåñÿòè êëàñòåðîâ ñ

Na = 12; 24; 30; 48; 54; 60; 78; 96; 102; 108 äàåò âîçìîæíîñòü â ïîëíîé ìåðåèçó÷èòü âîïðîñû âëèÿíèÿ ðàçìåðîâ ñèñòåìû íà ýëåêòðîííûå õàðàêòåðè-ñòèêè äâóìåðíîé ìíîãîçîííîé ìîäåëè Ýìåðè. Ñëåäóåò îòìåòèòü âûäå-ëåííîñòü êëàñòåðîâ ñ Na = 12; 48; 108, ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî îðòû ýëå-ìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ýòèõ êëàñòåðîâ îáðàçóþò ïðÿìûå óãëû ñ îñÿìè áåñ-êîíå÷íîé ðåøåòêè CuO2. Îðòû îñòàëüíûõ îòìå÷åííûõ êëàñòåðîâ îáðà-
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�èñ. 11.28: Êëàñòåðû â ïëîñêîñòè CuO2çóþò óãëû ñ îñÿìè, ýòî òàê íàçûâàåìûå ïîâåðíóòûå (tilted) êëàñòåðû.Èç íèõ íàèìåíüøèì óãëîì ïîâîðîòà /phi îáëàäàåò êëàñòåð ñ Na = 78(tgφ = 1/5).�àçáèåíèå ïëîñêîñòè CuO2 íà òðåõóçåëüíûå ÿ÷åéêè Ìåòîä îñ-íîâàí íà ðàçáèåíèè òðåõìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñåòêè íàòðåõóçåëüíûå ÿ÷åéêèO − Cu − O [160℄, àíàëîãè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ øàõ-ìàòíîé äîñêè [97, 98, 116℄ äëÿ îäíîìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà. Ïðè ýòîìïðîáëåìà çíàêà, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ðàçâèòèÿ òðàåêòîðíûõìåòîäîâ â äâóìåðíûõ �åðìèîííûõ ñèñòåìàõ, â äàííîì àëãîðèòìå ñëàáîâëèÿåò íà ñõîäèìîñòü èç-çà ñòðåìëåíèÿ ñðåäíåãî çíàêà ÌÊ-êîí�èãóðàöèèê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ. Äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà íå èìååò ñóùåñòâåííîãîçíà÷åíèÿ ìíîãîçîííîñòü èññëåäóåìîé ìîäåëè, à ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ, êàêè â ëþáîì òðàåêòîðíîì ìåòîäå, äëÿ êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ñ �èêñèðî-âàííûìè çíà÷åíèÿìè ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö 〈N〉 è ñóììàðíîé ïðîåêöèèñïèíà 〈SZ〉.Îñíîâíàÿ èäåÿ ëþáîãî òðàåêòîðíîãî ìåòîäà � ïðåîáðàçîâàíèå d-ìåðíîé
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�èñ. 11.29: �àçáèåíèå ïëîñêîñòè CuO2 íà òðåõóçåëüíûå ÿ÷åéêèêâàíòîâîé çàäà÷è â (d+ 1)-ìåðíóþ êëàññè÷åñêóþ [98℄ ñ ïîìîùüþ ðàçáè-åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà íà äâà ñëàãàåìûõ ñ ðàçëè÷íûì òèïîì ñâÿçåé:
H = H1 +H2; H1 =

∑

〈ij〉1

Hij; H2 =
∑

〈ij〉2

Hij . (11.85)
Ïðèìåð ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè CuO2 íà òðåõóçåëüíûå ÿ÷åéêè ïîêàçàííà �èñ. 11.29. Ñâÿçè Cu − O, îòíîñÿùèåñÿ ê òèïó 1, íàõîäÿòñÿ ñïðàâà èñâåðõó îò àòîìîâ ìåäè, à ñâÿçè, îòíîñÿùèåñÿ ê òèïó 2 � ñëåâà è ñíèçó îòíèõ.�àçîáüåì èíòåðâàë [0, β] íà L ÷àñòåé âåëè÷èíîé △τ = β/L. Ïðè

L → ∞, △τ → 0 èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå Òðîòòåðà [89℄, ïðè ýòîì ïî-ïðàâêè èç-çà íåêîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ áóäóò ∼ (△τ)2tA, ãäå A =

max(ε, Ud, Up, V ) (ñì. òàêæå [94℄); â îäíîçîííîé ìîäåëè Õàááàðäà ïîãðåø-íîñòü ñîñòàâëÿåò ∼ (△τ)2tU [98℄.Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîãðåøíîñòè ðåçóëüòàòîâ â íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ îáû÷-íî äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ △τ
√
tA ≤ 0.1.Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì âñòàâëÿÿ ïîëíóþ ñèñòåìó �óíêöèé íà êàæäîìâðåìåííîì ñðåçå, äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû èìååì:

Z = Tre−βH =
∑

i1,...,i2L

〈
i1
∣∣ e−△τH1

∣∣ i2
〉 〈
i2
∣∣ e−△τH2

∣∣ i3
〉
× · · ·×
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×
〈
i2L−1

∣∣ e−△τH1
∣∣ i2L

〉 〈
i2L
∣∣ e−△τH1

∣∣ i1
〉
, (11.86)ãäå

| im〉 =

∣∣∣∣∣
n1m↑ n2m↑ . . . nNam↑

n1m↓ n2m↓ . . . nNam↓

〉
; (11.87)

nims � ÷èñëà çàïîëíåíèÿ óçëà i äûðêàìè ñî ñïèíîì s âm-ì ñðåçå ìíèìîãîâðåìåíè.Âûðàæåíèå (11.86) óäîáíî ïðåäñòàâèòü ãðà�è÷åñêè. �àññìîòðèì ñè-ñòåìó îäèíàêîâûõ äâóìåðíûõ êëàñòåðîâ CuO ñ êîëè÷åñòâîì àòîìîâ Na,ðàñïîëîæåííûõ îäèí íàä äðóãèì ïî âðåìåííîé îñè, ïðè÷åì ÷èñëî ýòèõêëàñòåðîâ ðàâíî 2L (�èñ. 11.30). Ñóììèðîâàíèå â (11.86) ïðîèñõîäèò ïîâñåì âîçìîæíûì çàìêíóòûì íåïåðåñåêàþùèìñÿ òðàåêòîðèÿì, ïðè÷åìïåðåêëþ÷åíèÿ òðàåêòîðèé â ïîëó÷åííîé êëàññè÷åñêîé ðåøåòêå âîçìîæ-íû òîëüêî ïî çàøòðèõîâàííûì ãðàíÿì ïðèçì, îïèðàþùèõñÿ íà ÿ÷åéêè
O − Cu − O (ñì. �èñ. 11.30). Êàæäîìó óçëó ðåøåòêè ñîîòâåòñòâóþò äâà÷èñëà çàïîëíåíèÿ nm↑ è nm↓, ðàâíûõ 0 èëè 1, ïîýòîìó äëÿ êàæäîé ïðî-åêöèè ñïèíà ñóùåñòâóþò ñâîè òðàåêòîðèè, ïðè ýòîì òðàåêòîðèè, îòíî-ñÿùèåñÿ ê ðàçíûì ïðîåêöèÿì, ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç ìàòðè÷íûåýëåìåíòû îïåðàòîðà ýâîëþöèè. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå âåðòèêàëüíîå ñå÷å-íèå ïîëó÷åííîé ðåøåòêè ïî ëèíèÿì Cu − O è O − O ÿâëÿåòñÿ øàõìàòíîéäîñêîé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû îäíîìåðíûõ �åðìèîíîâ [98℄.Ýâîëþöèÿ ìèðîâûõ ëèíèé îò îäíîãî âðåìåííîãî ñðåçà ê äðóãîìóîïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè îïåðàòîðà ýâîëþöèè

Un,n+1 =
〈
in
∣∣ e−△τH1,2

∣∣ in+1

〉
. (11.88)Ïîëíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé ÿ÷åéêè O − Cu − O ðàâíî 64, ïîýòîìó êàæäûéîïåðàòîð ýâîëþöèè (11.88) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó 64×64. Âûðàæå-íèå (11.88) íå äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåí-òîâ (â îòëè÷èå îò ìîäåëåé áåññïèíîâûõ �åðìèîíîâ [98℄ èëè ðåäóöèðîâàí-íîé ìîäåëè Õàááàðäà [114℄ â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè), ÷èñëåííûé ðàñ÷åò
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�èñ. 11.30: Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñåòêà äëÿ òðàåêòîðíîãî àëãîðèò-ìà ÌÊ. �àçáèåíèå ïëîñêîñòè CuO2 íà òðåõóçåëüíûå ÿ÷åéêèïðîâîäèòñÿ ïî �îðìóëå
Un,n+1 =

∞∑

L=0

(−△τ)L
〈
in

∣∣∣ (H1,2)
L
∣∣∣ in+1

〉

L!
(11.89)ñ îáðåçàíèåì ñóììû â (11.89) ïðè äîñòèæåíèè íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè.Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âûðàæåíèå (11.89) äàåò íåíóëåâóþ âåðîÿò-íîñòü ïåðåêëþ÷åíèÿ òðàåêòîðèè íà äèàãîíàëè O − O óæå âî âòîðîì ïî-ðÿäêå ïî△τ , ò.å. ïîÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûé ïåðåñêîê (õîòÿ â èñõîäíîì ãà-ìèëüòîíèàíå (11.81) îí îòñóòñòâóåò). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ó÷åñòü äâèæå-íèå äûðîê ïî ãðàíÿì O − O, òàê ÷òîáû ÌÊ-ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîèñõîäèëèïî âñåì òðåì âåðòèêàëüíûì ãðàíÿì ïðèçì (çàøòðèõîâàíû íà �èñ. 11.30),îïèðàþùèõñÿ íà ÿ÷åéêè O − Cu − O.�åíåðàöèÿ ðàçëè÷íûõ êîí�èãóðàöèé òðàåêòîðèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî-ñðåäñòâîì àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñêàíèðóåòñÿ âñÿðåøåòêà ðàçìåðîì 2×

(
2L×√

Na ×
√
Na

) (ìíîæèòåëü 2 âîçíèêàåò èç-çà



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 517ó÷åòà ïðîåêöèè ñïèíà), ïðè÷åì íà êàæäîì óçëå äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïåðå-êëþ÷åíèÿ òðàåêòîðèè áåç åå ðàçðûâà è ïåðåñå÷åíèÿ ñ äðóãîé òðàåêòîðèåéâ ïðåäåëàõ çàøòðèõîâàííûõ ãðàíåé ïðèçì. Âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãîïåðåêëþ÷åíèÿ òðàåêòîðèè îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ ìàò-ðè÷íûõ ýëåìåíòîâ (11.88) äî è ïîñëå ïåðåêëþ÷åíèÿ, ïðè ýòîì çàòðàãè-âàþòñÿ (è òðåáóþò ïåðåñ÷åòà) ñîñòîÿíèÿ âîñüìè ïðèçì (ïî ÷åòûðå äëÿêàæäîé ïðîåêöèè ñïèíà, ñì. �èñ. 11.30), îêðóæàþùèõ ïðèçìó, â êîòîðîéïðîèçîøëî ëîêàëüíîå èçìåíåíèå òðàåêòîðèè. Êðîìå òîãî, ïðè ðàñ÷åòå�èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ èí�îðìàöèÿ î çíàêå ìàòðè÷-íîãî ýëåìåíòà (íåîáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíîãî èç-çà àíòèêîììóòàòèâíî-ñòè �åðìèåâñêèõ îïåðàòîðîâ), ïîýòîìó ïåðåñ÷åòó ìîãóò ïîäâåðãíóòüñÿ èñîñòîÿíèÿ òåõ ïðèçì, óçëû êîòîðûõ ñâÿçàíû èçíà÷àëüíîé íóìåðàöèåé ñóçëàìè, çàòðîíóòûìè ïåðåõîäîì.Îáîçíà÷èì ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ k-é êîí�èãóðàöèè:
Wk = U1,2 (k)U2,3 (k) . . . U2L,1 (k) . (11.90)Ïóñòü Q � îïåðàòîð, äèàãîíàëüíûé â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ(íàïðèìåð, Niσ = d+
iσdiσ � îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö ñ ïðîåêöèåé ñïèíà σíà óçëå i), òîãäà òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñðåäíåå îò Q ïî M êîí�èãóðàöèÿìáóäåò èìåòü âèä
〈Q〉 =

M∑

k=1

QkPk; Pk =
Wk

M∑
k=1

Wk

, (11.91)ãäå Qk � çíà÷åíèå îïåðàòîðà äëÿ k-îé êîí�èãóðàöèè, Pk � âåðîÿòíîñòüðåàëèçàöèè ýòîé êîí�èãóðàöèè.Äëÿ äâóìåðíûõ �åðìèîííûõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ Wk íå îáÿ-çàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, è ïðè ðàñ÷åòå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâíóæíî ñëåäèòü çà çíàêîì âîëíîâûõ �óíêöèé. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäè-ìîñòè ïðè êàæäîì ïåðåêëþ÷åíèè òðàåêòîðèè ó÷èòûâàòü ïðè ðàñ÷åòå íåòîëüêî óçëû ðåøåòêè, ÿâëÿþùèåñÿ áëèæàéøèìè ê îáëàñòè ïåðåêëþ÷å-íèÿ (è çàïîëíåíèÿ êîòîðûõ âëèÿþò íà àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ



518 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎýëåìåíòîâ), íî è íåêîòîðûå óäàëåííûå óçëû, ñâÿçàííûå ñ çàòðîíóòûìèâ ïåðåêëþ÷åíèè óçëàìè çàäàííîé èñõîäíîé íóìåðàöèåé. Ýòî, âî-ïåðâûõ,íåñêîëüêî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ðàñ÷åòà, è, âî-âòîðûõ, ïðèâîäèò ê áîëü-øèì ñòàòèñòè÷åñêèì îøèáêàì â (11.91) ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû.Äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñðåäíèõ ïðè íèçêèõ òåì-ïåðàòóðàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî ìîäè�èöèðîâàííîå âûðàæå-íèå äëÿ ñðåäíåãî îò îïåðàòîðà, ñëåäóÿ ìåòîäèêå ðàáîòû [118℄:
Pk =

|Wk|
M∑
k=1

|Wk|
, (11.92)ò.å. íå ó÷èòûâàòü çíàê ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà êîí�èãóðàöèè. Ýòî ñïðàâåä-ëèâî, åñëè ñðåäíèé çíàê

〈sgn〉 =

M∑
k=1

(∣∣W+
k

∣∣−
∣∣W−

k

∣∣)

M∑
k=1

(∣∣W+
k

∣∣+
∣∣W−

k

∣∣)
, (11.93)ãäå W+

k (W−
k ) � çíà÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ âåñîâ êîí�èãóðàöèé ñ ïîëî-æèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì) âåñîì, ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþïðè β → ∞ è M → ∞ [118℄. Äàëüíåéøèå ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäàþò ýòîïðåäïîëîæåíèå.Åñëè îïåðàòîð Q íåäèàãîíàëåí â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ(íàïðèìåð, ýíåðãèÿ E = −∂lnZ/∂β), òî âûðàæåíèå (11.91) íåñêîëüêîóñëîæíÿåòñÿ, è íåîáõîäèìî ðàññ÷èòûâàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âèäà

〈
in
∣∣ He−△τH

∣∣ in+1

〉

Un,n+1
. (11.94)Âñå âûøåñêàçàííîå îòíîñèòñÿ ê îïåðàòîðàì, ëîêàëüíî ñîõðàíÿþùèì ÷èñ-ëî ÷àñòèö. Åñëè æå ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò, íàïðèìåð, �óíêöèè ðàñïðåäåëå-íèÿ ïî èìïóëüñàì

〈nσ(k)〉 =
1

NCu

∑

lm

〈
a+
lσamσ

〉
eik(rl−rm), (11.95)



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 519òî òàêîé îïåðàòîð ðàçðûâàåò �åðìèîííûå ìèðîâûå ëèíèè, ò.å. íå ñîõðà-íÿåò ÷èñëî ÷àñòèö. Çäåñü a+
iσ = d+

iσ, åñëè i � óçåë ìåäè, è a+
iσ = p+

iσ, åñëè i� óçåë êèñëîðîäà. Íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòå îäíîâðåìåííîé �óíêöèè �ðè-íà Gσ (i− j) =
〈
a+
iσajσ

〉 ñ óçëàìè i è j, íå îòíîñÿùèìèñÿ ê îäíîé ÿ÷åéêå
O − Cu − O, ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå âðåìåííûå ðàçðåçû,÷òî ñóùåñòâåííî óõóäøàåò ñõîäèìîñòü. Â äàííîì ðàçäåëå ïðè ðàñ÷åòå
〈nσ(k)〉 ïî �îðìóëå (11.95) ðàññìîòðåíî òîëüêî ëîêàëüíîå ïðèáëèæåíèå,ò.å. óçëû i è j ïðèíàäëåæàò îäíîé ÿ÷åéêå O − Cu − O. Â ýòîì ñëó÷àå âû-ðàæåíèå (11.95) ñïðàâåäëèâî äëÿ áîëüøèõ èìïóëüñîâ (∼ π/a), ÷òî, òåìíå ìåíåå, ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáëàñòè èìïóëüñîââáëèçè �åðìèåâñêîãî ñêà÷êà.Äëÿ ïðîâåðêè àëãîðèòìà áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ-÷åòà êàê ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ïðè òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè 12-óçåëüíîãîêëàñòåðà Cu4O8, òàê è ñ ðàññ÷èòàííûìè äåòåðìèíàíòíûì è âàðèàöèîí-íûì ìåòîäàìè ÌÊ [94, 128, 161℄. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ýíåðãèè, ÷èñåë çà-ïîëíåíèÿ è íåêîòîðûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíûâ òàáë. 11.1.Çàìåòèì, ÷òî êëàñòåð Cu4O8 ÷ðåçâû÷àéíî ìàë äëÿ ÌÊ-àëãîðèòìà,õîðîøî ðàáîòàþùåãî ïðè íàëè÷èè ó ñèñòåìû äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñ-ëà ñòåïåíåé ñâîáîäû. Òåì íå ìåíåå, êàê âèäíî èç òàáë. 11.1, ðåçóëüòàòûíàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ òî÷íûì ðåøåíèåì è àñèìïòîòè÷åñêèñòðåìÿòñÿ ê íåìó ïðè T → 0, ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå ÷èñëî âîçìîæíûõ ñî-ñòîÿíèé ó ñèñòåìû, òåì ëó÷øå ñõîäèìîñòü (÷èñëî ñîñòîÿíèé â êëàñòåðå
Cu4O8 ðàâíî 144 ïðè 〈N〉 = 2, 〈SZ〉 = 0 è 48400 ïðè 〈N〉 = 2, 〈SZ〉 = 0).Ïðè ñðàâíåíèè ñ ÌÊ-ðàñ÷åòàìè, âûïîëíåííûìè ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõàëãîðèòìîâ [128, 162℄, ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî â äåòåðìèíàíòíîì ìåòîäå ÌÊèñïîëüçóåòñÿ áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü, ò.å. êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèöíå ÿâëÿåòñÿ �èêñèðîâàííîé, à çàäàåòñÿ ïóòåì ïîäáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãîçíà÷åíèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Òåì íå ìåíåå, ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷å-ñêè ñîâïàäàþò â ïðåäåëàõ îøèáêè. Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå ñîâïàäåíèåðåçóëüòàòîâ (â ïðåäåëàõ óêàçàííûõ îøèáîê) ñ äàííûìè [94℄ è [163℄.



520 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÒàáëèöà 11.2: �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìîäåëè Ýìåðè äëÿ 12-óçåëüíîãî êëà-ñòåðàÒðàåêòîðíûé àëãîðèòì ÌÊ Ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçà-öèè
Na = 12; ε = 1;Ud = 6;Up = V = 0

〈N〉 = 2,
〈
SZ
〉

= 0

E = −3.56 ± 0.03; T = 0.2500
E = −4.545512

E = −4.08 ± 0.04; T = 0.0625

〈N〉 = 3,
〈
SZ
〉

= 1/2

E = −5.58 ± 0.02; T = 0.1250
E = −5.863663

E = −5.75 ± 0.03; T = 0.0625

〈N〉 = 4,
〈
SZ
〉

= 0

E = −6.71 ± 0.04; T = 0.2500

E = −7.198059E = −7.12 ± 0.06; T = 0.1250

E = −7.15 ± 0.06; T = 0.0625

〈SCuSCu〉 = 0.578± 0.007; T = 0.2500
〈SCuSCu〉 = 0.546

〈SCuSCu〉 = 0.545± 0.005; T = 0.1250

〈NCu〉 = 0.600 ± 0.002; T = 0.2500
〈NCu〉 = 0.569

〈NCu〉 = 0.574 ± 0.002; T = 0.1250

〈NO〉 = 0.200 ± 0.001; T = 0.2500
〈NO〉 = 0.216

〈NO〉 = 0.213 ± 0.001; T = 0.1250

〈N〉 = 5,
〈
SZ
〉

= 1/2

E = −7.04 ± 0.05; T = 0.2500
E = −7.795229

E = −7.70 ± 0.09; T = 0.1250

〈SCuSCu〉 = 0.602± 0.002; T = 0.2500
〈SCuSCu〉 = 0.560

〈SCuSCu〉 = 0.577± 0.002; T = 0.1250

〈NCu〉 = 0.664 ± 0.002; T = 0.2500
〈NCu〉 = 0.621

〈NCu〉 = 0.640 ± 0.001; T = 0.1250

〈NO〉 = 0.293 ± 0.001; T = 0.2500
〈NO〉 = 0.315

〈NO〉 = 0.305 ± 0.001; T = 0.1250

〈N〉 = 6,
〈
SZ
〉

= 0

E = −7.59 ± 0.08; T = 0.2500
E = −8.429312

E = −8.40 ± 0.08; T = 0.1250Òðàåêòîðíûé àëãîðèòì ÌÊ Ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìû ÌÊèç [128, 161℄
Na = 48;Ud = 6;Up = V = 0; 〈N〉 = 16

〈SCuSCu〉 = 0.536± 0.008; T = 0.1250 〈SCuSCu〉 = 0.55±0.02; ε = 1[128℄[128℄[161℄[161℄
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�èñ. 11.31: Çàâèñèìîñòè ñðåäíåé ýíåðãèè ñèñòåìû îò ðàçìåðà êëàñòåðà(à) è êîíöåíòðàöèè äûðîê äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàñòåðîâ CuO (b)Íà �èñ. 11.31, à ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ýíåðãèè ñèñòåìû, ïðè-õîäÿùåéñÿ íà îäèí óçåë ðåøåòêè, îò ðàçìåðà êëàñòåðà ïðè ïîëîâèííîìçàïîëíåíèè (〈N〉 = NCu). Âèäíî, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðà Na = 24 ýíåðãèÿïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ðàçìåðà êëàñòåðà, ò.å. âûõîäèò íà êîíñòàí-òó, ðàâíóþ çíà÷åíèþ ñðåäíåé ýíåðãèè â áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè CuO2.Íà �èñ. 11.31, á ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ýíåðãèè ñèñòåìû, ïðè-õîäÿùåéñÿ íà îäèí óçåë ðåøåòêè, îò êîíöåíòðàöèè äûðîê. Îíà èìååòóíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð.Îïòè÷åñêàÿ ùåëü △opt ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ïî ñòàíäàðòíîé �îð-ìóëå [164℄
△opt = E (NCu + 1) + E (NCu − 1) − 2E (NCu) (11.96)äëÿ ïîëîâèííîãî ïî ìåäè çàïîëíåíèÿ. Çäåñü E (N) � ýíåðãèÿ ñèñòåìûñ 〈N〉 äûðêàìè. Çàâèñèìîñòü △opt îò ðàçìåðà êëàñòåðà ïðèâåäåíà íà�èñ. 11.32. Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ îïòè÷åñêîé ùåëè âûõîäÿò íà íåêîòîðûå
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�èñ. 11.32: Îïòè÷åñêàÿ ùåëü â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ñèñòåìûàñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ.Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîñèòåëåé ïî èìïóëüñàì n(k) (11.95) áûëàðàññ÷èòàíà â ëîêàëüíîì ïðèáëèæåíèè, ñïðàâåäëèâîì äëÿ áîëüøèõ çíà-÷åíèé èìïóëüñà. �åçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà �èñ. 11.33 äëÿ äîïèðîâàííîãîñîñòîÿíèÿ. �èñóíîê äîâîëüíî íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ñäâèã n(k) êàê âñòîðîíó áîëüøèõ ýíåðãèé ïðè äûðî÷íîì äîïèðîâàíèè, òàê è â ñòîðîíóìåíüøèõ ýíåðãèé ïðè ýëåêòðîííîì äîïèðîâàíèè.�àçáèåíèå ïëîñêîñòè CuO2 íà ïÿòèóçåëüíûå ÿ÷åéêè �àññìîò-ðèì åùå îäèí âîçìîæíûé âàðèàíò ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîéñåòêè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìîäåëè Ýìåðè (11.81). �àçáèåíèå, ïîêàçàí-íîå íà �èñ. 11.34, à, ðàçðåçàåò ïëîñêîñòü CuO2 íà ïÿòèóçåëüíûå ÿ÷åéêè
CuO4, ïðè ýòîì ñâÿçè ìåæäó ÿ÷åéêàìè ðåàëèçóþòñÿ ÷åðåç êèñëîðîäíûåóçëû. Òàêîå ðàçáèåíèå, â îòëè÷èå îò ðàçáèåíèÿ íà òðåõóçåëüíûå ÿ÷åé-êè, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî èçîòðîïíûì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííûìïðåèìóùåñòâîì ïðè èçó÷åíèè ñèììåòðèéíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû.Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ñõåìà äîïóñêàåò íàãëÿäíîå ïðåä-



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 523

�èñ. 11.33: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîñèòåëåé ïî èìïóëüñàì äëÿ êëàñòå-ðà ñ Na = 78

�èñ. 11.34: �àçáèåíèå ïëîñêîñòè CuO2 íà ïÿòèóçåëüíûå (à) è òðåõóçåëü-íûå (b) ÿ÷åéêè



524 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎñòàâëåíèå â âèäå (2 + 1)-ìåðíîé øàõìàòíîé äîñêè (�èñ. 11.35). Ïîëíîå÷èñëî ñîñòîÿíèé êàæäîé ÿ÷åéêè ðàâíî òåïåðü 1024, è îïåðàòîðû ýâîëþ-öèè (11.89) ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè 1024 × 1024.
Ïîäðîáíîå îïèñàíèå äàííîãî âàðèàíòà àëãîðèòìà, à òàêæå ðåçóëüòà-òîâ, ïîëó÷åííûõ ñ åãî ïîìîùüþ, ìîæíî íàéòè â [165℄, çäåñü æå êðàòêîîñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ îñîáåííîñòÿõ ðåàëèçàöèè ìåòîäà. Âî-ïåðâûõ,ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå âåðîÿòíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ òðàåêòîðèé âäîëü äèà-ãîíàëè O − O, âèðòóàëüíîãî ïåðåñêîêà O − O ÷åðåç ìåäíûé óçåë, à òàê-æå êîìáèíèðîâàííûõ ïåðåñêîêîâ âèäà c+5↑c1↑c+5↓c2↓, c+5↑c1↑c+4↑c2↑ è ò.ä. (öè�-ðàìè çäåñü îáîçíà÷åíû íîìåðà àòîìîâ â ïÿòèóçåëüíîé ÿ÷åéêå) óæå âîâòîðîì ïîðÿäêå ïî △τ . Âñå ýòè äâèæåíèÿ äûðîê íåîáõîäèìî âêëþ÷èòüâ ñõåìó ÌÊ. Âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìî çíàòü íå òîëüêî àáñîëþòíûå çíà-÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðîâ ýâîëþöèè Un,n+1, íî è èõ çíàêâ ÌÊ-êîí�èãóðàöèè. Íåïîñðåäñòâåííîå ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö â (11.89),ðàçëîæåííûõ ïî ïÿòèóçåëüíîìó áàçèñó, íå ñîäåðæèò ýòîé èí�îðìàöèè,òàê êàê íóìåðàöèÿ óçëîâ â èçîëèðîâàííîé ÿ÷åéêå íå ñîâïàäàåò ñ íó-ìåðàöèåé â ÿ÷åéêàõ CuO4 â èññëåäóåìîé ñèñòåìå. �åøèòü ýòó ïðîáëåìóìîæíî, ðàññ÷èòàâ òî÷íî (11.89), ò.å. çàïèñàâ îïåðàòîð ýâîëþöèè â àíàëè-òè÷åñêîé îïåðàòîðíîé �îðìå, ÷òî ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîéçàäà÷åé (÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ÷ëåíîâ äëÿ ìîäåëè Ýìåðè áûñòðî ðàñòåò ñðîñòîì ÷èñëà ïåðåìíîæåíèé â (11.89) è äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà63504).
Ñ ïîìîùüþ äàííîãî àëãîðèòìà óñïåøíî ðàññ÷èòûâàëèñü íåëîêàëü-íûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè â ðàçëè÷íûõ êàíàëàõ ñïàðèâàíèÿ [117,165, 166℄.



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 525

�èñ. 11.35: Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñåòêà äëÿ òðàåêòîðíîãî àëãîðèò-ìà ÌÊ. �àçáèåíèå ïëîñêîñòè CuO2 íà ïÿòèóçåëüíûå ÿ÷åéêè11.2 Êâàíòîâûé äåòåðìèíàíòíûé ìåòîä ÌÊÑ ïîìîùüþ äåòåðìèíàíòíûõ ìåòîäîâ ÌÊ óñïåøíî èññëåäóþò êàê îäíî-ìåðíûå, òàê è äâóõ- è òðåõìåðíûå �åðìèîííûå ñèñòåìû [66, 167, 168℄.Â îñíîâå ýòèõ ìåòîäîâ ëåæèò ïðåîáðàçîâàíèå ñòàòèñòèêè �åðìèîííûõñòåïåíåé ñâîáîäû ê ñòàòèñòèêå òèïà èçèíãîâñêèõ ñïèíîâ, ÷òî óïðîùàåòÌÊ-ïðîöåäóðó è ïîçâîëÿåò îáõîäèòü âîïðîñû ìåðíîñòè ñèñòåìû [94℄. Îä-íàêî çà òàêîé ïåðåõîä ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü íåîáõîäèìîñòüþ ïðîâåäåíèÿðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ è ñóùåñòâåííûìñíèæåíèåì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàåêòîðíûìè ìåòî-äàìè. Â ïðîöåññå ÌÊ-ïðîöåäóðû ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ðàññ÷èòûâàòü�óíêöèþ �ðèíà [66, 93℄, ÷òî óïðîùàåò äàëüíåéøèå ðàñ÷åòû êîððåëÿöè-îííûõ �óíêöèé [128℄ è ïîçâîëÿåò íàéòè çîííóþ ñòðóêòóðó [56, 57, 58℄è ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé [59, 60℄. Îä-íèì èç íåäîñòàòêîâ äåòåðìèíàíòíûõ ìåòîäîâ ÌÊ ïî ñðàâíåíèþ ñ òðà-



526 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎåêòîðíûìè àëãîðèòìàìè ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàíèå ÷èñëà ñïèíîâûõ ïåðåìåí-íûõ (ïåðåìåííûõ Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à), ïî êîòîðûì ïðîâîäèòñÿ ÌÊ-ïðîöåäóðà (ò.å. âîçðàñòàíèå ðàçìåðíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññè÷åñêîéçàäà÷è), ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà çîí èññëåäóåìîé ìîäåëè, òàê êàê êàæ-äîå ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå ïðè äèñêðåòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâîé ñïèíîâîé ïåðåìåííîé [94, 95℄.Äåòåðìèíàíòíûå àëãîðèòìû èñïîëüçóþòñÿ òàêæå â ðàçëè÷íûõ ìîäè-�èêàöèÿõ. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [66℄ ïðåäëîæåíà êîìáèíàöèÿ ìåòîäà ÌÊè ïåðåîðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà � Øìèäòà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, ÷òîïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ. Â [65℄ ðàññìàò-ðèâàåòñÿ êîìáèíàöèÿ ÌÊ-ïðîöåññà è ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Â [169℄ïðåäëîæåíî ïðåîáðàçîâàíèå ñõåìû ÌÊ-ïðîöåäóðû äëÿ àíàëèçà îñíîâíî-ãî ñîñòîÿíèÿ �åðìèîííîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâñïåöèàëüíîãî âèäà. Ýòî ïîçâîëèëî èññëåäîâàòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
n(k) [60, 61, 62℄ è ïîêàçàòü îòñóòñòâèå �åðìèåâñêîãî ñêà÷êà äëÿ îäíî-ìåðíîé îäíîçîííîé ìîäåëè Õàááàðäà.11.2.1. Îñíîâíûå ïðèíöèïû äåòåðìèíàíòíîãî àëãîðèòìà.�àññìîòðèì �åðìèîííóþ ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ ãàìèëüòîíèàíîì Õàá-áàðäà:

H =
∑

ijσ

tija
+
iσajσ +

∑

iσ

(Ei − µ)niσ +
∑

i

Uini↑ni↓, (11.97)ãäå a+
iσ è aiσ � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì

σ íà óçëå i; niσ = a+
iσaiσ � îïåðàòîð ÷èñëà çàïîëíåíèÿ óçëà; tij � àìïëè-òóäà ïåðåñêîêà ÷àñòèöû ìåæäó óçëàìè i è j; Ei � óçåëüíàÿ ýíåðãèÿ; Ui �àìïëèòóäà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ ðàçëè÷íûì ñïèíîì íà óçëå i. Õèìè-÷åñêèé ïîòåíöèàë µ ââåäåí äëÿ ðàáîòû ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö, òàêêàê ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â óñëîâèÿõ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ.Êàê âñå äèñêðåòíûå ìåòîäû, äåòåðìèàíòíûé àëãîðèòì òàêæå îïè-ðàåòñÿ íà ðàçáèåíèå Ñóäçóêè � Òðîòòåðà � ðàçáèåíèå ìíèìîãî âðåìåíè
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β = 1/T , íà L≫ 1 ÷àñòåé △τ = β/L:

Z = Tr
(
e−βH

)
= Tr

(
L∏

k=1

e−△τ(H0+H1)

)
≈ (11.98)

≈ Tr
(
e−△τH0e−△τH1 . . . e−△τH0e−△τH1

)Çäåñü ðàçáèåíèå ãàìèëüòîíèàíà íà íóëåâóþ, çàòðàâî÷íóþ ÷àñòü H0 èâîçìóùåíèå H1 ïðîèñõîäèò îáû÷íûì îáðàçîì, òàê ÷òî ê âîçìóùåíèþîòíîñèòñÿ òîëüêî ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå:
H0 =

∑

iσ

Einiσ +
∑

ijσ

tija
+
iσajσ − µ

∑

iσ

niσ =

=
∑

ijσ

a+
iσ (tij + δij (Ei − µ)) ajσ =

∑

ijσ

θija
+
iσajσ; (11.99)

H1 =
∑

i

Uini↑ni↓; θij = tij + δij (Ei − µ) .Íàïîìíèì, ÷òî, ñòðîãî ãîâîðÿ, (11.98) ñîãëàñíî îïåðàòîðíîìó òîæäå-ñòâó Õàóñäîð�à � Áåéêåðà
eA+B = eAeBe[A,B], (11.100)ñëåäóåò ïåðåïèñàòü êàê

Z = Tr

(
L∏

k=1

e−△τH0

L∏

k=1

e−△τH1

L∏

k=1

e(△τ)
2[H0,H1]

)
, (11.101)òàê ÷òî òî÷íîñòü (11.98) ïîðÿäêà (△τ)2.Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëü-ñòâî, ÷òî ýêñïîíåíòó îò ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî òðàíñ�îðìèðî-âàòü â ñóììó ýêñïîíåíò îò îäíî÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîìîùüþ îäíîãîèç âàðèàíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàááàðäà � Ñòðàòîíîâè÷à [95℄ (ñì. ïðè-ëîæåíèå 1). Ñîãëàñíî ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, äëÿ ñëó÷àÿ îòòàëêèâàíèÿ(U > 0) ìîæíî çàïèñàòü:



528 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
e−△τUini↑ni↓ = AeB(ni↑+ni↓)

∑

S=±1

eCS(ni↑+ni↓−1); (11.102)
A = e△τUi/2; B = −1

2
△τUi; C = arch

(
1

2
e−△τUi/2

)
.Äëÿ ñèòóàöèè ïðèòÿæåíèÿ U < 0 â âîçìóùåíèå óäîáíî âêëþ÷èòüñäâèã ÷èñåë çàïîëíåíèÿ è ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèé âàðèàíò ìîäåëèÕàááàðäà:

H =
∑

ijσ

tija
+
iσajσ +

∑

iσ

(Ei − µ)niσ+

+ U
∑

i

(
ni↑ −

1

2

)(
ni↓ −

1

2

)
, (11.103)è ýêñïîíåíòó îò âîçìóùåíèÿ ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e−△τUi(ni↑− 1
2)(ni↓− 1

2) = D
∑

S=±1

e△τγS(ni↑+ni↓−1);

D =
1

2
e△τUi/4; ch△τγ = e−△τUi/2. (11.104)Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò íîâàÿ ïåðåìåííàÿ S, ïî êîòîðîé ñëå-äóåò ïðîâîäèòü ñóììèðîâàíèå. Òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà â ñëó÷àåîòòàëêèâàíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Z = Tr

(
L∏

k=1

exp

(
−△τ

∑

ijσ

θija
+
iσajσ

)
L∏

k=1

∏

i

exp (−△τUini↑ni↓)
)

=

= Tr

(
∏

k

exp

(
−△τ

∑

ijσ

θija
+
iσajσ

)
×

×
∏

ik

[
Dexp

(
−△τUi

2
(ni↑+ni↓)

)] ∑

S=±1

CS (ni↑ + ni↓ − 1)

)
=
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= Tr

(
DLNa

∏

k

(
exp

(
−△τ

∑

ijσ

εija
+
iσajσ

)
×

×
∏

i

∑

S=±1

exp (CS (ni↑ + ni↓ − 1))

))
; (11.105)

εij = δij +
1

2
△τUiδij =

(
tij + δij

(
Ei − µ+

1

2
△τUi

))
.Òåïåðü íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñóììó è ïðîèçâåäåíèå â ïîñëåä-íåé �îðìóëå, òîãäà ñóììèðîâàíèå áóäåò íå ïî îäíîìó èíäåêñó S, à ïîñîâîêóïíîñòè èíäåêñîâ {S}:

Z = Tr




DLNa
∏

k




∑

Si = ±1;

i = 1, . . . , Na

exp

(
−△τ

∑

ijσ

εija
+
iσajσ

)
×

×exp

(
C
∑

i

Si (ni↑ + ni↓ − 1)

))
=

= Tr




DLNa
∏

k




∑

Si = ±1;

i = 1, . . . , Na

exp

(
−△τ

∑

ijσ

hija
+
iσajσ

)
exp

(
C
∑

i

Si

)







.

Òîãäà, îáîçíà÷àÿ
hkij = εij −

CSi
△τ δij =

(
tij + δij

(
Ei − µ+

1

2
△τUi −

CSki
△τ

))
,ïîëó÷àåì:



530 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
Z = Tr




DLNa
∑

Ski = ±1;

i = 1, . . . , Na;

k = 1, . . . , L

exp

(
C
∑

ik

Ski

)
∏

k

exp

(
−△τ

∑

ijσ

hkija
+
iσajσ

)




=

= DLNa
∑

Ski = ±1;

i = 1, . . . , Na;

k = 1, . . . , L

exp

(
C
∑

ik

Ski

)
Tr

(
∏

k

exp

(
−△τ

∑

ijσ

hkija
+
iσajσ

))
.

(11.106)Â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, èìååì
Z = Tr




∏

k

∑

Ski = ±1;

i = 1, . . . , Na;

k = 1, . . . , L

exp

(
−△τ

∑

ijσ

hkija
+
iσajσ

)




=

=
∑

Ski = ±1;

i = 1, . . . , Na;

k = 1, . . . , L

Tr

(
∏

k

exp

(
−△τ

∑

ijσ

hkija
+
iσajσ

))
; (11.107)
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hkij = δij

(
Ei − γSki

)
+ tij.Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè τk ÷àñòèöû îïèñûâàþòñÿ íîâûì ý��åê-òèâíûì ãàìèëüòîíèàíîì, çàâèñÿùèì îò ñïèíîâîãî ïîëÿ Ski , ò.å. ñïèíîâîåïîëå � íîâûé áàçèñ, êîòîðûé çàìåíÿåò èñõîäíûé áàçèñ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ.Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ îòòàëêèâàíèÿ, êàê íàèáîëåå �èçè÷åñêîìó è ÷àñòîðàññìàòðèâàåìîìó â ðåàëüíûõ ðàñ÷åòàõ.Äëÿ äàëüíåéøåãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü îïå-ðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ â âèäå ìàòðèö â íåêîòîðîì óäîáíîìáàçèñå. Â ïðèëîæåíèè 2 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé ñëåäýêñïîíåíòû îò áèëèíåéíîé �îðìû îäíî÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâ-ëÿåòñÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëü, çàâèñÿùèé îò ýêñïîíåíòû ìàòðèöû, �èãóðè-ðóþùåé â áèëèíåéíîé �îðìå, òàê ÷òî

Tr
L∏

k=1

exp

(
∑

ij

−a+
i B

k
ijaj

)
= det

(
I +

L∏

k=1

e−B
k

)
, (11.108)ãäå Bk

ij � ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Bk; I � åäèíè÷íàÿ êâàäðàòíàÿìàòðèöà ðàçìåðà Na. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñâîéñòâà, à òàêæå òîãî, ÷òî îïåðà-òîðû ñ ðàçëè÷íûìè σ êîììóòèðóþò, èç (11.106) ïîëó÷àåì:
Z = DLNa

∑

Ski = ±1;

i = 1, . . . , Na;

k = 1, . . . , L

e
C

P

ik
Sk

i
Tr

(
∏

k

exp

(
−△τ

∑

ijσ

hkija
+
iσajσ

))
=

= DLNa
∑

Ski = ±1;

i = 1, . . . , Na;

k = 1, . . . , L

e
C

P

ik
Sk

i × (11.109)
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×Tr

(
∏

k

exp

(
−△τ

∑

ij

hkija
+
i↑aj↑

)
∏

k

exp

(
−△τ

∑

ij

hkija
+
i↓aj↓

))
=

= DLNa
∑

Ski = ±1;

i = 1, . . . , Na;

k = 1, . . . , L

e
C

P

ik
Sk

i
det (M↑) det(M↓).

ãäå ìàòðèöû M èìåþò âèä
M =




1 0 0 . . . 0 0 EL
ij

E1
ij 1 0 . . . 0 0 0

0 E2
ij 1 . . . 0 0 0

0 0 E3
ij . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . EL−2
ij 1 0

0 0 0 . . . 0 EL−1
ij 1




; (11.110)
Ek
ij = exp(−hkij).Âìåñòî �åðìèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû òåïåðü â �îðìóëå äëÿ ñòàòè-ñòè÷åñêîé ñóììû �èãóðèðóåò ñïèíîâîå ïîëå Sji , è ñóììèðîâàíèå â àëãî-ðèòìå Ìåòðîïîëèñà ïðîèñõîäèò íå ïî óçåëüíûì ñîñòîÿíèÿì, êàê â òðà-åêòîðíûõ ìåòîäàõ, à ïî âñåì çíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ Sji .Ïðîáëåìû çíàêà â ýòîì ïîäõîäå èçáåæàòü íå âñåãäà óäàåòñÿ. Íàïðè-ìåð, â ñëó÷àå U > 0 ðàçëè÷íûå êîí�èãóðàöèè ìîãóò èìåòü ðàçíûé çíàê.Èñêëþ÷èòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ïîëîâèííîãî çàïîëíåíèÿ, êîãäà ÷à-ñòèö ñî ñïèíîì ââåðõ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è ñî ñïèíîì âíèç. Ïðèìåíè-òåëüíî ê âûðàæåíèþ (11.109) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M↑ = M↓, à ýëåìåíòûìàòðèöû h íå çàâèñÿò îò ïðîåêöèè ñïèíà σ, ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå
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Z = DLNa

∑

Ski = ±1;

i = 1, . . . , Na;

k = 1, . . . , L

e
C

P

ik

Sk
i
det (M)2. (11.111)

Èç (11.111) âèäíî, ÷òî âñå ñëàãàåìûå ïîëîæèòåëüíû, ò.å. ñòàòèñòè÷åñêèéâåñ âñåõ êîí�èãóðàöèé â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèòåëåí.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ U < 0 ñòàòèñòè÷åñêèé âåñêîí�èãóðàöèé òàêæå ïîëîæèòåëåí, à äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû èìååì:
Z = Tr




∑

Ski = ±1;

i = 1, . . . , Na;

k = 1, . . . , L

ef(S)det

(
I +

∏

k

exp
(
−△τhkij

)
)




, (11.112)
òàê êàê

Tr

(
∏

k

e−h
k
ija

+
i aj

)
= det

(
I +

∏

k

e−h
k
ij

)
. (11.113)11.2.2. Êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà. Êâàíòîâûé äåòåðìèíàíò-íûé ìåòîä ÌÊ ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òðàåêòîðíûõ (äèñêðåòíûõ)àëãîðèòìîâ òåì, ÷òî îí ïðîèçâîäèò âû÷èñëåíèÿ â áîëüøîì êàíîíè÷åñêîìàíñàìáëå. Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå ðåãóëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ èç-ìåíåíèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ. Îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âîç-ìîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííî â ðàñ÷åòå ïîëó÷àòü ìàöóáàðîâñêóþ �óíêöèþ�ðèíà.Îäíàêî ñêîðîñòü ðàñ÷åòà â äåòåðìèíàíòíûõ ìåòîäàõ ïðîïîðöèîíàëü-íà êóáó ðàçìåðà ñèñòåìû, â òî âðåìÿ êàê â òðàåêòîðíûõ ìåòîäàõ îíà ñ



534 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎóâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ñèñòåìû ðàñòåò ëèøü ëèíåéíî. Òåì íå ìåíåå, ìîäè-�èöèðóÿ àëãîðèòì, ìîæíî óñêîðèòü åãî ñõîäèìîñòü äî ïðîïîðöèîíàëü-íîñòè êâàäðàòó ðàçìåðà ñèñòåìû. Ïîêàæåì ýòî íà êîíêðåòíîé ìîäåëè.�àññìîòðèì ìîäåëü Õàááàðäà â óñëîâèÿõ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãîàíñàìáëÿ:
H = −t

∑

〈ij〉σ

(
a+
iσajσ + h.c.

)
+ U

∑

i

ni↑ni↓ − µ
∑

i

(ni↑ + ni↓). (11.114)Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Òðîòòåðà, çàïèøåì ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ââèäå
Z = Tre−βH = Tr

L∏

l=1

e−△τH ∼= (11.115)
∼= Tr

L∏

l=1

e−△τH0exp

(
−△τ

(
U
∑

i

ni↑ni↓ − µ
∑

i

(ni↑ + ni↓)

))
,ãäå H0 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ. Îøèáêà, âîçíèêàþùàÿ ïðè ïåðåõîäå êïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ â (11.115), áóäåò ïîðÿäêà O((△τ)2tU).Èñïîëüçóÿ îïèñàííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå ê ïðåäñòàâëåíèþ íîâûõèçèíãîâñêèõ ïåðåìåííûõ, ïåðåïèøåì ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó, ïðè ýòîìèñïîëüçóåì ñëåäóþùèé âàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàááàðäà � Ñòðàòîíî-âè÷à:

e−△τUni↑ni↓ = Trσexp

(
λσ
(
(ni↑ − ni↓

)
− △τU

2
(ni↑ + ni↓)

)
;

λ = 2arctg
√

th (△τU/4); σ = ±1. (11.116)Ïîëó÷àåì:
Z = TrσTr

∏

l

e−△τH0× (11.117)
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×exp

(
λσ
(
(ni↑ − ni↓

)
−△τ

(
µ− U

2

)
(ni↑ + ni↓)

)
=

= TrσTr

(
∏

l

e−△τH0↑exp

((
λσ −△τ

(
µ− U

2

))
ni↑

))
×

×
(
∏

k

e−△τH0↓exp

((
−λσ −△τ

(
µ− U

2

))
ni↓

))
.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Bl (α) = e−△τKeV
α(l);

Kij =

{
−t, åñëè óçëû i è j − ñîñåäíèå,
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; (11.118)

V α
ij (l) = δij (λασi (l) − ∆τ(µ − U/2)) ,è ââåäåì îïåðàòîðû
Dl (α) = e−△τa

+
i Kijajea

+
i V

α
i (l)ai , (11.119)òîãäà

Z = TrσTr
∏

α=±1

L∏

l=1

Dl(α). (11.120)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â (11.120) âõîäÿò òîëüêî áèëèíåéíûå �îðìû îäíî÷à-ñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ, èñïîëüçóåì ðàñøèðåííûé âàðèàíò òåîðåìû, äîêà-çàííûé â ïðèëîæåíèè Ï.2. Òîãäà ïîëó÷èì:
Z = Trσ

∏

α

det (I +BL (α)BL−1 (α) . . . B1(α)) ≡ TrσdetM↑detM↓,(11.121)ãäå Mσ � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà LNa:
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Mσ =




1 0 . . . . . . Bσ
L

−Bσ
1 1 0 . . . 0

0 −Bσ
2 1 . . . 0... ... ... ... ...

0 . . . . . . −Bσ
L−1 1




. (11.122)
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ïîëîâèííîì çàïîëíåíèè çîíû, êîãäà 〈N↑〉 =

〈N↓〉, âûðàæåíèå (11.121) ïîëîæèòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåéäåì ê äû-ðî÷íûì îïåðàòîðàì, ñîãëàñíî �îðìóëå
diσ = (−1)ia+

iσ; (11.123)
a+
iσaiσ = 1 − d+

iσdiσ,òîãäà ïðè ïîëîâèííîì çàïîëíåíèè µ = U/2 è èç (11.117) èìååì:
detM↑ = Tra

L∏

i=1

e−△τH0↑eλσa
+
i↑ai↓ =

= Trd

L∏

i=1

e−△τH0↑e−λσd
+
i↑di↓eλσi(l), (11.124)îòêóäà

detM↑ = e
λ

P

il
σk(l)

detM↓, (11.125)à, çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèòåëåé â (11.121) âñåãäà ïîëîæèòåëüíî.Ïðè íåïîëîâèííîì çàïîëíåíèè âûðàæåíèå (11.121) â îáùåì ñëó÷àåìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíî, ïîýòîìó ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÌÊ â êà÷åñòâåâåñà êîí�èãóðàöèè ñëåäóåò âçÿòü
P (σ) = |detM↑detM↓| . (11.126)Ìîäåëèðîâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåêëþ÷åíèè èçèíãîâñêèõ ïåðåìåííûõ σíà óçëàõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñåòêè è ðàñ÷åòå îòíîøåíèÿ íîâîãî
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σ )

det(Mold
σ )

(òî÷íåå, àáñîëþòíîãîçíà÷åíèÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ |Rσ |). Òàê êàê ìàòðèöû (11.118) èìåþò ëè-íåéíûé ðàçìåð Na � ïðîñòðàíñòâåííûé ðàçìåð ñèñòåìû (íå âàæíî, êà-êîé ìåðíîñòè), òî ïðè ðàñ÷åòå äåòåðìèíàíòîâ âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿðàñ÷åòà íîâîé êîí�èãóðàöèè, ∼ LN3
a . Ñîîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòü ïå-ðåêëþ÷åíèÿ òðàåêòîðèè, íàïðèìåð, â àëãîðèòìå òåïëîâîé âàííû áóäåòèìåòü âèä

P =
R↑R↓

1 +R↑R↓
. (11.127)Òåïåðü, äëÿ òîãî ÷òîáû âîçìîæíî áûëî ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà ðàñ-ñ÷èòûâàòü ðåàëüíûå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü âûðà-æåíèÿ äëÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñðåäíèõ â íîâîì èçèíãîâñêîì ïðåä-ñòàâëåíèè.Äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîêàçàòü [95℄, ÷òî

〈(ni↑ (τ) − ni↓ (τ)) (nj↑ (0) − nj↓ (0))〉 = (11.128)
=
(
1 − e−△τU

)
〈σi (τ) σj (0)〉 .Òàê æå ïðîñòî ðàññ÷èòûâàþòñÿ [170℄ ìàãíèòíûé ñòðóêòóðíûé �àêòîð

S (q) =
1

N

∑

ij

eiq(Ri−Rj)
〈
σixσ

j
x

〉 (11.129)è ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü
χ (q) =

1

N

∑

ij

eiq(Ri−Rj)

β∫

0

dτ
〈
σix(τ) σ

j
x (0)

〉
. (11.130)Äëÿ îäíîâðåìåííîãî êîððåëÿòîðà óçåëüíûõ îïåðàòîðîâ Pi è Qj èìå-åì:

〈〈PiQj〉〉 =
TrσTrPiQj

∏
αlDl(α)

Z
=

Trσ 〈PiQj〉 detM↑detM↓
Z

;
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〈PiQj〉 =

TrPiQj

∏
αlDl(α)

detM↑detM↓
. (11.131)Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (Ï.2.6) â ïðèëîæåíèè 2, ïðåîáðàçóåì (11.131),íàïðèìåð, äëÿ îäíîâðåìåííîé îäíî÷àñòè÷íîé �óíêöèè �ðèíà:

〈
aia

+
j

〉
=

Tr
(
aia

+
j

∏
ν e
−a+ν lνaν

)

∏
ν (1 + e−lν )

=
∑

ν′

〈ν ′ | i〉 〈j | ν ′〉
Tr
(
aν′a

+
ν′

∏
ν e
−a+ν lνaν

)

∏
ν (1 + e−lν )

=

=
∑

ν′

〈ν ′ | i〉 〈j | ν ′〉 1

1 + e−lν
=

(
1

1 +BLBL−1 . . . B1

)
ij. (11.132)Àíàëîãè÷íî,

〈
a+
i aj
〉

=

(
BLBL−1 . . . B1

1 +BLBL−1 . . . B1

)
ji. (11.133)Äëÿ ðàñ÷åòà çàâèñÿùåé îò âðåìåíè �óíêöèè �ðèíà

G (τ) =
〈
T
[
a (τ) a+(0)

]〉
, (11.134)ãäå

a (τ) = eHτae−Hτ ,èìååì:
〈
ai(l1)a

+
j (l2)

〉
=

TrDLDL−1 . . .Dl1+1aiDl1 . . .Dl2+1a
+
j Dl2 . . .D1

TrDL . . .D1

= (11.135)
=

TrDl2 . . .D1DL . . .Dl2+1

[
(Dl1

Dl1−1 . . .Dl2+1)
−1aiDl1 . . .Dl2+1

]
a+
j

TrDL . . .D1
.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû D èç (11.119), ïî-ëó÷àåì:
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(Dl1

Dl1−1 . . .Dl2+1)
−1aiDl1 . . . Dl2+1 =

∑

k

(Bl1Bl1−1 . . . Bl2+1)ikak;(11.136)ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (11.135), èìååì:
〈
ai(l1)a

+
j (l2)

〉
= (11.137)

=
∑

k

(Bl1Bl1−1 . . . Bl2+1)ik
TrDl2 . . .D1DL . . .Dl2+1aka

+
j

TrDl2 . . .D1DL . . .Dl2+1
,è ñ èñïîëüçîâàíèåì (11.132) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

〈
ai(l1)a

+
j (l2)

〉
=

(
Bl1Bl1−1 . . . Bl2+1

1

1 +Bl2 . . . B1BL . . . Bl2+1

)

ij

. (11.138)Àíàëîãè÷íî,
〈
a+
i (l1)aj(l2)

〉
=

(
1

1 + Bl2 . . . Bl2+1
Bl2 . . . Bl1+1

)

ij

. (11.139)Â ïðèíöèïå, èç ïîñëåäíèõ âûðàæåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáûå êîððå-ëÿöèîííûå �óíêöèè.Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ â [92, 93, 171, 172℄ áûëà ïðåäëîæåíà ìîäè-�èêàöèÿ àëãîðèòìà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ñõåìå îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèéïðÿìî ÷åðåç ñòàòèñòèêó òåìïåðàòóðíîé �óíêöèè �ðèíà. �àññìîòðèì ñòà-òèñòè÷åñêóþ ñóììó â âèäå (11.121):
Z =

∑

Sil

detM↑detM↓; Mσ = I +Bσ
LB

σ
L−1. . . B

σ
1 . (11.140)Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîìîùè îáíîâëåíèÿ ìãíîâåííûõ êîí�èãóðàöèé íóæ-íî ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî ñïèíîâûõ êîí�èãóðàöèé {Sil} , i = 1, . . . , Na; l =

1, . . . , L, ðàñïðåäåëåííîå ñ ïëîòíîñòüþ Z−1detM↑detM↓.Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü detMσ íå ìåíÿåòñÿ ïðè öèêëè÷åñêîé ïå-ðåñòàíîâêå ìàòðèö Bσ
l , ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü
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detMσ = det

(
I +Bσ

l . . . B
σ
1B

σ
L . . . B

σ
l+1

)
≡ det (I + Aσ(l)) . (11.141)Ïðè îáíîâëåíèè ñïèíîâîé êîí�èãóðàöèè Sil ëèáî ñ ïîìîùüþ àëãî-ðèòìà Ìåòðîïîëèñà, ëèáî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà òåïëîâîé âàííû, ñëå-äóåò ïåðåñ÷èòàòü äåòåðìèíàíòû ïðè ýëåìåíòàðíîì ïåðåêëþ÷åíèè ñïèíà

Sil → −Sil. Ïðè òàêîì ïåðåêëþ÷åíèè ìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà Aσ(l) â (11.141):
Aσ (l) → Anew

σ (l) = (I + △σ (i, l))Aσ (l) , (11.142)ïðè÷åì ó ìàòðèöû △σ (i, l) âñåãî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò:
△± (i, l)jk = δijδki

(
e±(V

±
l (−Sil)−V ±l (Sil)) − 1

)
. (11.143)Îòíîøåíèå äåòåðìèíàíòîâ äî è ïîñëå ïåðåâîðîòà ñïèíà áóäåò:

Rσ =
detMnew

σ

detMold
σ

= det (I +Gσ(l)△σ (i, l)Aσ (l)) = (11.144)
= 1 + (1 −Gσ(l)ii)△σ (i, l)ii,ãäå Gσ(l) � îäíîâðåìåííàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â ïîëå

Sil,
Gσ(l)ij =

〈
T
(
aiσ (l) a+

jσ(l)
)〉

= (I + Aσ (l))−1
ij . (11.145)Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åò äåòåðìèíàíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðàñ-÷åòó ýâîëþöèè îäíîâðåìåííîé �óíêöèè �ðèíà. Åñëè èçâåñòíî åå èñõîä-íîå çíà÷åíèå, è ñïèí Sil ïåðåêëþ÷åí, òî íîâîå çíà÷åíèå �óíêöèè �ðèíàáóäåò:

Gσ(l)
new = Gσ (l) −Gσ (l)△σ (i, l)Aσ (l)Gσ (l)new =

= Gσ (l) − Gσ (l)△σ (i, l) [I −Gσ (l)]

1 + (1 −Gσ (l)ii)△σ (i, l)ii
. (11.146)



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 541Òàê êàê ìàòðèöà △σ (i, l) èìååò òîëüêî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, òî ðå-àëüíîãî ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö â (11.146) íå ïðîèñõîäèò, è âðåìÿ ðàñ÷åòàîáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèè áóäåò ∼ N2
a , ò.å. â Na ðàç ìåíüøå, ÷åì âñòàíäàðòíîì ïåðåñ÷åòå äåòåðìèíàíòîâ.Ïîñëå òîãî, êàê âñå ñïèíû íà äàííîì âðåìåííîì ñðåçå l áûëè èñïû-òàíû íà ïåðåêëþ÷åíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü �óíêöèþ �ðèíà íà ñëåäóþùåìâðåìåííîì ñðåçå:

Gσ (l + 1) = Bσ
l+1Gσ

(l)Bσ−1
l+1 . (11.147)Òàê êàê ìàòðèöà Bσ

l+1 � ðåäêàÿ (ñì. (11.118)), òî âðåìÿ òàêîãî ïåðåñ÷åòàòàêæå ∼ N 2
a.Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ïåðåñ÷åòà ñòàëêèâàåòñÿ ñ íàðàñòà-íèåì îøèáîê â ïðîöåññå ñ÷åòà èç-çà ïîñòîÿííîãî ïåðåñ÷åòà ìàòðèö áîëü-øîãî ðàçìåðà, ïîýòîìó ðåêîìåíäóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ïðîâîäèòü ðàñ÷åò�óíêöèè �ðèíà ¾ñ íóëÿ¿ ïî âñåé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ðåøåòêå.Áëèçêèé ê èçëîæåííîìó âûøå ìåòîäó îáíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé áûëïðîäåìîíñòðèðîâàí â [173℄ ïðè ðàñ÷åòå âëèÿíèÿ ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé.Òàêèì îáðàçîì, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èçâåñòíà �óíêöèÿ �ðèíàè, ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöû Bσ

l , ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü ðàçëè÷íûå�èçè÷åñêèå âåëè÷èíû âèäà (11.128), (11.135), (11.139). Íàïðèìåð, âðå-ìåííàÿ �óíêöèÿ �ðèíà (11.138) ðàññ÷èòûâàåòñÿ èíâåðñèåé âñåãî îïðåäå-ëèòåëÿMσ, äëÿ óñêîðåíèÿ ýòèõ âû÷èñëåíèé òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷-íûå ìîäè�èêàöèè àëãîðèòìà [93, 172℄.Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðàñ÷åòà ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðè ïî-ìîùè äåòåðìèíàíòíîãî ìåòîäà.Íà �èñ. 11.36 ïðèâåäåíû äàííûå èç [174℄ ðàñ÷åòà ìàãíèòíîé âîñïðè-èì÷èâîñòè äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè â ìîäåëè Õàááàðäà ñ ïåðèîäè÷åñêè-ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïîëîâèííîãî çàïîëíåíèÿ. Äëÿ ðèñóíêà11.36, à U= 2; äëÿ ðèñóíêà 11.36, á U= 4. Íà �èñ. 11.37 ïîêàçàíû ðå-çóëüòàòû ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ñòðóêòóðíîãî �àêòîðà èç òîé æå ðàáîòû.Íà �èñ. 11.38 ïîêàçàíû äàííûå ïî ìîäåëèðîâàíèþ òðåõìåðíîé ðå-
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k T/tB�èñ. 11.36: Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè îò òåìïåðàòóðû èç[174℄, ðàññ÷èòàííàÿ ïðè ïîìîùè äåòåðìèíàíòíîãî àëãîðèòìà. Ñïëîøíûåêðóãè ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì äëÿ ñèñòåìû 4 × 4, îòêðûòûå � äëÿñèñòåìû 6× 6. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ íåâçàèìî-äåéñòâóþùåé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû
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�èñ. 11.37: Ìàãíèòíûé ñòðóêòóðíûé �àêòîð, ðàññ÷èòàííûé â [174℄ ïðèïîìîùè äåòåðìèíàíòíîãî ìåòîäà, äëÿ ñèñòåì 8 × 8 (ñïëîøíûå êðóãè),
6 × 6 (îòêðûòûå êðóãè) è 4 × 4 (òðåóãîëüíèêè) ïðè β = 4 è U = 4 (à,ñïëîøíûå êðóãè); äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàí ñëó÷àé àíàëîãè÷íîé íåâçàèìî-äåéñòâóþùåé ñèñòåìû U = 0 (á )øåòêè èç [170℄ äëÿ ñèñòåìû èç 43 óçëîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè. Âèäíî êà÷åñòâåííîå ñîãëàñèå ñ äàííûìè àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ-÷åòîâ â ìîäåëè õàîòè÷åñêèõ �àç.�àñ÷åò íåäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè

ρ (i, j) =
〈
a+
i aj
〉 (11.148)è, ñîîòâåòñòâåííî, èìïóëüñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ (k) =
∑

ij

eik(ri−rj)
〈
a+
i aj
〉 (11.149)òàêæå âîçìîæåí [62℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ñ íåêîòîðûìè ìîäè�è-êàöèÿìè è ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ [169℄), è ïðåäñòàâëåí íà �èñ. 11.39.Âèäåí �åðìèåâñêèé ñêà÷îê, îñëàáëÿþùèéñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ñèëû âçàè-ìîäåéñòâèÿ U .Çàìåòèì â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà, ÷òî ïðè ïîìîùè äåòåðìèíàíòíîãîìåòîäà ìîäåëèðîâàëàñü è òðåõçîííàÿ ìîäåëü Ýìåðè [126, 146, 161, 165,166℄, ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå â ðàçäåëå î òðàåêòîðíîì àëãîðèòìå.
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�èñ. 11.38: Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè îò òåìïåðàòóðûïðè −→q = 0, ïîëó÷åííàÿ â [170℄ äëÿ ñèñòåìû èç 43 óçëîâ ñ ïåðèîäè÷å-ñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (à). Ïðèâåäåíû äàííûå äëÿ ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé U (îíè îòìå÷åíû íà ðèñóíêå öè�ðàìè âîçëå ñîîòâåòñòâóþùèõêðèâûõ). Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ýòîé æå ìî-äåëè â ïðèáëèæåíèè õàîòè÷åñêèõ �àç (á )
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�èñ. 11.39: Èìïóëüñíîå ðàñïðåäåëåíèå èç [62℄ â çàâèñèìîñòè îò ñèëû âçàè-ìîäåéñòâèÿ U (îòìå÷åíî öè�ðàìè âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ) äëÿîäíîìåðíîé ñèñòåìû èç 32 óçëîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-ÿìè; â ñèñòåìå 15 ÷àñòèö ñî ñïèíîì ââåðõ è 15 ÷àñòèö ñî ñïèíîì âíèç;ñëó÷àé ïîëîâèííîãî çàïîëíåíèÿ îòìå÷åí ñïëîøíîé ëèíèåé11.2.3. �àñ÷åò ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíàíòíîãîàëãîðèòìàÄåòåðìèíàíòíûé àëãîðèòì îáëàäàåò âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì � îí íåïî-ñðåäñòâåííî âû÷èñëÿåò �óíêöèþ �ðèíà, íàïðÿìóþ ñâÿçàííóþ ñî ñïåê-òðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé.�àñ÷åòû çîííîé ñòðóêòóðû â äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ñèñòåìàõ áåç êàêèõ-ëèáî ïðèáëèæåíèé è óïðîùåíèé ïðåäñòàâëÿþò íåñîìíåííûé èíòåðåñ, ïî-ýòîìó ïåðñïåêòèâíûì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ÿâëÿåò-ñÿ âîññòàíîâëåíèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èç ìàöóáàðîâñêîé �óíêöèè�ðèíà, ðàññ÷èòûâàåìîé äåòåðìèíàíòíûì ìåòîäîì ÌÊ [56, 57, 58℄. Â ýòîìñëó÷àå ìîæíî èññëåäîâàòü äîñòàòî÷íî áîëüøèå ñèñòåìû (íàïðèìåð, êëà-ñòåð 8×8 [56℄ èëè 12×12 [175℄ â ìîäåëè Õàááàðäà) è ïîëó÷àòü äèñïåðñèîí-íûå çàâèñèìîñòè [175, 176℄. Â ýòîì ðàçäåëå êðàòêî ðàññìîòðåíû ìåòîäû,ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé èç äàííûõ äëÿ �óíêöèè�ðèíà, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ÌÊ.Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé Aσ(p, ω) è ïîëíàÿ ïëîòíîñòü ñî-
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N (ω) =

1

N

∑

p

A(p, ω) (11.150)âîññòàíàâëèâàþòñÿ èç èçâåñòíîãî èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ [56, 57, 58,175, 176℄
Gσ (p, τ) = −

∫
Aσ(p, ω)e−ωτ

1 + e−βω
dω, (11.151)ãäå ìàöóáàðîâñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíàGσ (p, τ) åñòü �óðüå-êîìïîíåíòà óçåëü-íîãî íåëîêàëüíîãî êîððåëÿòîðà

Gσ (i, j, τ) =
〈
aiσ (τ) a+

jσ(0)
〉
. (11.152)Ôóíêöèÿ �ðèíà èçâåñòíà èç ðàñ÷åòîâ ÌÊ, ïîýòîìó (11.151) ÿâëÿåò-ñÿ òèïè÷íîé íåêîððåêòíîé çàäà÷åé ïî Àäàìàðó, â êîòîðîé íåîáõîäèìîíàéòè ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîçäàäèì ñíà÷àëà äèñêðåòíóþ ñåòêó ïî âðå-ìåíè, äëÿ óäîáñòâà ñîâïàäàþùóþ ñ ðàçáèåíèåì Òðîòòåðà â ìåòîäå ÌÊ.Ïðè ïîìîùè êâàíòîâîãî äåòåðìèíàíòíîãî àëãîðèòìà ÌÊ ìîæíî âû÷èñ-ëèòü âåëè÷èíó (11.152), à çàòåì ðàññ÷èòàòü �óðüå-êîìïîíåíòó

G (p, τ) ≡ −
〈
Tτ
[
ap (τ) a+

p (0)
]〉 (11.153)äëÿ âñåõ èìïóëüñîâ p äèñêðåòíîé ñåòêè â îáðàòíîì ïðîñòðàíñòâå, ñî-îòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêå çàäà÷è. Â ðåçóëüòàòå áóäóòïîëó÷åíû íàáîðû çíà÷åíèé G (p, τ) â òî÷êàõ τl = l△τ , l = 0, . . . , L, àòàêæå ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ðàñ÷åòà êàæäîé òî÷êè. Äàëåå ìîæíî àï-ïðîêñèìèðîâàòü çàâèñèìîñòü ïîëó÷åííîé �óíêöèè �ðèíà îò τ �óíêöèåé

G (p, τ) = −
∑

i

aie
−τωi

1 + e−βωi
, (11.154)ãäå ωi îáðàçóþò ÷åòíûé íàáîð ÷àñòîò ωi = −Ω, −Ω+∆ω, . . . , Ω; ai �êîý��èöèåíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñî-ñòîÿíèé àïïðîêñèìèðóåòñÿ òîãäà �óíêöèåé
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A (p, ω) =

∑

i

aiδ(ω − ωi). (11.155)Ôàêòè÷åñêè (11.154) åñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà íåèçâåñò-íûå àìïëèòóäû ai. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ (11.154).Â [57℄ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî�óíêöèîíàëà, îòðàæàþùåãî îòëè÷èå èñòèííîãî ðåøåíèÿ G (p, τ) îò ïðè-áëèæåííîãî G (p, τ), ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì ÌÊ:
S =

L∑

l=0

1

σ2
l

(
G (p, τl) −G (p, τl)

)2
+ b
∑

i

(ai − ai+1)
2+

+ h
∑

i

θ(−ai)a2
i . (11.156)Çäåñü b � ñãëàæèâàþùèé ïàðàìåòð; h � ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ, îãðàíè÷èâà-þùèé ñíèçó ñïåêòð. Ïîëàãàÿ àìïëèòóäû ai íåîòðèöàòåëüíûìè è ïîäáè-ðàÿ êîý��èöèåíòû b è h, ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü (11.156) àíàëèòè÷åñêè.Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

a = M−1d;

Mij =
∑

l

1

σ2
l

filfjl + 2bδij − b (δi,j+1 − δi,j−1) + hδij
∑

i

θ(−ai)a2
i ;

di =
∑

l

1

σ2
l

filG (p, τl) ; fil =
e−τlωi

1 + e−βωi
, (11.157)ðåøàåìîé ïðÿìûìè èòåðàöèÿìè.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ èç [57℄ ïðåäñòàâëåíû íà �èñ. 11.40. Âèäíî, êàê ñóâåëè÷åíèåì âçàèìîäåéñòâèÿ âñå áîëåå ïðîÿâëÿþòñÿ äâå õàááàðäîâñêèåïîäçîíû, ðàçäåëåííûå íà U .Åñëè ðàññ÷èòûâàòü íå ïîëíóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, à ñïåêòðàëüíóþ

A(p, ω), òî ìîæíî ðàññ÷èòàòü è ðàñïðåäåëåíèå ñïåêòðà êâàçè÷àñòèö ε(p),îòñëåæèâàÿ ïèêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïî âñåé çîíå Áðèëëþýíà [175℄.
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�èñ. 11.40: Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé èç [57℄ äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà(ïîëîâèííîå çàïîëíåíèå; ñèñòåìà 8×8; β = 12) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõâçàèìîäåéñòâèÿ UÝòî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, ò.å. ïîâåðõ-íîñòè Ôåðìè, è íàïðÿìóþ ñðàâíèòüñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàìè ïî �îòîýìèññèèñ óãëîâûì ðàçðåøåíèåì (ARPES).Íà �èñ. 11.41 è 11.42 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû èç [175℄ ïî âîññòàíîâëåíèþäèñïåðñèè êâàçè÷àñòèö â ìîäåëè Õàááàðäà äëÿ ïëîñêîé ðåøåòêè.11.2.4. Ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ñ ïîìîùüþïðîöåäóðû Ìîíòå-Êàðëî�àññìîòðèì çäåñü áîëåå ñîâåðøåííûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòèñîñòîÿíèé è äèñïåðñèè âîçáóæäåíèé, ïðåäëîæåííûé â ñåðèè ðàáîò À.Ñ. Ìè-ùåíêî ñ ñîàâòîðàìè [78, 234, 235, 236℄, èñïîëüçóþùèé ñòîõàñòè÷åñêèéïîäõîä íà îñíîâå ñâîåîáðàçíîé ïðîöåäóðû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ìîäåëåé ñýëåêòðîí-�îíîííûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ìàòåìàòè-÷åñêîé ñõåìå âîññòàíîâëåíèÿ ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (11.151), ò.å.
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�èñ. 11.41: Ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ èç [175℄ â çàâèñèìîñòè îò ω äëÿ ðàç-ëè÷íûõ çíà÷åíèé èìïóëüñà (ñ èíòåðâàëîì π/6). Ñèñòåìà 12 × 12; U = 8;

T = 0.5

�èñ. 11.42: Äèñïåðñèÿ, âîññòàíîâëåííàÿ èç ðàñ÷åòîâ ñïåêòðàëüíîé �óíê-öèè èç [175℄



550 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûìñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è ñïåêòðà âîçáóæäåíèé äëÿëþáûõ ÷èñëåííûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðàññ÷èòû-âàòü ìàöóáàðîâñêóþ �óíêöèþ �ðèíà, â òîì ÷èñëå äåòåðìèíàíòíûõ èäèàãðàììíûõ, ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå.11.2.4.1. Îáùèå ïðèíöèïû è îáùåå îïèñàíèå ìåòîäà Ïðîáëå-ìà âîññòàíîâëåíèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
ρ(ω) ïî èçâåñòíîé �óíêöèè �ðèíà íà ìíèìîì âðåìåíè G(τ) ÿâëÿåòñÿ çà-äà÷åé î ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà

∞∫

0

e−τωρ(ω)dω = G (τ) , (11.158)ãäå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé G(τ) è ρ(ω) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë [0,∞].Íîðìèðîâêà �óíêöèè �ðèíà G (0) = 1 ïîäðàçóìåâàåò äîïîëíèòåëüíîåóñëîâèå
∞∫

0

ρ(ω)dω = 1. (11.159)Â ðåàëèñòè÷íîé ñèòóàöèè �óíêöèÿ �ðèíà èçâåñòíà íà äèñêðåòíîìíàáîðå âðåìåí {τi} , i = 1, . . . , N ñ íåêîòîðîé ñòàòèñòè÷åñêîé îøèáêîé âêàæäîé òî÷êå. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (11.158) ïðè-íàäëåæèò ê êëàññó íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Õàðàêòåðíîé îñî-áåííîñòüþ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (11.158) íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì äàæå ïðè îòñóòñòâèè ñòà-òèñòè÷åñêèõ îøèáîê, òàê êàê ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî �óíê-öèé ρ̃(ω), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (11.158). Ýòà îñîáåííîñòüÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà çàäàíà íà êîíå÷íîì êîëè-÷åñòâå òî÷åê. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ îøè-áîê ìîæíî ñòîëêíóòüñÿ ñ ñèòàóöèåé, êîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.158)ïðè óñëîâèè (11.159) âîîáùå íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ñ�îð-



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 551ìóëèðîâàòü ïðîáëåìó êàê ïîèñê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ρmin(ω), êîòî-ðîå âîñïðîèçâîäèò G íà êîíå÷íîì íàáîðå âðåìåí ñ íåêîòîðûì íàèìåíü-øèì îòêëîíåíèåì Dmin. Îïðåäåëåíèå ìåðû îòêëîíåíèÿ çàâèñèò îò ìî-äè�èêàöèè ìåòîäà ðåøåíèÿ, à çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ Dminîïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê.Ñóùåñòâóþò äâå �óíäàìåíòàëüíûõ òðóäíîñòè, êîòîðûå õàðàêòåðíûäëÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà. Ïåðâàÿ èç íèõ � ïèëîîáðàçíàÿ íåóñòîé÷è-âîñòü ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà: ïðèáëèæåííîå ðå-øåíèå ρ̃(ω) íå âîñïðîèçâîäèò èñòèííîãî ðåøåíèÿ ρ(ω) äàæå åñëè ρ̃(ω)âîñïðîèçâîäèò �óíêöèþ �ðèíà:
G̃ (τ) =

∞∫

0

e−τωρ̃(ω)dω (11.160)ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ýòà ïðîáëåìà îáû÷íî îáõîäèò-ñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè, êîòîðûé ñãëàæèâàåò ïèëîîáðàç-íûé øóì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçà-öèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî â óðàâíåíèå (11.158) äîáàâëÿþòñÿ íåëèíåéíûå�óíêöèîíàëû ðåøåíèÿ ρ̃(ω), êîòîðûå ïîäàâëÿþò áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïðî-èçâîäíûõ ρ̃(ω) ïî ω âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (ýòîò ìåòîä óæå ðàññìàòðèâàëñÿâûøå). Îäíàêî ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè èìååò äâà ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàò-êà. Âî-ïåðâûõ, ïîäàâëåíèå âûñîêèõ ïðîèçâîäíûõ íå ïîçâîëÿåò ïðàâèëü-íî âîññòàíîâèòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñ îñòðûìè îñîáåííîñòÿìè. Âî-âòîðûõ, âñëåäñòâèå èñêàæåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûìèíåëèíåéíûìè ðåãóëÿðèçèðóþùèìè ÷ëåíàìè, ðåãóëÿðèçèðîâàííîå ðåøå-íèå âîñïðîèçâîäèò �óíêöèþ G(τ) ñî ñðàâíèòåëüíî áîëüøèì, ïî ñðàâíå-íèþ ñ èñõîäíûì óðàâíåíèåì, îòêëîíåíèåì D > Dmin. Ñëåäîâàòåëüíî, èí-�îðìàöèÿ èç íàèáîëåå ïðåäñòàâèòåëüíîãî ïîäìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõîòêëîíåíèé D ∼ Dmin áóäåò óòåðÿíà.Âòîðàÿ ñëîæíîñòü, õàðàêòåðíàÿ äëÿ ïðîáëåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ(11.158) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè ρ̃(ω) ïðè ïî-ìîùè çíà÷åíèé íà íàïåðåä çàäàííîì äèñêðåòíîì íàáîðå {ρ(ωf)} , f =
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1, . . . ,M ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê, êîòîðûå íåâîç-ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü. Íàïðèìåð, åñëè èñòèííîå ðåøåíèå ρ(ω) ñîäåð-æèò îñòðóþ îñîáåííîñòü ñî çíà÷èòåëüíûì âåñîì ïðè íåêîòîðîì ω∗, êî-òîðîå íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì çíà÷åíèåì äèñêðåòíîãî íàáîðà {ωf}, ýòàîñîáåííîñòü íå áóäåò âîñïðîèç-âåäåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëüíàÿ ÷àñòüñïåêòðà ìîæåò áûòü èñêàæåíà äî íåóçíàâàåìîñòè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òîâñå ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû èòåðàöèé, òàê æå êàê è ìåòîäû, îñíîâàííûåíà ðåøåíèè ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóþò íàïåðåä çàäàí-íóþ äèñêðåòèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííîé ω.Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11.158), êî-òîðûé îáõîäèò ïðîáëåìó èñêàæåíèÿ óðàâíåíèÿ íåëèíåéíûìè ÷ëåíàìèè, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäâåðãàåò àíàëèçó íàèáîëåå ïðåäñòàâèòåëüíûé èí-òåðâàë ìàëûõ îòêëîíåíèé. Áîëåå òîãî, ìåòîä íå ñîäåðæèò èñòî÷íèêîâñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê, òàê êàê èçáåãàåò äèñêðåòèçàöèè ïðîñòðàíñòâàïåðåìåíîé ω. Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðè ïîìîùè ñòîõàñòè-÷åñêîé ïðîöåäóðû ãåíåðèðóåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé íàáîð M ïîëîæè-òåëüíî îïðåäåëåííûõ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé {ρ̃j(ω)} , j =

1, . . . ,M , ìåðû îòêëîíåíèÿ êîòîðûõ áëèçêè ê ìèíèìàëüíîé Dj ∼ Dmin.Çàòåì, èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ (11.158), îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèåâûáèðàåòñÿ â âèäå ñðåäíåãî
ρ (ω) =

1

M

M∑

j=1

ρ̃j(ω). (11.161)Ïðè÷èíà òàêîãî âûáîðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî õîòÿ êàæäîå ÷àñòíîå ðåøåíèå
ρ̃j(ω) ñîäåðæèò ïèëîîáðàçíûé øóì, ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð ïðîöåäóðûïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ïðèâîäèò ê óñðåäíåíèþè ñãëàæèâàíèþ ïèëîîáðàçíîãî øóìà. Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-ëåííîñòè ρ̃j (ω) > 0 è íîðìèðîâêà (11.159) ñóùåñòâåííî óëó÷øàþò ñõîäè-ìîñòü ñóììû (11.161).Ìåòîä ãåíåðàöèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò â îïòèìèçàöèè îòêëîíå-íèÿ ñ ìåðîé
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D [ρ̃] =

τmax∫

0

∣∣∣G (τ) − G̃ (τ)
∣∣∣G−1 (τ) dτ. (11.162)Çäåñü τmax �ìàêñèìàëüíîå τ , äî êîòîðîãî èçâåñòíà �óíêöèÿ G (τ). Âåñî-âàÿ �óíêöèÿ G−1 (τ) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ý��åêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ èí-�îðìàöèè èç âñåãî äèàïàçîíà [0, τmax], äàæå åñëè �óíêöèÿ G (τ) ïàäàåò âäàííîì äèàïàçîíå íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ âåëè÷èíû. Ñëåäóåò çàìåòèòü,÷òî èñïîëüçîâàíèå âåñîâîé �óíêöèè G−1 (τ), à íå G̃−1 (τ), âûçâàíî íåîá-õîäèìîñòüþ ñîõðàíèòü ëèíåéíîñòü ìåðû ïî ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ èèçáåæàòü íåñòàáèëüíîñòåé îáðàòíîé ñâÿçè ïðè ãåíåðàöèè ðåøåíèé.Ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà îïòèìèçàöèè íå èñïîëüçóåò íàïåðåä çàäàí-íîé äèñêðåòèçàöèè ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííîé ω. ×èñëî ïàðàìåòðîâ, èñïîëü-çóåìûõ äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ρ̃(ω), èçìåíÿåòñÿâ õîäå îïòèìèçàöèîííîãî ïðîöåññà. Òàêèì îáðàçîì, â ïðèíöèïå, ëþáàÿñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ïàðàìåòèçîâàíà ñ ëþáîé íàïåðåä çà-äàííîé òî÷íîñòüþ. Ïðîöåññ ãåíåðàöèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ñëó÷àéíûé âûáîð ïàðàìåòðîâ íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè è ïîñëå-äóþùåé îïòèìèçàöèè îòêëîíåíèÿ, â õîäå êîòîðîé ìåíÿþòñÿ êàê çíà÷å-íèÿ, òàê è ÷èñëî ïàðàìåòðîâ. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ è ÷èñëî÷àñòíûõ ðåøåíèéM îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî ïàìÿòüþ è áûñòðîäåéñòâèåìêîìïüþòåðà.11.2.4.2. Êîí�èãóðàöèè è ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçà-âèñèìîãî ðåøåíèÿ. �åøåíèå ρ̃ ïàðàìåòðèçóåòñÿ â âèäå ñóììû

ρ̃ (ω) =
K∑

t=1

χ{Pt}(ω) (11.163)ïðÿìîóãîëüíèêîâ
{Pt} = {ht, wt, ct} ;
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χ{Pt} (ω) =

{
ht, ω ∈ [ct − wt/2, ct + wt/2] ;

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (11.164)îïðåäåëåííûõ âûñîòîé ht > 0, øèðèíîé wt > 0 è öåíòðîì ct > 0.Êîí�èãóðàöèÿ
C = {{Pt} , t = 1, . . . , K} , (11.165)êîòîðàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ

K∑

t=1

htwt = 1, (11.166)îïðåäåëÿåò, â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè (11.160) è (11.163), �óíêöèþ
G̃ (τ) â òî÷êå ìíèìîãî âðåìåíè τ :

GC (τ) =






1, τ = 0;

2τ−1
K∑
t=1

hte
−ctτ sh

(
wtτ
2

)
, τ 6= 0.

(11.167)Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäñòàâèòü (11.162) â âèäå ÿâíîé �óíêöèè çíà÷åíèé
G̃ è G íà íàáîðå âðåìåí {τi} , i = 1, . . . , N (ãäå �óíêöèÿ G(τ) èçâåñòíà),èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ìåæäó áëèæàéøèìè òî÷êàìè.Îòìåòèì, ÷òî êîíêðåòíûé âèä �óíêöèè (11.164) íå ÿâëÿåòñÿ ïðèí-öèïèàëüíî âàæíûì äëÿ îáùåé ðåàëèçàöèè ìåòîäà, õîòÿ ïðîñòàÿ �îðìààíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé (11.166) , (11.167) ÿâëÿåòñÿ âàæíîé äëÿ áûñò-ðîé ñõîäèìîñòè.Ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ρ̃j(ω) ñîñòîèò èç ñëó÷àéíîéãåíåðàöèè ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ îáíîâëåíèé íåêîòîðîéíà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè Cinitj äî òåõ ïîð, ïîêà îòêëîíåíèå íå ñòàíåòóäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

D
[
Cfinj

]
< Du < Dmin (11.168)(Du � âåðõíåå ïðåäåëüíîå îòêëîíåíèå) â êîíå÷íîé êîí�èãóðàöèè Cfinj .



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 55511.2.4.3. Îáùèå ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ îáíîâëåíèé. Ïîä ýëå-ìåíòàðíûì îáíîâëåíèåì ïîíèìàåòñÿ ñëó÷àéíî âûáðàííîå èçìåíåíèå êîí-�èãóðàöèè, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ èëè îòâåðãàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðå-äåëåííûìè ïðàâèëàìè. Ñóùåñòâóþò äâà êëàññà ýëåìåíòàðíûõ îáíîâëå-íèé. Îáíîâëåíèÿ êëàññà I íå èçìåíÿþò ÷èñëà ïðÿìîóãîëüíèêîâK, à èçìå-íÿþò òîëüêî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èç ñëó÷àéíî âûáðàííîãî íàáîðà {Pt}.Îáíîâëåíèÿ êëàññà II èëè äîáàâëÿþò íîâûé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñëó÷àé-íî âûáðàííûìè ïàðàìåòðàìè {hK+1, wK+1, cK+1}, èëè óäàëÿþò èç êîí-�èãóðàöèè ñòîõàñòè÷åñêèì îáðàçîì âûáðàííûé ïðÿìîóãîëüíèê t. Åñëèïðåäëàãàåìîå èçìåíåíèå íàðóøàåò óñëîâèå (11.167) (íàïðèìåð, ïðîèñõî-äèò îáíîâëåíèå êëàññà II èëè èçìåíÿþòñÿ wt èëè ht), òî îäíîâðåìåííîïðåäïðèíèìàåòñÿ íåîáõîäèìîå èçìåíåíèå íåêîòîðûõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâíàáîðà {Pt′}, êîòîðîå ñîõðàíÿåò óñëîâèå íîðìèðîâêè.Îáíîâëåíèÿ äîëæíû áûòü óñòðîåíû òàê, ÷òîáû ñîõðàíÿòü ïàðàìåòðûíîâîé êîí�èãóðàöèè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êîí�èãóðàöèè C. Ôîðìàëü-íî, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîí�èãóðàöèè (11.165) ÿâëÿåòñÿ Ωht= [0,∞];
Ωct= [0,∞]; Ωwt= [0, 2ct]; ΩK= [1,∞]. Îäíàêî äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòèíåîáõîäèìî ðåäóöèðîâàòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.Òàê êàê íå ñóùåñòâóåò îáùåãî ïðàâèëà âûáîðà ðåäóöèðîâàííîé îáëà-ñòè îïðåäåëåíèÿ, òî ïðîñòåéøèì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé. Íåîáõî-äèìî íà÷èíàòü ñ ìàêñèìàëüíîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è çàòåì, ïîñëå òîãî,êàê íàéäåíî ãðóáîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, óìåíüøèòü îáëàñòü îïðåäå-ëåíèÿ äî ðàçóìíûõ çíà÷åíèé, äèêòóåìûõ ãðóáûì ïðèáëèæåííûì ðåøå-íèåì. Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê âåðîÿòíîñòü ïðåäëîæèòü èçìåíåíèå ëþáîãîïàðàìåòðà êîí�èãóðàöèè ïðîïîðöèîíàëüíà K−1, òî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-íûì îãðàíè÷èòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ΩK ∈ [1,Kmax]íåêîòîðûì äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîìKmax. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïðåòèòüïîÿâëåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ î÷åíü ìàëûì âåñîì, âêëàä êîòîðûõ â G̃(τ)ìåíüøå ñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê �óíêöèè G(τ), ìîæíî îãðàíè÷èòü ïðî-èçâåäåíèå htwt óñëîâèåì htwt ∈ [Smin, 1], ãäå Smin ≪ K−1

max. Êîãäà èìååòñÿïðåäâàðèòåëüíàÿ èí�îðöèÿ î òîì, ÷òî ïîäàâëÿþùèé âêëàä â èíòåãðàëü-



556 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎíûé âåñ ñïåêòðàëü-íîé �óíêöèè ρ(ω) íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå [ωmin, ωmax],ìîæíî îãðàíè÷èòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ct èíòåðâàëîì Ωct =

[ωmin, ωmax]. Çàòåì, ÷òîáû óìåíüøèòü �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî, ìîæíî âû-áðàòü Ωht= [hmin,∞], Ωwt= [wmin,min {2 (ct−ωmin) , 2 (ωmax − ct)}].Â òî âðåìÿ êàê íà÷àëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ, òèï îáíîâëåíèÿ è ïàðàìåòð,êîòîðûé âûáèðàåòñÿ äëÿ èçìåíåíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè, èçìå-íåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå èìåþò îòíîøåíèå ê îáíîâëåíèþ,äîëæíû áûòü îïòèìèçèðîâàíû äëÿ ìàêñèìàëüíî áûñòðîãî óìåíüøåíèÿìåðû îòêëîíåíèÿ D. Êàæäîå ýëåìåíòàðíîå îáíîâëåíèå îïòèìèçàöèîí-íîé ïðîöåäóðû (äàæå îáíîâëåíèå êëàññà II) óñòðîåíî êàê ïðåäëîæåíèåèçìåíèòü íåêîòîðûé íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð ξ ïðè ïîìîùè ñëó÷àéíîéãåíåðàöèè δξ òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîâîå çíà÷åíèå òîæå ïðèíàäëåæèò îá-ëàñòè îïðåäåëåíèÿ Ωξ. Õîòÿ ïðåäëîæåíèÿ ñ ìàëåíüêèìè çíà÷åíèÿìè δξïðèíèìàþòñÿ ñ áîëåå âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ, âàæíî, â öåëÿõ áîëåå áûñò-ðîé ñõîäèìîñòè, èíîãäà ïðåäëàãàòü òàêèå èçìåíåíèÿ δξ , êîòîðûå ìîãóòïðîùóïàòü âñþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Ωξ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîùóïàòü âåñüâîçìîæíûé äèàïàçîí δξ ∈ [δξmin, δξmax], âåëè÷èíà δξ ãåíåðèðóåòñÿ ñ ïëîò-íîñòüþ âåðîÿòíîñòè P ∼ (max (|δξmin| , |δξmax|) / |δξ|)γ, ãäå γ ≫ 1.Âû÷èñëÿÿ ìåðû îòêëîíåíèé D(ξ), D(ξ+δξ), D(ξ+δξ/2) è íàõîäÿ ìè-íèìóì ïàðàáîëû, íàõîäèì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà
δξopt = − B

2A
, (11.169)ãäå

A = 2(D (ξ + δξ) − 2D(ξ + δξ/2) +D(ξ))/(δξ)−2, (11.170)è
B = (4D(ξ + δξ/2) −D (ξ + δξ) − 3D(ξ)) δξ. (11.171)Â ñëó÷àå A > 0 è ξopt ∈ Ωξ â êà÷åñòâå ïðåäëîæåíèÿ äëÿ èçìåíåíèÿïàðàìåòðà δ̃ξ âûáèðàåòñÿ òî èç çíà÷åíèé δξ, δξ/2 èëè δξopt, äëÿ êîòîðîãî



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 557ìåðà îòêëîíåíèÿ D(ξ + δ̃ξ) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,êîãäà ìèíèìóì ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ âíå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Ωξ, ñðàâ-íèâàþòñÿ òîëüêî îòêëîíåíèÿ äëÿ δξ è δξ/2.11.2.4.4. �ëîáàëüíûå îáíîâëåíèÿ. Ñòðàòåãèÿ îáíîâëåíèé äîëæíàîáåñïå÷èâàòü ý��åêòèâíóþ ìèíèìèçàöèþ ìåðû îòêëîíåíèÿ âïëîòü äîäîñòèæåíèÿ âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ (11.168). Ïðèíÿòèå òîëüêî òåõ îáíîâ-ëåíèé, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê óìåíüøåíèþ îòêëîíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåý��åê-òèâíîé ñòðàòåãèåé, òàê êàê, â îáùåì ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò îãðîìíîå ÷èñëîëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ Dloc (C) > Du.Äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëàñüíåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T âðåìåííûõ ýëåìåíòàðíûõ îáíîâëåíèéêîí�èãóðàöèè C(0)

C (0) → C (1) → · · · → C (r) → C (r + 1) → · · · → C (T ) , (11.172)ãäå ïðåäëîæåíèå âðåìåííî èçìåíèòü êîí�èãóðàöèþ C (r) → C (r + 1)ïðèíèìàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
Pr→r+1 =

{
1, D [C (r + 1)] < D [C (r)] ;

f (D [C (r)] /D [C (r + 1)]) , D [C (r + 1)] > D [C (r)] .(11.173)Ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì f (0) = 0 è f (1) = 1.Çàòåì èç íàáîðà êîí�èãóðàöèé {C (r)} (11.172) âûáèðàåòñÿ êîí�èãó-ðàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì îòêëîíåíèåì è, åñëè ýòà êîí�èãóðàöèÿ îòëè÷íà îò
C (0), òî îíà îáúÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ãëîáàëüíîãî îáíîâëåíèÿ. Â ïðîòèâ-íîì ñëó÷àå ãëîáàëüíîå îáíîâëåíèå îòâåðãàåòñÿ. Ôóíêöèÿ f âûáèðàåòñÿâ âèäå

f (x) = x1+d (d > 0) , (11.174)÷òî ïðèâîäèò ê ñðàâíèòåëüíî âûñîêèì âåðîÿòíîñòÿì ïðèíÿòèÿ îáíðâ-ëåíèé ñ ìàëûì óâåëè÷åíèåì ìåð îòêëîíåíèÿ è ïîäàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå



558 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎóâåëè÷åíèÿ îòêëîíåíèé. Ýìïèðè÷åñêè íàéäåíî, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
d ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì d = d1 ∼ 0 â òå÷åíèå ïåðâûõ T1 øàãîâ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè (11.172) (äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêèíóòü ëîêàëüíûé ìèíèìóì), èïîëàãàåòñÿ ðàâíûì d = d2 ≫ 1 äëÿ ïîñëåäíèõ T − T 1 øàãîâ (÷òîáû ðåçêîóìåíüøèòü ìåðó îòêëîíåíèÿ). Â îïèñûâàåìîì çäåñü àëãîðèòìå çíà÷åíèÿ
T ∈ [1, Tmax]; T1 ∈ [1, T ]; d1 ∈ [1, d]; d2 ∈ [1, dmax] ñòîõàñòè÷åñêè âûáèðà-þòñÿ äëÿ êàæäîãî ãëîáàëüíîãî îáíîâëåíèÿ.11.2.4.5. Îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå è ðà�èíèðîâàíèå. Ïîñëå òîãîêàê ïîëó÷åí íàáîð M êîí�èãóðàöèé

{
Cfinj , j = 1, . . . ,M

}
, (11.175)êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò êðèòåðèþ (11.168), ðåøåíèå (11.161) ïîëó÷àåòñÿñóììèðîâàíèåì ïðÿìîóãîëüíèêîâ (11.164), (11.175).Ïîìèìî ýòîãî ìîæíî ïðèìåíèòü áîëåå ðàçâèòóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿíàçâàíà ðà�èíèðîâàíèåì. Â õîäå äàííîé ïðîöåäóðû íàáîð (11.175) èñ-ïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå íàáîðà Mref íîâûõ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõêîí�èãóðàöèé äëÿ äàëüíåéøåé îïòèìèçàöèè. Äëÿ ýòîãî íà÷àëüíàÿ êîí-�èãóðàöèÿ ãåíåðèðóåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ÷ëåíîâ íàáîðà (11.175) ñî ñòîõàñòè÷åñêè âûáðàííûìè âåñîâûìè êîý�-�èöèåíòàìè. Çàòåì îêîí÷àòåëüíîå ðà�èíèðîâàííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâ-ëÿåòñÿ â âèäå ñðåäíåãî (11.161) îò Mref ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ÿâëÿþùèõñÿðåçóëüòàòîì îïòèìèçàöèîííîé ïðîöåäóðû.�ëàâíîå ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòàðòîâàÿêîí�èãóðàöèÿ äëÿ ïðîöåäóðû îïòèìèçàöèè ñ ñàìîãî íà÷àëà óäîâëåòâî-ðÿåò êðèòåðèþ (11.168) è, ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåå äîïóñòèìîå îòêëî-íåíèå Du ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óìåíüøåíî. Áîëåå òîãî, òàê êàê ëè-íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà R ñëó÷àéíî âûáðàííûõêîí�èãóðàöèé {Cfinη , η = 1, . . . , R

} ñãëàæèâàåò ïèëîîáðàçíûé øóì, ìå-ðà îòêëîíåíèÿ ñóììàðíîãî ñïåêòðà Cfinref îáû÷íî ìåíüøå, ÷åì ó êàæäîãîèç ñëàãàåìûõ.



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 55911.2.4.6. Ýëåìåíòàðíûå îáíîâëåíèÿ êëàññà I.1. Ñäâèã ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïðîöåäóðà èçìåíÿåò ïîëîæåíèå öåíòðà ctñëó÷àéíî âûáðàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà t. Íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðîìîïòèìèçàöèè (11.169) � (11.171) ÿâëÿåòñÿ öåíòð ïðÿìîóãîëüíèêà
ξ = ct, êîòîðûé îãðàíè÷åí îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Ωct= [ωmin+

wt

2
, ωmax−wt

2
].2. Èçìåíåíèå øèðèíû áåç èçìåíåíèÿ âåñà. Ïðîöåäóðà èçìåíÿåò øèðè-íó wt ñëó÷àéíî âûáðàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà t áåç èçìåíåíèÿ åãî âå-ñà (htwt = const) è öåíòðà ct. Íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðîì îïòèìèçà-öèè ÿâëÿåòñÿ ξ = wt, êîòîðûé çàêëþ÷åí â äèàïàçîíå Ωwt= [wmin,min {2 (ct−−ωmin) , 2 (ωmax − .3. Èçìåíåíèå âåñà äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïðîöåäóðà èçìåíÿåò âûñî-òû äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ t è t∗ (ãäå ïðÿìîóãîëüíèê t âûáèðàåòñÿñëó÷àéíî, à ïðÿìîóãîëüíèê t∗ âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî èëè ÿâëÿåòñÿáëèæàéøèì ñîñåäîì ïðÿìîóãîëüíèêà t) áåç èçìåíåíèÿ øèðèí îáîèõïðÿìîóãîëüíèêîâ. Íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðîì îïòèìèçàöèè ÿâëÿåò-ñÿ èçìåíåíèå âûñîòû ξ = ht ïðÿìîóãîëüíèêà t. ×òîáû îãðàíè÷èòüâåñà âûáðàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ äèàïàçîíîì [Smin, 1] è ñîõðàíèòüíîðìè-ðîâêó ñóììàðíîãî âåñà (11.159), ýòî îáíîâëåíèå ïðåäëàãàåòèçìåíèòü

ht → ht + δξ;

ht∗ → ht∗ − δξ
wt∗

wt
, (11.176)ãäå δξ íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå

Smin

wt
− ht < δξ <

(
ht∗ −

Smin

wt∗

)
wt
wt∗

. (11.177)11.2.4.7. Ýëåìåíòàðíûå îáíîâëåíèÿ êëàññà II



560 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ1. Ïðèáàâëåíèå îäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. ×òîáû äîáàâèòü â êîí�èãó-ðàöèþ íîâûé ïðÿìîóãîëüíèê, íåîáõîäèìî ïðåäëîæèòü íåêîòîðûéíîâûé íàáîð {Pnew} = {hnew, wnew, cnew} è óìåíüøèòü âåñ íåêîòîðî-ãî äðóãîãî ïðÿìîóãîëüíèêà t (âûáðàííîãî ñëó÷àéíî èëè áëèæàéøå-ãî), ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ñîáëþäåíèÿ óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (11.159).Óìåíüøåíèå âåñà äðóãîãî ïðÿìîóãîëüíèêà äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò óìåíü-øåíèÿ åãî âûñîòû ht. Öåíòð íîâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà âûáèðàåòñÿñëó÷àéíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì
cnew =

(
ωmin +

wmin

2

)
+ (ωmax − ωmin − wmin) r, (11.178)ãäå r � ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå íà èíòåðâàëå [0, 1] ÷èñëî.Ïîñëå òîãî, êàê ïîëîæåíèå öåíòðà cnew îïðåäåëåíî, ìàêñèìàëüíîâîçìîæíàÿ øèðèíà íîâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-øåíèåì

wmaxnew = 2min (ωmax − cnew, cnew − ωmin) . (11.179)Íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð îïòèìèçàöèè δξ = hnewwnew ãåíåðèðóåòñÿ âòàêèõ ïðåäåëàõ, ÷òîáû âåñà íîâîãî è ñòàðîãî ïðÿìîóãîëüíèêà áûëèáîëüøå íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Smin:
δξ = Smin + r (htwt − Smin) . (11.180)Çàòåì çíà÷åíèå âûñîòû íîâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà hnew äëÿ äàííîãî

δξ ãåíåðèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû øèðèíà íîâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà áûëàçàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ [wmin, w
max
new ]:

hnew =
δξ

wmaxnew

+ r

(
δξ

wmin
− δξ

wmaxnew

)
. (11.181)2. Óäàëåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà.×òîáû óäàëèòü ñëó÷àéíî âûáðàííûé ïðÿ-ìîóãîëüíèê t, óâåëè÷èâàåòñÿ âûñîòà ht∗ êàêîãî-ëèáî äðóãîãî (ñëó-



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 561÷àéíî âûáðàííîãî èëè áëèæàéøåãî) ïðÿìîóãîëüíèêà t∗, à èçìå-íåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (11.159). Òàê êàê ýòà ïðîöåäóðà íåñîäåðæèò íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà îïòèìèçàöèè, óäàëåíèå ïðÿìî-óãîëüíèêà t îáúåäèíÿåòñÿ ñ ïðîöåäóðîé ñäâèãà èçìåíåííîãî ïðÿìî-óãîëüíèêà t∗. Äàëåå â êà÷åñòâå ïðåäëàãàåìîãî îáíîâëåíèÿ âûáèðà-þòñÿ ïàðàìåòðû ñ íàèìåíüøåé ìåðîé îòêëîíåíèÿ.3. �àñùåïëåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ýòà ïðîöåäóðà îáíîâëåíèÿ ðàñùåï-ëÿåò êàêîé-ëèáî ïðÿìîóãîëüíèê t íà äâà ñ íåêîòîðûìè âûñîòàìè
ht è øèðèíàìè wnew1 = wmin + r (wt − wmin) è wnew2 = wt − wnew1 .Òàê êàê óäàëåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà t è äîáàâëåíèå äâóõ íîâûõ ïðÿ-ìîóãîëüíèêîâ íå èçìåíÿåò ñïåêòðàëüíóþ �óíêöèþ, ââîäèòñÿ íî-âûé íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð îïòèìèçàöèè δξ, êîòîðûé îïðåäåëÿ-åò ñäâèã öåíòðà íîâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñ ìåíüøèì âåñîì. Âòîðîéïðÿìîóãîëüíèê ñäâèãàåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, ÷òîáûñîõðàíèòü öåíòð òÿæåñòè äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îáëàñòü îïðåäå-ëåíèÿ ïàðàìåòðà îïòèìèçàöèè ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç çíà÷åíèéïàðàìåòðîâ íîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.4. Îáúåäèíåíèå äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ýòà ïðîöåäóðà îáíîâëåíèÿ îáú-åäèíÿåò äâà (ñëó÷àéíî âûáðàííûõ èëè áëèæàéøèõ) ïðÿìîóãîëüíè-êà t è t∗ â îäèí íîâûé ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåñîì hnewwnew = htwt +

ht∗wt∗ è øèðèíîé wnew = (wt + wt∗) /2. Ïîëîæåíèå ïåðâîíà÷àëüíîãîöåíòðà íîâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà cnew ñîîòâåòñòâóåò öåíòðó òÿæåñòèïðÿìîóãîëüíèêîâ t è t∗. Íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð îïòèìèçàöèè ââî-äèòñÿ ÷åðåç ïðîöåäóðó ñäâèãà íîâîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.11.2.4.8. Òåñòû. ×òîáû ïðîâåðèòü òî÷íîñòü è èçó÷èòü âîçìîæíîñòèìåòîäà, áûëè ïðîâåäåíû òåñòû íà ñïåêòðàëüíûõ �óíêöèÿõ, êîòîðûå ïðî-ñòèðàþòñÿ â áîëüøîì äèàïàçîíå ÷àñòîò è îäíîâðåìåííî îáëàäàþò òîíêîéñòðóêòóðîé â îáëàñòè ìàëûõ ÷àñòîò. Ñïåêòð äëÿ òåñòà ìîäåëèðîâàëñÿ ââèäå ñóììû äåëüòà-�óíêöèè (ñ ýíåðãèåé εδ = 0.03 è âåñîì Zδ = 0.07)



562 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎè íåïðåðûâíîé âûñîêî÷àñòîòíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, êîòîðàÿ íà-÷èíàåòñÿ ñ ïîðîãà εth = 0.04. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ÷àñòüìîäåëèðóåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåàëèñòè÷íîé äëÿ �èçè÷åñêèõ ìîäåëåé çàâè-ñèìîñòüþ
ρcon (ω) =

Zδ
√
ω − εth

2π
√
εgap [(ω − εth) + εgap]

(11.182)â äèàïàçîíå ω ∈ [εth, 0.566], ãäå εgap = εth − εδ ÿâëÿåòñÿ ìèêðîùåëüþ, èòðåóãîëüíèêîì íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà âåðõíåé ïàíå-ëè �èñ. 11.43).Ôóíêöèÿ �ðèíà G(τ) áûëà ðàññ÷èòàíà èç ìîäåëüíîé ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè â nmax = 300 òî÷êàõ τi = τmaxi
2/nmax â èíòåðâàëå ìíèìîãîâðåìåíè îò íóëÿ äî τmax = 1000. Âîññòàíîâëåííàÿ ñïåêòðàëüíûì àíàëè-çîì ïëîòíîñòü âîñïðîèçâîäèò êàê îáùèå ÷åðòû âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè(âåðõíÿÿ ïàíåëü íà �èñ. 11.43), òàê è òîíêóþ ñòðóêòóðó íà íèçêèõ ÷àñòî-òàõ (íèæíÿÿ ïàíåëü íà �èñ. 11.43). Ýíåðãèÿ è âåñ äåëüòà-�óíêöèè áûëèâîññòàíîâëåíû ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ 10−4. Êîíå÷íîå ðåøåíèå áûëîïîëó÷åíî óñðåäíåíèåì (11.161) M = 1110 ÷àñòíûõ ðåøåíèé.Òàê êàê �óíêöèÿ �ðèíà, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, ñîäåð-æèò ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè â êàæäîé òî÷êå, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïà-ðàìåòðà ñòàòèñòè÷åñêîé îøèáêè η îãðàíè÷èâàåò òî÷íîñòü âîññòàíîâëå-íèÿ ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè. Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ íåêîððåëèðîâàííûõñòàòèñòè÷åñêèõ îøèáîê áûëà ïðîâåðåíà ñòàáèëüíîñòü ìåòîäà ïî îòíîøå-íèþ ê ñòîõàñòè÷åñêîìó øóìó

G (τi) → G (τi) (1 + ηri) , i = 1, . . . , nmax, (11.183)êîòîðûé ââîäèëñÿ ïðè ïîìîùè ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ri ∈ [0, 1].Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ìåòîä âîññòàíàâëèâàåò îáùèå ÷åðòû ñïåê-òðàëüíîé �óíêöèè (ïîëîæåíèå è øèðèíó) äàæå äëÿ ñëó÷àÿ ïëîõîé ñòà-òèñòèêè ñ η = 10−2 (âåðõíÿÿ ïàíåëü íà �èñ. 11.44), à òî÷íîñòü η = 10−3äîñòàòî÷íà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ �îðìû (íèæíÿÿ ïàíåëü íà �èñ. 11.44)).



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 563

�èñ. 11.43: Ñìîäåëèðîâàííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ρ (øòðèõîâàÿ ëè-íèÿ) è ðåçóëüòàò ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà L (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ïîëîæåíèåäåëüòà-�óíêöèè ïîêàçàíî òîëüêî íà íèæíåé ïàíåëè



564 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 11.44: Ìîäåëüíûé ñïåêòð (øòðèõîâûå ëèíèè) è ðåçóëüòàòû ñïåê-òðàëüíîãî àíàëèçà (ñïëîøíûå ëèíèè) äëÿ η = 10−2 (âåðõíÿÿ ïàíåëü) è
η = 10−3 (íèæíÿÿ ïàíåëü)



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 56511.3 Ïåòëåâûå àëãîðèòìû (Loop algorithms)�àññìîòðåííûå âûøå äèñêðåòíûå òðàåêòîðíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ÌÊîáëàäàþò òðåìÿ ñóùåñòâåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè, íå ïîçâîëÿþùèìè â ïîë-íîé ìåðå ý��åêòèâíî ðàññ÷èòûâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèêâàíòîâûõ ñèñòåì. Ýòî, âî-ïåðâûõ, ñîõðàíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö â ïðîöåññåðàñ÷åòà � àëãîðèòì ðàáîòàåò â êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå, ïîýòîìó äëÿ ïî-ëó÷åíèÿ èí�îðìàöèè î ñèñòåìå ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö (èëè, ÷òîòî æå ñàìîå, äëÿ âêëþ÷åíèÿ â ñõåìó õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà) íåîáõîäè-ìî ïðîâîäèòü íåñêîëüêî ðàñ÷åòîâ ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ÷àñòèö, à çàòåìîáúåäèíÿòü èõ, ïðåäâàðèòåëüíî ¾äîâçâåøèâàÿ¿ ðåçóëüòàòû äðóã îòíîñè-òåëüíî äðóãà â ñîîòâåòñòâèè ñ âêëàäîì â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó. Âòî-ðûì îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ íåýðãîäè÷íîñòü ëîêàëüíîé ñõåìû îáíîâëå-íèÿ êîí�èãóðàöèé, ò.å. íåâîçìîæíîñòü äîñòèæåíèÿ â ïðîöåññå àëãîðèòìàëþáîé âîçìîæíîé êîí�èãóðàöèè, îñîáåííî ïðîÿâëÿþùàÿñÿ ïðè ïîíèæå-íèè òåìïåðàòóðû. Íåýðãîäè÷íîñòü ñâÿçàíà ñ îòñóòñòâèåì â ñèñòåìå êîí-�èãóðàöèé ñ íåíóëåâûìè winding numbers, ÷òî ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíî-ñòè ðàññ÷èòûâàòü êîëëåêòèâíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû, íàïðèìåð ñâåðõòåêó-÷åñòü èëè ñâåðõïðîâîäèìîñòü, íàïðÿìóþ çàâèñÿùèõ îò ýòîãî ïàðàìåòðà.È, íàêîíåö, òðåòüèì íåäîñòàòêîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîñòü ñõå-ìû ðàñ÷åòà, íå ïîçâîëÿþùàÿ ðàññ÷èòûâàòü íåëîêàëüíûå êîððåëÿòîðû;äëÿ èõ ðàñ÷åòà ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå âðåìåííûå ñðåçû,äîïóñêàþùèå ðàçðûâû òðàåêòîðèé, íî ðåçêî óõóäøàþùèå ñõîäèìîñòüìåòîäà.Ýòè ïðîáëåìû óäàëîñü ðåøèòü, îñòàâàÿñü â ñõåìå øàõìàòíîé äîñêè,ñ ïîìîùüþ ïîäõîäîâ ê îáíîâëåíèþ òðàåêòîðèé, à èìåííî, ñ ïîìîùüþíîâûõ ïåòëåâûõ àëãîðèòìîâ [105, 106, 178℄.�àçâèòûå äëÿ �åðìèîííîé [106℄ è ñïèíîâîé [105, 178℄ ñòàòèñòèê ïåòëå-âûå àëãîðèòìû ïîçâîëèëè âûéòè çà ðàìêè òðàäèöèîííûõ âîçìîæíîñòåéòðàåêòîðíûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóÿ íåëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ òðàåêòîðèé. Âýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè íàèáîëåå íàãëÿäíîãî �åð-ìèîííîãî âàðèàíòà ïåòëåâîãî àëãîðèòìà (ñì. [106℄), îïèðàþùåãîñÿ íà



566 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎòðàäèöèîííóþ ñõåìó øàõìàòíîé äîñêè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.Ïóñòü íà îäíîìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êå àòîìîâ íàõîäÿòñÿ íî-ñèòåëè çàðÿäà � �åðìèîíû, è ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ìîäåëüþÕàááàðäà:
H =

∑

i

Hi,i+1 =
∑

i

(Ki,i+1 +
1

2
(Vi + Vi+1)), (11.184)ãäå

Ki,i+1 = −t
∑

σ

(
a+
iσai+1,σ + a+

i+1,σaiσ
)
, (11.185)

Vi =
∑

σ

[
1

2
U

(
niσ −

1

2

)(
ni,−σ −

1

2

)
− µ

(
niσ −

1

2

)]
. (11.186)Âçàèìîäåéñòâóþùàÿ, äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà âûáðàíà òàê,÷òî ïðè íóëåâîì õèìè÷åñêîì ïîòåíöèàëå µ èìååò ìåñòî ýëåêòðîí-äûðî÷íàÿñèììåòðèÿ â ìîäåëè. Â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ ïîëîâèííîå çàïîëíåíèåñèñòåìû, êîãäà ÷èñëî ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíîì ââåðõ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîìýëåêòðîíîâ ñî ñïèíîì âíèç, à ñóììàðíîå ÷èñëî ÷àñòèö ðàâíî ÷èñëó óç-ëîâ N .Äàëåå ðåàëèçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ðàçëîæåíèÿ Ñóäçóêè � Òðîòòå-ðà:

Z =
∑

s1,...,s2L

〈
s1

∣∣ e−△τH2
∣∣ s2L

〉
. . .
〈
s3

∣∣ e−△τH2
∣∣ s2

〉 〈
s2

∣∣ e−△τH1
∣∣ s1

〉(11.187)ñ ðàçáèåíèåì íà ÷åòíûå è íå÷åòíûå ñâÿçè, îáîçíà÷åííûå èíäåêñàìè 1è 2. Çäåñü {si} = s1, . . . , s2L � ïîëíûé íàáîð ñîñòîÿíèé; H = H1 + H2;
β = △τL. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå C ≡ {si} äëÿ ñîâîêóïíîñòè âñåõ ñòåïåíåéñâîáîäû ñèñòåìû. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìãíîâåííîãî ñîñòî-ÿíèÿ â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä
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�èñ. 11.45: Ïðåäñòàâëåíèå øàõìàòíîé äîñêè äëÿ îäíîé ïðîåêöèè ñïèíà.Ñîñòîÿíèå |S2〉 , íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóåò êîí�èãóðàöèè |01010001〉

P (C) =

〈
s1

∣∣ e−△τH2
∣∣ s2L

〉
. . .
〈
s3

∣∣ e−△τH2
∣∣ s2

〉 〈
s2

∣∣ e−△τH1
∣∣ s1

〉

Z
≡ W (C)

Z
.(11.188)Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç êîí�èãóðàöèè C0 â êîí�èãóðàöèþ C′0 ìîæíîçàäàòü, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà òåïëîâîé âàííû:

R =
P (C′0)

P (C0) + P (C′0)
=

W (C′0)
W (C0) +W (C′0)

. (11.189)Ïîëíûé íàáîð âîëíîâûõ �óíêöèé â ïðåäñòàâëåíèè óçåëüíûõ ÷èñåë çà-ïîëíåíèÿ âûãëÿäèò òàê:
|s〉 = |n1↑ n2↑ . . . nN↑〉 |n1↓ n2↓ . . . nN↓〉 . (11.190)Äàëåå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñòàíäàðòíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ¾øàõ-ìàòíîé äîñêè¿. Íà �èñ. 11.45 ïîêàçàíî ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïî-ëó÷àþùèõñÿ �àçîâûõ òðàåêòîðèé äëÿ îäíîé ïðîåêöèè ñïèíà.



568 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÈçìåíåíèå òðàåêòîðèé âîçìîæíî òîëüêî â çàøòðèõîâàííûõ êâàäðà-òàõ, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ äâóõóçåëüíûìè îïåðàòîðàìè ýâî-ëþöèè
〈nilni+1,l| e−△τH |ni,l+1ni+1,l+1〉, i = 1, . . . , Na; l = 1, . . . , L. Â èòîãå âû-ðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:

Z =
∑

{nσ
il}

sgn ({nσil})W ({nσil}) ; (11.191)
W ({nσil}) =

L∏

l=1

N/2∏

i=1

w

(
n↑2i−1,2l n↑2i,2l

n↑2i−1,2l−1 n↑2i,2l−1

∣∣∣∣∣
n↓2i−1,2l n↓2i,2l

n↓2i−1,2l−1 n↓2i,2l−1

)
×

×w
(
n↑2i,2l+1 n↑2i+1,2l+1

n↑2i,2l n↑2i+1,2l

∣∣∣∣∣
n↓2i,2l+1 n↓2i+1,2l+1

n↓2i,2l n↓2i+1,2l

)
. (11.192)Àðãóìåíòû ñòàòèñòè÷åñêèõ âåñîâ â ïðàâîé ÷àñòè (11.192) çàïèñàíû ñ ó÷å-òîì ñõåìû øàõìàòíîé äîñêè. Åñëè òåïåðü

e−△τHi,i+1 ≈ e−△τ(Vi+Vi+1)/4e−△τKi,i+1e−△τ(Vi+Vi+1)/4, (11.193)òî ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ìîæíî ðàññ÷èòàòü àíàëèòè÷åñêè:
w

(
n↑1 n↑2

n↑3 n↑4

∣∣∣∣∣
n↓1 n↓2

n↓3 n↓4

)
= (11.194)

= u

(
n↑1 n↑2

n↑3 n↑4

)
u

(
n↓1 n↓2

n↓3 n↓4

)
v

(
n↑1 n↑2

n↑3 n↑4

∣∣∣∣∣
n↓1 n↓2

n↓3 n↓4

)
;

u

(
n↑1 n↑2

n↑3 n↑4

)
= δn1n2δn3n4δn1n3 + ch (△τt) δn1,1−n2δn3,1−n4δn1n3+

+ sh (△τt) δn1,1−n2δn3,1−n4δn1,1−n3 ; (11.195)



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 569

�èñ. 11.46: Íåíóëåâûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â (11.194) � (11.197). Ñëåâàîò êàæäîãî ýëåìåíòà ïîêàçàíî åãî îáîçíà÷åíèå ñîãëàñíî [106℄
v

(
n↑1 n↑2

n↑3 n↑4

∣∣∣∣∣
n↓1 n↓2

n↓3 n↓4

)
=

4∏

i=1

v1(n
↑
i , n

↓
i ); (11.196)

v1 (n, n′) = e−(△τ/4)[U(n− 1
2)(n′−

1
2)−µ(n+n′−1)]. (11.197)Àëãîðèòì loop-�ip, ïðåäëîæåííûé â [106℄, ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ëî-êàëüíûõ èçìåíåíèé ìãíîâåííûõ êîí�èãóðàöèé ê ãëîáàëüíûì. Èç âûðà-æåíèé (11.194) � (11.197) âèäíî, ÷òî òîëüêî øåñòü èç âñåõ 24 = 16 äâóõó-çåëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ � íåíóëåâûå; îíè ïîêàçàíû íà �èñ. 11.46.Ââåäåì ïåðåìåííóþ φb ≡

(
φ↑b , φ

↓
b

), ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ φ↑bè φ↓b ïðèíèìàåò øåñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ñîñòîÿíèÿìíåíóëåâûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ýòè çíà÷åíèÿ ïîêàçàíû íà �èñ. 11.46



570 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎè â (11.194) � (11.197)). Òîãäà ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîí�èãóðàöèè ìîæíîïåðåïèñàòü òàê:
W (C) =

∏

b

w(φb), (11.198)
w(φb) = u(φ↓b)u(φ

↑
b)v(φ

↓
b , φ
↑
b). (11.199)Ñëåäóþùèé øàã î÷åíü âàæåí, òàê êàê îí ââîäèò ïîíÿòèå �èêòèâíûõèëè âèðòóàëüíûõ ñîñòîÿíèé â ñõåìå ÌÊ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ,ïîêàçàííûå íà �èñ. 11.46, ìîæíî ïåðåâåñòè â íåêîòîðûå âèðòóàëüíûåñîñòîÿíèÿ ψb ≡

(
ψ↑b , ψ

↓
b

). Ïóñòü êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ ψ↓b , ψ↑b ìîæåòïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, 2, 3; ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèìçíà÷åíèÿì, ïîêàçàíû íà �èñ. 11.47. Ââåäåì òàêæå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâèç ðåàëüíûõ ñîñòîÿíèé â âèðòóàëüíûå p (ψb | φb) ñ ó÷åòîì äåòàëüíîãîáàëàíñà è íîðìèðîâêè
∑

ψb

p (ψb | φb) = 1. (11.200)Íîâûå âåñà ÌÊ-êîí�èãóðàöèé ñ ó÷åòîì âèðòóàëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîæ-íî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
w̃ψb

(φb) = cψb
w(φb)p (ψb | φb) , (11.201)ãäå cψb

� íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ ñ ó÷åòîì (11.200). Èìåí-íî ýòè ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òåïåðü â ïðîöåäóðåÌÊ. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ w̃ψb
(φb) âåðîÿòíîñòè p (ψb | φb) ðàññ÷èòûâàþò-ñÿ èç (11.200) è (11.201). ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, ïåðåïèøåì (11.201) â âèäå

w̃ψb
(φb) = ũψ↑b

(φ↑b)ũψ↓b
(φ↓b)v(φ

↑
b, φ
↓
b), (11.202)ïðè ýòîì v(φ↑b , φ

↓
b) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (11.199), à
ũx (y) =

{
0, åñëè x = y èëè x = y,

1, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. (11.203)
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1

1

2

2

3

3

fb

yb 1 2 3

0 1-P1P1

0 1-P1P1

P201-P2

P201-P2

01-P3P3

01-P3P3�èñ. 11.47: Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ðåàëüíûìè è âèðòóàëüíûìèñîñòîÿíèÿìè (ïåòëåâûå ñåãìåíòû). Ïîêàçàíû èíäåêñû ñîñòîÿíèé b



572 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÂåðîÿòíîñòè âèðòóàëüíûõ ïåðåõîäîâ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå
p (ψb | φb) = pp

(
ψ↑b

∣∣∣ φ↓b
)
pp

(
ψ↓b

∣∣∣ φ↑b
)
, (11.204)îòêóäà äëÿ êàæäîé ïðîåêöèè ñïèíà ïîëó÷èì

pp (2 | 1) = 1 − pp (3 | 1) = pp
(
2
∣∣ 1
)

= 1 − pp
(
3
∣∣ 1
)

= P1;

pp (3 | 2) = 1 − pp (1 | 2) = pp
(
3
∣∣ 2
)

= 1 − pp
(
1
∣∣ 2
)

= P2; (11.205)
pp (1 | 3) = 1 − pp (2 | 3) = pp

(
1
∣∣ 3
)

= 1 − pp
(
2
∣∣ 3
)

= P3;

P1 =
1

2

(
1 − e−△τt

)
; P2 =

1 + e△τt

1 + e2△τt
; P3 =

1 − e△τt

1 − e−2△τt . (11.206)
Ïåòëè, èñïîëüçóåìûå â àëãîðèòìå äëÿ ãåíåðàöèè íîâûõ êîí�èãó-ðàöèé, êîíñòðóèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü, íàïðèìåð, èìååòñÿêîí�èãóðàöèÿ, ïîêàçàííàÿ íà �èñ. 11.48, à. Êàæäûé èç çàøòðèõîâàí-íûõ êâàäðàòîâ çàìåíèì îäíèì èç âîçìîæíûõ âèðòóàëüíûõ ñîñòîÿíèé âñîîòâåòñòâèè ñ �èñ. 11.47.Îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ êàðòèíû âèðòóàëüíûõ ñîñòîÿíèé ïðåä-ñòàâëåí íà �èñ. 11.48, á. Âèäíî, ÷òî íà øàõìàòíîé äîñêå �îðìèðóþòñÿïåðåñåêàþùèåñÿ ïåòëè; íåêîòîðûå èç íèõ îïîÿñûâàþò ÷àñòü ñèñòåìû, àíåêîòîðûå ïîëíîñòüþ ïåðåêðûâàþò åå. Ñëåäóþùèé øàã � ïåðåêëþ÷åíèåïåòåëü (�ip), çàêëþ÷àþùèéñÿ â çàìåíå ýëåêòðîíîâ íà äûðêè è, íàîáîðîò,ïî âñåìó ïåðèìåòðó ïåòëè. Âåðîÿòíîñòü ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåòåëü, ñîãëàñíî(11.204) � (11.206), ðàâíà

R =
1

1 + e−△τD
, (11.207)
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а б в

A B A C

B A C A

�èñ. 11.48: Êîíñòðóèðîâàíèå ïåòåëü è îáíîâëåíèå êîí�èãóðàöèè. N =

2; L = 4ãäå
D =

U

2
(2M−L) − µ

2
(2N −L) . (11.208)Çäåñü N � ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â ïåòëå; M � ÷èñëî óçëîâ â ïåòëå ñçàïîëíåíèåì 0 èëè 2; L � îáùàÿ äëèíà ïåòëè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïå-ðåêëþ÷åíèå îäíîé ïåòëè ìîæåò ïîâëå÷ü èçìåíåíèå âåëè÷èíû D äëÿ äðó-ãèõ ïåòåëü, ïîýòîìó â àëãîðèòìå ïðîâîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîïûòêèïåðåêëþ÷åíèÿ âñåõ èìåþùèõñÿ ïåòåëü. Ïîñëå ïåðåêëþ÷åíèÿ ïåòëè ìîæ-íî âåðíóòüñÿ ê ñòàíäàðòíîé ðåàëüíîé �àçîâîé êàðòèíå ìèðîâûõ ëèíèé(�èñ. 11.48, â).Ïåðåêëþ÷åíèåì ïåòåëü â ñèñòåìå ìîæíî ìåíÿòü êàê ÷èñëî ÷àñòèö,òàê è winding numbers. Ñõåìà ñòàíîâèòñÿ ýðãîäè÷åñêîé; ñêîðîñòü ñõîäè-ìîñòè àëãîðèòìà ðåçêî âîçðàñòàåò ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé ñõåìîéìèðîâûõ ëèíèé çà ñ÷åò ãëîáàëüíûõ, à íå ëîêàëüíûõ îáíîâëåíèé òðàåê-òîðèé. Çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ñ ïåðåêëþ÷åíèåì ïåòåëü â âèðòóàëüíîìïðåäñòàâëåíèè ìîæíî ïåðåéòè îò îäíîé ðåàëüíîé �àçîâîé êîí�èãóðà-öèè ê ëþáîé äðóãîé, â òîì ÷èñëå è ñ äðóãèì ÷èñëîì ÷àñòèö, è ñ äðóãèì

W .Îïèñàííûé âàðèàíò ïåòëåâîãî àëãîðèòìà èìååò íåêîòîðîå çàìåäëå-íèå ñõîäèìîñòè ïðè áîëüøèõ âåëè÷èíàõ ïàðàìåòðà âçàèìîäåéñòâèÿ U èìàëûõ òåìïåðàòóðàõ. À èìåííî, ïåòëþ äëÿ îäíîé ïðîåêöèè ñïèíà òðóäíî



574 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎïåðåêëþ÷èòü èç-çà ñèëüíîé ñâÿçè ñ ïåòëåé, îòíîñÿùåéñÿ ê äðóãîé ïðî-åêöèè. Òàêæå âîçíèêàþò ñëîæíîñòè ïðè ïåðåõîäå â ñîñòîÿíèå ñ äðóãèì÷èñëîì ÷àñòèö, òàê êàê ýòîò ïðîöåññ ïîäàâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ñ õèìè÷åñêèìïîòåíöèàëîì â ãàìèëüòîíèàíå. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì è ïîâû-øåíèÿ ñõîäèìîñòè â [106℄ ïðåäëîæåí è äðóãîé, ìîäè�èöèðîâàííûé ïåò-ëåâîé àëãîðèòì. Îñíîâíûì îòëè÷èåì åãî îò ïðåäûäóùåé ñõåìû ÿâëÿåòñÿäîáàâëåíèå íàðÿäó ñî ñòàðûìè íîâûõ ïðîöåññîâ îáíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé,â êîòîðûõ äâå ïåòëè, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì ïðîåêöèÿì ñïèíà, íî èìå-þùèå áëèçêóþ �îðìó, ïåðåêëþ÷àþòñÿ îäíîâðåìåííî. Â ýòîì âàðèàíòåâñå 36 âîçìîæíûõ íåíóëåâûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ îáåèõ ïðîåêöèéñïèíà ïðåîáðàçóþòñÿ â âèðòóàëüíûå (�èñ. 11.49). Ïðàâèëà ñëåäóþùèå:ïðè íàëîæåíèè çàøòðèõîâàííûõ êâàäðàòîâ ñî ñòàíäàðòíûìè ìèðîâûìèëèíèÿìè îò ðàçíûõ ïðîåêöèé ïðè ïåðåõîäå â âèðòóàëüíûå ñîñòîÿíèÿ èñ-êëþ÷àþòñÿ ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå óçëû ñ äâîéíûì çàïîëíåíèåì. Òàêæåâèðòóàëüíûìè ëèíèÿìè ñîåäèíÿþòñÿ óãëû êâàäðàòà, â êîòîðûõ çàêàí-÷èâàåòñÿ òîëüêî îäíà ìèðîâàÿ ëèíèÿ (äëÿ îäíîé ïðîåêöèè ñïèíà).Îñîáûé ñëó÷àé � øåñòü ïîñëåäíèõ ñîñòîÿíèé, ïîêàçàííûõ íà �èñ. 11.49âíèçó, äëÿ êîòîðûõ ýòè ïðàâèëà ïðèâîäÿò ê íåîäíîçíà÷íîñòè. Â òåðìè-íàõ (ψ↑b , ψ↓b) ýòè ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò (2, 2) è (2, 2). Êàæäîå èç íèõìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî âèðòóàëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè, îòìå÷åííûìè íà�èñ. 11.49 ìåòêàìè 1 è 2 (ñïðàâà âíèçó). Îïðåäåëèì èõ ìîäè�èöèðîâàí-íûå âåñà, ðàâíûìè
w̃1

[
(2, 2)

]
= w̃1

[
(2, 2)

]
= w̃2

[
(2, 2)

]
= w̃2

[
(2, 2)

]
= 1. (11.209)Âñå îñòàëüíûå âåñà w̃i ñ âçàèìîèñêëþ÷àþùèìè âíóòðåííèìè èíäåêñàìè

(1, 1), (2, 2), (3, 3) è ñ èíäåêñîì i, íå ðàâíûì 1 èëè 2, ïîëîæèì ðàâíû-ìè íóëþ. Îñòàëüíûå ìîäè�èöèðîâàííûå âåñà ïðîöåññîâ, ïîêàçàííûõ íà�èñ. 11.49, ïîëîæèì ðàâíûìè 1.Îïðåäåëèâ ìàòðèöó ïåðåõîäîâ èç ðåàëüíûõ â âèðòóàëüíûå ñîñòîÿíèÿ,ìîæíî ðåàëèçîâàòü ìîäè�èöèðîâàííûé ïåòëåâîé àëãîðèòì.Îêîí÷àòåëüíî, âåðîÿòíîñòè äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïåðåõîäîâ:
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yb=1

yb=2

�èñ. 11.49: Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåàëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè è ïåòëåâûìèñåãìåíòàìè â ìîäè�èöèðîâàííîì àëãîðèòìå. Ñïëîøíûå ëèíèè â ðåàëü-íûõ ñîñòîÿíèÿõ ñîîòâåòñòâóþò ïðîåêöèè ñïèíà ââåðõ, øòðèõîâûå � âíèç
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а б в

A B C C A

A B C C A

�èñ. 11.50: Ïðèìåð îáíîâëåíèÿ ïåòåëü äëÿ N = 4;L = 3

p
[
1|
(
2, 2
)]

= p
[
1|
(
2, 2
)]

= 1 − th2△τt; (11.210)
p
[
2|
(
2, 2
)]

= p
[
2|
(
2, 2
)]

= th2△τt. (11.211)Îñòàëüíûå âåðîÿòíîñòè ðàâíû ëèáî åäèíèöå, ëèáî íóëþ, êàê îïèñàíîâûøå.Ïðèìåð îáíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé â ðàìêàõ îïèñàííîé ìîäè�èêàöèèïåòëåâîãî àëãîðèòìà ïîêàçàí íà �èñ. 11.50.Íà ïðàêòèêå êîìáèíèðóþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ëîêàëüíûõ òðàåêòîð-íûõ è ïåòëåâûõ àëãîðèòìîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ ý��åêòèâíîé ñõîäèìîñòè.Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà, íèæå ïðåäñòàâëåíû ñðàâíèòåëüíûå äàííûåïî ðàñ÷åòó àâòîêîððåëÿöèîííîãî âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû (�èñ. 11.51). �àññ÷èòûâàëèñü ýíåðãèÿ ñèñòåìû
〈H〉, ÷èñëo ÷àñòèö

n =
1

βN

β∫

0

dτ
∑

j

〈(nj↑ (τ) + nj↓ (τ))〉, (11.212)à òàêæå êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ çà âîëíó ñïèíîâîé ïëîò-íîñòè (SDW) è âîëíó çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè (CDW)
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Tχ± (q) = (11.213)

=
1

βN

β∫

0

dτ
∑

jk

eiqk 〈(nj+k,↑ (τ) ± nj+k,↓ (τ)) (nj↑ (0) ± nj↓ (0))〉.Ñîïîñòàâëåíû îáû÷íûé (P) ëîêàëüíûé òðàåêòîðíûé àëãîðèòì è êîìáè-íèðîâàííûé ïåòëåâîé (PLLex) àëãîðèòìû. Âèäíî, ÷òî ý��åêòèâíîñòüêîìáèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê âûøå îáû÷íîãî òðà-åêòîðíîãî ìåòîäà äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðîâ ìîäå-ëè.11.4 Ìåòîä êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (Pathintegral Monte Carlo)Â 1984 ã. Ceperley è Pollok [179℄ ïðåäëîæèëè àáñîëþòíî íîâûé ïîäõîäê ðàñ÷åòó êâàíòîâûõ ñèñòåì � â ðàìêàõ äèñêðåòíîãî ïî ìíèìîìó âðå-ìåíè ìåòîäà ÌÊ áûëî ïðåäëîæåíî íàïðÿìóþ ñóììèðîâàòü äèàãðàììûÔåéíìàíà, ò.å. èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì; â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðåìåòîä íàçûâàåòñÿ PIMC (Path integral Monte Carlo). Ñ ïîìîùüþ ýòî-ãî àëãîðèòìà óäàëîñü ñìîäåëèðîâàòü �àçîâûé ïåðåõîä â ñâåðõòåêó÷ååñîñòîÿíèå â 4He [102, 103, 180℄, èññëåäîâàòü �àçîâûå ñîñòîÿíèÿ ïëåíêè
4He [104, 181, 182℄, îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû âòðåõìåðíîì áîçå-ãàçå êàê �óíêöèþ âçàèìîäåéñòâèÿ [73℄, ðàññ÷èòàòü �à-çîâûé ïåðåõîä ãåëèÿ èç æèäêîé â òâåðäóþ �àçó [179℄ è ìíîãîå äðóãîå.�ëàâíîå, ÷òî ïîçâîëÿåò äàííûé ïîäõîä � âîçìîæíîñòü ðàñ÷åòà ñèñòåì ñïðîèçâîëüíûì äàëüíîäåéñòâóþùèì ïàðíûì ïîòåíöèàëîì, ÷òî â îáû÷-íûõ òðàåêòîðíûõ èëè äåòåðìèíàíòíûõ ìåòîäàõ ÌÊ, ðàññìîòðåííûõ âû-øå äëÿ êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà, ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå çíàêàè íåâîçìîæíîñòè áûñòðîãî îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé.Îñíîâíîé èäååé äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñòàòèñòè-÷åñêîãî îïåðàòîðà â äèàãîíàëüíîì ïî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðåäñòàâëå-
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�èñ. 11.51: Àâòîêîððåëÿöèîííûå âðåìåíà èç [106℄ äëÿ ýíåðãèè (a), âîëíûñïèíîâîé ïëîòíîñòè (b), âîëíû çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè () è ÷èñëà ÷àñòèö(d)



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 579íèè; ÷ëåíû ãàìèëüòîíèàíà, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå, ðàñêëàäûâà-þòñÿ ïðè ýòîì â àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä, êîòîðûé è ñóììèðóåòñÿ. Óäîáíûéáàçèñ, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàñ÷åò, � áàçèñ â ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöûïëîòíîñòè, êîòîðàÿ êðàòêî ðàññìàòðèâàëàñü ðàíåå ïðè îáñóæäåíèè ñòà-òèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ êâàíòîâûõ ñèñòåì è âûâîäå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ.Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íåîáõîäèìî ïîäðîáíåå ðàññìîòðåòü îñ-íîâíûå ñâîéñòâà ìàòðèöû ïëîòíîñòè, à òàêæå ïðèâåñòè êðàòêèå ñâåäåíèÿîá èíòåãðàëàõ ïî òðàåêòîðèÿì, ñëåäóÿ Ôåéíìàíó [183, 184℄.11.4.1. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè è èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì11.4.1.1. Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà. Ïóñòü ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ÷àñòåé è îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé ψ(x, q), çàâèñÿùåé îò êâàí-òîâûõ ÷èñåë îäíîé ÷àñòè ñèñòåìû x è êâàíòîâûõ ÷èñåë äðóãîé ÷àñòèñèñòåìû (òåðìîñòàòà, áîëüøåé ÷àñòè ñèñòåìû è ò.ï.) q. Íåïîëíîå îïèñà-íèå ïåðâîé ÷àñòè ñèñòåìû çàêëþ÷àåòñÿ â èíòåãðèðîâàíèè ïî òåðìîñòàòó,è ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöà ïëîòíîñòè èìååò âèä
ρ (x, x′, β) =

∫
dqψ∗ (x, q)ψ (x′, q) . (11.214)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå óçåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïëîò-íîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ρij =
〈
aia

+
j

〉
. (11.215)Ëþáîå ñðåäíåå îò îïåðàòîðà A ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïëîò-íîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈A(x)〉 =

∫
dxdq ψ(x, q)A(x)ψ∗(x′, q)|x=x′ = (11.216)

=

∫
dx A(x′)

∫
dq ψ(x, q)ψ∗(x′, q)|x=x′ =

∫
dx A(x′)ρ(x, x′)|x=x′.Â ÷àñòíîñòè, åñëè A � îïåðàòîð êîîðäèíàòû, òî



580 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
〈x〉 =

∫
dx xρ(x, x); (11.217)äëÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà èìååì

〈p〉 =

〈
~

i

∂

∂x

〉
=

〈
~

i

∂

∂x
δ(x′ − x)

〉
= (11.218)

=

∫
dx dx′

~

i

∂

∂x
δ (x′ − x) ρ (x, x′) =

= −
∫
dx dx′

~

i
δ (x′ − x)

∂

∂x
ρ (x, x′) = −~

i

∫
dx

[
∂

∂x
ρ (x, x′)

]

x=x′
.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòðèöû ïëîòíîñòè.Ïóñòü ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ïîëíûì íàáîðîì ñîñòîÿíèé ϕn(x) ≡ |n〉 ,íåîáÿçàòåëüíî çàäàííûõ â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Îïðå-äåëèì îïåðàòîð ρ â áàçèñå ϕn :

ρi′i = 〈ϕi′ | ρ | ϕi〉 , (11.219)ïðè ýòîì îïåðàòîð ρ äåéñòâóåò òîëüêî íà ïåðåìåííûå x, îïèñûâàþùèåñèñòåìó. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùåãî íåêîòîðîé�èçè÷åñêîé âåëè÷èíå, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ïîëíîòû
∑

i

|ϕi〉 〈ϕi| = 1, (11.220)èìååì:
〈ψ | A | ψ〉 =

∑

i

〈
ϕi

∣∣∣∣∣ A
∑

i′

∣∣∣∣∣ ϕi′
〉
〈ϕi′ | ρ | ϕi〉 =

=
∑

i

〈ϕi | Aρ | ϕi〉 = Tr (ρA) . (11.221)Èç (11.221) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñðåäíåå ìîæåò áûòüðàññ÷èòàíî ÷åðåç ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè è îïåðàòîðà,îòâå÷àþùåãî èçìåðÿåìîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíå, ÷òî ñîâïàäàåò ñ (11.216).



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 581Îïåðàòîð ρ ýðìèòîâ, ñëåäîâàòåëüíî, îí ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçîâàí,ïðè ýòîì åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ wi áóäóò äåéñòâèòåëüíû, à ñîáñòâåí-íûå âåêòîðû | i〉 îáðàçóþò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð:
ρ =

∑

i

wi | i〉 〈i| . (11.222)Åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå îïåðàòîðà A â (11.221) åäèíè÷íûé îïåðàòîð, òî
∑

i

wi = Trρ = 〈A〉 = 〈ψ | ψ〉 = 1; (11.223)åñëè ïîëîæèòü A = |i′〉 〈 i′| , òî ïîëó÷èì
wi′ = Tr (ρA) = 〈A〉 = 〈ψ | A | ψ〉 =

=
∑

j

(〈ψ | i′〉 |j〉) (〈j| 〈i′ | ψ〉) =
∑

j

|(〈 i′| 〈j|) |ψ〉 |2. (11.224)Èç (11.224) ñëåäóåò, ÷òî
wi ≥ 0;

∑

i

wi = 1. (11.225)Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ëþáàÿ ñè-ñòåìà îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρ =
∑
i

wi |i〉 〈 i| , ïðè ýòîì:1. âåêòîðû |i〉 îáðàçóþò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð;2. wi ≥ 0;3. ∑
i

wi = 1;4. ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå 〈A〉 = Tr(ρA).Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî:
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〈A〉 = Tr (ρA) =

∑

j

〈j | ρA | j〉 =
∑

ij

wi 〈j | i〉 〈i | A | j〉 =
∑

i

wi 〈i | A | i〉.(11.226)Ïîñêîëüêó ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈i | A | i〉 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå çíà-÷åíèå îïåðàòîðà A â ñîñòîÿíèè | i〉 , òî âåëè÷èíû wi ìîæíî èíòåðïðåòèðî-âàòü êàê âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |i〉 . Åñëèâñå wi, êðîìå îäíîãî, ðàâíû íóëþ, òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ÷èñòîì ñîñòî-ÿíèè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íàõîäèòñÿ â ñìåøàííîì ñîñòîÿíèè. Åñëèñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè | ip〉 , ìàòðèöó ïëîòíîñòè ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå
ρ = | ip〉 〈 ip| ;

ρij = 〈ϕi | ρ | ϕj〉 = 〈ϕi | ip〉 〈ip | ϕj〉 = 〈ϕi | ip〉 〈ϕj | ip〉∗. (11.227)Â îáùåì ñëó÷àå
ρij =

∑

k

wk 〈ϕi | k〉 〈ϕj | k〉∗. (11.228)Åñëè ñèñòåìà ìîæåò áûòü îïèñàíà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, òî
ρ (x′, x) = 〈x′ | ρ | x〉 =

∑

i

wi 〈x′ | i〉 〈i | x〉 =
∑

i

wii (x
′) i∗(x); (11.229)â ÷àñòíîì ñëó÷àå êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (11.229) ïðèìåò âèä

ρ (x′, x) = i (x′) i∗(x) (11.230)è, ñîîòâåòñòâåííî,
〈A〉 = Tr (ρA) =

∫
dx 〈x | ρA | x〉. (11.231)
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ρ =

∑

i

wi | i〉 〈i| , (11.232)åñëè ñèñòåìà ñ âåðîÿòíîñòüþ wi íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè | i〉 . Åñëè ñîñòîÿ-íèÿ |i〉 çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî
ρ (t) =

∑

i

wi |i (t)〉 〈i (t)| . (11.233)Åñëè òåïåðü |n〉 � ñîáñòâåííûå �óíêöèè ãàìèëüòîíèàíà, òî H |n〉 =

En |n〉 è
|i(t)〉 =

∑

n

|n〉 e−iEnt 〈n | i(0)〉 (11.234)(äëÿ óäîáñòâà çäåñü èñïîëüçîâàíà ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé ~ = 1) èëè
| i(t)〉 = e−iĤt |i(0)〉 . (11.235)Ïîäñòàâèâ (11.235) â (11.233), ïîëó÷èì
ρ (t) = e−iĤtρ (0) eiĤt, (11.236)à ïðîäè��åðåíöèðîâàâ (11.236) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ëèóâèë-ëÿ
ρ̇ = −i(Hρ− ρH). (11.237)Âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â îäíîì èç ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèéãàìèëüòîíèàíà |n〉 :
wn =

1

Z
e−βEn, (11.238)ïîýòîìó

ρ =
1

Z

∑

n

e−βEn |n〉 〈n| ; (11.239)



584 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÏîñêîëüêó H |n〉 = En |n〉 , òî (11.239) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ρ =

1

Z

∑

n

e−βH |n〉 〈n| =
e−βH

Z
, (11.240)ïðè÷åì

Z =
∑

n

e−βEn = Tr(e−βH). (11.241)Èç (11.221) è (11.241) ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìûìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî �îðìóëå
〈H〉 =

Tr(He−βH)

Tr(e−βH)
. (11.242)11.4.1.2. Óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè. �àññìîòðèì òåïåðüìàòðèöó ïëîòíîñòè êàê �óíêöèþ ïàðàìåòðà β:

ρ (β) =
e−βH

Tr(e−βH)
. (11.243)Â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöó ïëîòíîñòè ìîæíî çàïèñàòü ââèäå

ρij = δije
−βEi ; (11.244)ïðîäè��åíöèðîâàâ (11.244), ïîëó÷èì

−∂ρij
∂β

= δijEie
−βEi = Eiρij , (11.245)îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëü-íîìó óðàâíåíèþ

−∂ρ

∂β
= Hρ; (11.246)íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (11.246) èìååò âèä

ρ (0) = 1. (11.247)



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 585Óðàâíåíèå (11.246) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâ-ëåíèè:
−∂ρ(x, x

′; β)

∂β
= Hxρ (x, x′; β) , (11.248)ãäå èíäåêñ ó ãàìèëüòîíèàíà óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îí äåéñòâóåò òîëüêî íàïåðåìåííóþ x. Ñîîòâåòñòâåííî, íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðèìåò âèä

ρ (x, x′; 0) = δ(x− x′). (11.249)11.4.1.3. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. �àìèëüòî-íèàí ñâîáîäíîé ÷àñòèöû èìååò âèä
H = − ~

2

2m

(
∂2

∂x2

)
, (11.250)à äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñîãëàñíî (11.248), çàïèøåòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:

−∂ρ(x, x
′; β)

∂β
= − ~

2

2m

∂2

∂x2
ρ (x, x′; β) . (11.251)Âûðàæåíèå (11.251) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì äè��óçèè, åãî ðåøåíèåì ÿâ-ëÿåòñÿ

ρ (x, x′; β) =

√
m

2π~2β
exp

(
−
(

m

2~2β

)
(x− x′)

2

)
, (11.252)÷èñëåííûé ìíîæèòåëü â (11.252) âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîë-íÿëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå (11.249).�åøåíèå (11.252) íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîïàãàòîðîì ÷àñòèöû, îïè-ñûâàþùèì äâèæåíèå ÷àñòèöû áåç âíåøíèõ ïîëåé è âçàèìîäåéñòâèé. Áî-ëåå îáùèé âèä óðàâíåíèÿ (11.252):

ρ (x, x′; τ, τ ′) =

√
m

2π~2(τ − τ ′)
× (11.253)

×exp

(
−
(

m

2~2(τ − τ ′)

)
(x− x′)

2

)
.
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(

)
t 2

r
r

;
3

2
3

–

–
t

�èñ. 11.52: Ñâîéñòâî ñâîáîäíîãî ïðîïàãàòîðàÎáîçíà÷èì ðåøåíèå (11.253) ρ (x, x′; τ, τ ′) ≡ K(x− x′, τ − τ ′). Ïðÿìîéïîäñòàíîâêîé ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî ñâîáîäíîãîïðîïàãàòîðà äëÿ ïðîñòðàíñòâà ëþáîé ìåðíîñòè:
K (−→r 3 −−→r 1; τ3 − τ1) = (11.254)

=

∫
d−→r 2 K

∗ (−→r 3 −−→r 1; τ3 − τ1)K (−→r 3 −−→r 1; τ3 − τ1) .Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äâå ëèíèè, ïîêàçàííûå íà �èñ. 11.52 è ñõåìà-òè÷íî îòìå÷àþùèå �àçîâóþ òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû â �àçîâîì ïðîñòðàí-ñòâå îò òî÷êè −→r 1 â òî÷êó −→r 3 ÷åðåç òî÷êó −→r 2, ìîæíî çàìåíèòü îäíîéëèíèåé, ñîåäèíÿþùåé íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè −→r 1 è −→r 3.Ê ýòèì ëèíèÿì ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ óñëîâíî, òàê êàê óêàçàííîå ñâîé-ñòâî îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ïóòÿì (òðàåêòîðèÿì), ñîåäèíÿ-þùèì íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè, ò.å. ïðÿìûå ëèíèè íà ðèñóíêå �óñëîâíîñòü, îçíà÷àþùàÿ âñþ âîçìîæíóþ ñîâîêóïíîñòü òîïîëîãè÷åñêèîäèíàêîâûõ ïóòåé ìåæäó êîíêðåòíûìè òî÷êàìè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 58711.4.1.4. Èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì. Êàê áûëî ïîêàçàíî, ìàòðèöàïëîòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
−∂ρ(β)

∂β
= Hρ (β) , (11.255)�îðìàëüíîå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

ρ (β) =
e−βH

Z
, (11.256)ãäå β = 1/T .�àçäåëèì èíòåðâàë β íà n ðàâíûõ ó÷àñòêîâ △τ = β/n, òîãäà ìàòðèöàïëîòíîñòè ïðèìåò âèä

ρ (x, x′; β) = e−△τHe−△τH . . . e−△τH = ρ△τρ△τ . . . ρ△τ . (11.257)Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîæíîçàïèñàòü â èíòåãðàëüíîé �îðìå:
ρ (x, x′; β) = (11.258)

=

∫
. . .

∫
ρ (x, xn−1;△τ) ρ (xn−1, xn−2;△τ) . . . ρ (x1, x

′;△τ) dx1 . . . dxn−1.�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå íà �èñ. 11.53 îáúÿñíÿåò ñìûñë âûðàæåíèÿ(11.258).×àñòèöà äâèæåòñÿ îò òî÷êè x′ ê òî÷êå x, ïðîõîäÿ ÷åðåç ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé x1, x2, . . . , xn−1, êîòîðûå îïðåäåëÿ-þò òðàåêòîðèþ. Ïîëíàÿ àìïëèòóäà ρ (x, x′; β) âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ÷à-ñòèöà, íà÷àâ äâèãàòüñÿ èç òî÷êè x′, çàêîí÷èò äâèæåíèå â òî÷êå x, îïðåäå-ëÿåòñÿ ñóììîé (11.258) ïî âñåì âîçìîæíûì ïðîìåæóòî÷íûì çíà÷åíèÿì
xi. Êîãäà äëèíà ó÷àñòêîâ △τ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷èñëî èíòåãðèðîâàíèéïî ïðîìåæóòî÷íûì ïåðåìåííûì âîçðàñòàåò äî áåñêîíå÷íîñòè, è âûðà-æåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:



588 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

0

r

bDt

x’

x

Dt Dt�èñ. 11.53: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ïëîò-íîñòè (11.258)
ρ (x, x′; β) =

∫
. . .

∫
Φ (x (△τ))Dx(β); (11.259)

Φ (x (△τ)) = lim

△τ → 0

n△τ = β

ρ (x, xn−1;△τ) ρ (xn−1, xn−2;△τ) . . . ρ (x1, x
′;△τ) ;

Dx (β) = lim

△τ → 0

n△τ = β

dx1dx2 . . . dxn−1 .Âûðàæåíèå (11.259) � òèïè÷íûé èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì, ïðè ýòîìñóììèðîâàíèå â íåì ïðîèñõîäèò ïî âñåì âîçìîæíûì òðàåêòîðèÿì ÷à-ñòèö. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (11.259) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìíîãî÷àñòè÷-íîé ñèñòåìû, â ýòîì ñëó÷àå ðàñ÷åò (11.259) ýêâèâàëåíòåí îïðåäåëåíèþñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû.Â (11.259) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå Φ (x)� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 58911.4.1.5. Ôóíêöèÿ Φ(x) äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Ìàòðèöà ïëîòíî-ñòè äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íà îòðåçêå △τ èìååò âèä
K (x− x′,△τ) =

√
m

2π~2△τ exp

(
−
(

m

2~2△τ

)
(x− x′)

2

)
; (11.260)ïîýòîìó äëÿ ïîëíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè èìååì:

ρ (x, x′; β) = lim

△τ → 0

n△τ = β

∫
. . .

∫
exp

[
−m△τ

2~2

((
x− xn−1

△τ

)2

+ (11.261)
+

(
xn−1 − xn−2

△τ

)2

+ · · · +
(
x1 − x′

△τ

)2
)]

×

× dx1√
2π~2/m

dx2√
2π~2/m

. . .
dxn−1√
2π~2/m

.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû
Φ (x) = lim

△τ → 0

n△τ = β

exp

[
−m△τ

2~2

((
x− xn−1

△τ

)2

+ (11.262)
+

(
xn−1 − xn−2

△τ

)2

+ · · · +
(
x1 − x′

△τ

)2
)]

.Ïðè óìåíüøåíèè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ △τ ðàçíîñòü xk−xk−1

△τ ñòðå-ìèòñÿ ê ïðåäåëó
xk − xk−1

△τ → dx(τ)

dτ
≡ ẋ (τ) , (11.263)è, ñëåäîâàòåëüíî,

Φ (x) = exp


− m

2~2

β∫

0

(ẋ(τ))2dτ


 . (11.264)



590 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÂ (11.264) ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ýêñïîíåíòå ñòîèò âêëàä îò êèíåòè÷å-ñêîé ýíåðãèè, èìåþùèé âèä êâàäðàòà ïðîèçâîäíîé ïî ìíèìîìó âðåìåíèîò êîîðäèíàòû ÷àñòèöû.11.4.1.6. Ôóíêöèÿ Φ(x) äëÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ âî âíåøíåìïîëå �àìèëüòîíèàí ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ âî âíåøíåì ïîëå, èìååò âèä
H = − ~

2

2m

(
∂2

∂x2

)
+ V (x) =

P 2

2m
+ V (x) , (11.265)ãäå P � îïåðàòîð èìïóëüñà. Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó ïëîòíîñòè â âèäå

ρ = ρ0 + δρ, (11.266)ãäå ρ0 � ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, à δρ � ïîïðàâêà, ñâÿ-çàííàÿ ñ âíåøíèì ïîëåì. Ïîäñòàâèì (11.266) â óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöûïëîòíîñòè (11.246):
−∂(ρ0 + δρ)

∂β
= H (ρ0 + δρ) , (11.267)îòêóäà

−∂ρ0

∂β
− ∂δρ

∂β
= (11.268)

= − ~
2

2m

(
∂2

∂x2

)
ρ0 + V (x) ρ0 −

~
2

2m

(
∂2

∂x2

)
δρ+ V (x) δρ.Ñ÷èòàÿ δρ ëèíåéíîé è ìåäëåííîé �óíêöèåé ïîòåíöèàëà, äëÿ ïåðâîé ïî-ïðàâêè íàõîäèì

∂δρ

∂β
= −V (x) ρ0. (11.269)Åñëè ðàññìàòðèâàåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ ìàë, òî ìàòðèöà ïëîòíî-ñòè â ýòîì ïðîìåæóòêå óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ

∂δρ

∂τ
= −V (x)ρ0 (11.270)



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 591äëÿ ïîòåíöèàëà V (x) ëþáîé âåëè÷èíû.Åñëè ñ÷èòàòü ïîòåíöèàë V (x) ïðèáëèæåííî ïîñòîÿííûì íà ìàëîìèíòåðâàëå △τ , òî ìîæíî çàïèñàòü:
δρ = −V (x)ρ0△τ. (11.271)Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ δρ â èñõîäíîå âûðàæåíèå (11.266):

ρ (x, x′;△τ) = ρ0 − V (x) ρ0△τ ∼= ρ0e
−V (x)△τ = (11.272)

=

√
m

2π~2△τ exp

(
−
(

m

2~2△τ

)
(x− x′)

2
+ V (x)△τ

)
.Îáîáùèì ðåçóëüòàò è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ìàòðèöû ïëîòíî-ñòè:

ρ (x, x′; β) =

∫
. . .

∫
exp


−

β∫

0

dτ
( m

2~2
ẋ2 + V (x)

)

 ∂Dx; (11.273)

∂Dx = dx1dx2 . . . dxn.Âûðàæåíèå (11.273) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ìàòðèöû ïëîòíîñòè â âè-äå �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà èëè èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì â ñëó÷àåâçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû ñ âíåøíèì ïîëåì.11.4.1.7. �àçëîæåíèå ìàòðèöû ïëîòíîñòè â ðÿä òåîðèè âîçìó-ùåíèé. �àçëîæèì ýêñïîíåíòó â (11.273) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì èíòåãðàëàîò âçàèìîäåéñòâèÿ:
ρ (x, x′; β) =

∫
. . .

∫
exp


−

β∫

0

( m
2~2

ẋ2
)
dτ


×

×


1 −

β∫

0

V (x)dτ +
1

2!




β∫

0

V (x)dτ




2

− 1

3!




β∫

0

V (x)dτ




3

+ . . .


 ∂Dx =
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= ρ0 −

∫ β∫

0

exp


−

τ∫

0

( m
2~2

ẋ2
)
dτ


V (x)exp


−

β∫

τ

( m
2~2

ẋ2
)
dτ


 dτdx+ ....(11.274)Ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé

ρ = ρ0 −
∫ β∫

0

K (x− y, τ1)V (y)K (y − x, β − τ 1) dτ1dx (11.275)ïîêàçàí íà �èñ. 11.54 â âèäå äèàãðàììû (äèàãðàììû Ôåéíìàíà).Ôîðìàëüíî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â òî÷êå (τ1; x(τ1)) ïðîèñõîäèò âçàèìîäåé-ñòâèå ÷àñòèöû ñ âíåøíèì ïîëåì; ýòó òî÷êó �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà-çûâàþò âåðøèíîé, ñîîòâåòñòâóþùåé âçàèìîäåéñòâèþ.Ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììå âòîðîãî ïî-ðÿäêà (�èñ. 11.55):
ρ = ρ0 −

∫ β∫

0

K (x− y, τ1)V (y)K (y − x, β − τ 1) dτ1dy+ (11.276)
+

1

2!

β∫

0

β∫

0

dτ1dτ2

∫∫
K(x− y, τ1)V (y)K(y − z, τ2 − τ 1)×

×V (z)K(y − x, β − τ 2)dydz.Çäåñü èìåþòñÿ óæå äâå âåðøèíû âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîëíîå ñóììèðî-âàíèå âñåõ äèàãðàìì, åñëè îíî âîçìîæíî, ïðèâîäèò ê òî÷íîìó ðàñ÷åòóìàòðèöû ïëîòíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî èç-çà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåííûìè ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì â ðàçëîæåíèè äëÿ ìàòðèöû ïëîòíî-ñòè äàííûå äèàãðàììû ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî àíàëèòè÷åñêèé ðåçóëüòàò,ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììàì, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñóììó âñåõ âîçìîæíûõäèàãðàìì, òîïîëîãè÷åñêè ñîâïàäàþùèõ ñ äèàãðàììàìè, ïîêàçàííûìè íà
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0

r

b

x

t1

x y( )t1 =

V

�èñ. 11.54: Äèàãðàììà Ôåéíìàíà äëÿ (11.275)ðèñóíêå. Êðîìå òîãî, ïî îñè ìíèìîãî âðåìåíè ñîáëþäàþòñÿ ïåðèîäè÷å-ñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ò.å. ëåâûå è ïðàâûå êðàÿ äèàãðàìì çàìêíóòû,è ïîëíûå òðàåêòîðèè ÷àñòèö � òàêæå çàìêíóòû.Åñëè â ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìå åñòü ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå, ò.å.
H = −

∑

i

~
2

2m

(
∂2

∂x2

)
+
∑

ij

V (xi, xj), (11.277)òî â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè áóäåò òàêèì:
ρ (x, x′; β) =

∫
. . .

∫
exp



−
β∫

0

dτ

(
∑

i

~
2

2m
ẋ2
i +

∑

ij

V (xi, xj)

)

 ∂Dx;

∂Dx =
∏

i

dxi1dx
i
2 . . . dx

i
n, (11.278)ãäå îáîáùåííûé äè��åðåíöèàë ∂Dx îçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåéñîâîêóïíîñòè ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû (ïî îáîáùåííûì êîîðäèíàòàìâñåõ ÷àñòèö), à x ≡ {x1, x2, . . . , xn}.
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0

r

b

x

t1

x y( )t1 =

V

r

r

r

r

x z( )t2 =

V

t2�èñ. 11.55: Äèàãðàììà Ôåéíìàíà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ (11.276)Ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëîæåíèå ìàòðèöû ïëîòíîñòè â ðÿä òåîðèè âîçìó-ùåíèé ïðîâîäèòñÿ ïî ñîâîêóïíîñòè òðàåêòîðèé îòäåëüíûõ ÷àñòèö èëèãðóïï ÷àñòèö. Ïðè ýòîì ïðîïàãàòîð äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèöðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå:
ρ (x1, x2; β) =

∫
. . .

∫
exp


−

β∫

0

( m
2~2

ẋ2
1

)
dτ


exp


−

β∫

τ

( m
2~2

ẋ2
2

)
dτ


 ∂Dx;

∂Dx = dx1
1dx

2
2. (11.279)×ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö èìååòñëåäóþùèé âèä:

1

2!

β∫

0

β∫

0

dτ1dτ2

∫∫
ρ (x1, y; τ1)V (y − z)ρ (y, x1; β − τ 1)×

×ρ (x2, z; τ2) ρ (z, x2; β − τ 2) dydz, (11.280)ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà Ôåéíìàíà ïîêàçàíà íà �èñ. 11.56.
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0

r

b

x
2

t2

x z
2
( )t2 =

V

x y
1
( )t1 =

t1

x
1

�èñ. 11.56: Äèàãðàììà Ôåéíìàíà äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿÑâåäåíèé î ìàòðèöå ïëîòíîñòè è èíòåãðàëàõ ïî òðàåêòîðèÿì, ïðåä-ñòàâëåííûõ âûøå, âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ èçëîæåíèÿ ìåòîäà ÌÊ, ïðåä-ëîæåííîãî Ceperley â [179℄.11.4.2. Ôîðìóëèðîâêà àëãîðèòìà PIMC�àññìîòðèì ìíîãî÷àñòè÷íóþ ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ ãàìèëüòîíèàíîì ñïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:
H = −

∑

i

~
2

2m

(
∂2

∂x2

)
+
∑

i<j

U(xi, xj). (11.281)Êàê è â ëþáîì äèñêðåòíîì ïî ìíèìîìó âðåìåíè ìåòîäå, èíòåðâàë ïîìíèìîìó âðåìåíè ðàçáèâàåòñÿ íà áîëüøîå ÷èñëî ÷àñòåé△τ = β/M ;M ≫
1 [102, 103, 179℄. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè èìååò âèä

ρ (R,R′; β) =

∫
ρ (R,R1;△τ) ρ (R1, R2;△τ) × · · ·× (11.282)

×ρ (RM−1, R
′;△τ) dR1 . . . dRM−1.



596 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÇäåñü R � ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò òðåõìåðíîé ñèñòåìû èç N ÷àñòèö.Ïðè △τ → 0 íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèåé ìàòðèöû ïëîòíîñòè â êàæäîìêîðîòêîì èíòåðâàëå âðåìåíè △τ , ñîãëàñíî ðàññìîòðåííûì âûøå ñâîé-ñòâàì, áóäåò
ρ (R,R′;△τ) ≈

N∏

i=1

ρ1(ri, r
′
i; τ)

N∏

i, j = 1

i < j

exp
[
−U(rij , r

′
ij;△τ)

]
, (11.283)

ãäå ρ1 � ìàòðèöà ïëîòíîñòè äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû:
ρ1 (ri, r

′
i; τ) =

(
m

2π~2△τ

)3/2

exp

[
− (ri − r′i)

2

2~2△τ/m

]
. (11.284)Óðàâíåíèå (11.283) òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå èíòåðâàë△τ ; âûðàæåíèå äëÿâçàèìîäåéñòâèÿ ïðè ýòîì ðàññ÷èòûâàåòñÿ êîíêðåòíî äëÿ êàæäîé çàäà÷èäëÿ äîñòèæåíèÿ áîëüøåé òî÷íîñòè [102, 179℄. Íàïðèìåð, â [179℄ ðàññìàò-ðèâàåòñÿ ïîòåíöèàë Ëåííàðäà�Äæîíñà è ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè òî÷íîðåøàåòñÿ äâóõ÷àñòè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ïîäñòàíîâêè â (11.283), ïðè ýòîìäîñòèãàåòñÿ òî÷íîñòü ïîðÿäêà (△τ)3. Â (11.283) ìîæíî òàêæå ïåðåéòè êêëàññè÷åñêîìó ïðåäåëó ñ òî÷íîñòüþ äî (△τ)2, çàìåíèâ âûðàæåíèå â ïî-êàçàòåëå ýêñïîíåíòû ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì âåëè÷èíû âçàèìîäåéñòâèÿè âðåìåííîãî èíòåðâàëà:

exp
[
−U(rij , r

′
ij ;△τ)

]
→ exp

[
−U(rij , r

′
ij)△τ

]
. (11.285)Åñëè â çàäà÷å íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü áîçå- (�åðìè-) ñòàòèñòèêó ÷à-ñòèö, òî ñëåäóåò åùå ñèììåòðèçîâàòü (àíòèñèììåòðèçîâàòü) ìàòðèöó ïëîò-íîñòè ïî âñåì ïàðíûì ïåðåñòàíîâêàì êîîðäèíàò ÷àñòèö P :

ρP (R,R′; β) =
1

N !

∑

P

(±1)Pρ(R,PR′; β); (11.286)



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 597ïðè ýòîì âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîé âîëíîâîé �óíêöèèâ ñëó÷àå áîçîííîé ñòàòèñòèêè, íèæíèé � àíòèñèììåòðè÷íîé âîëíîâîé�óíêöèè äëÿ �åðìèîíîâ.Èñõîäíàÿ êîí�èãóðàöèÿ �îðìèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëó÷àéíîãî ðàñïî-ëîæåíèÿ �èêñèðîâàííîãî ÷èñëà ÷àñòèö íà âñåé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîéñåòêå, ïðè ýòîì ÷àñòèöû óñëîâíî ñâÿçûâàþòñÿ ëèíèÿìè, îáîçíà÷àþùè-ìè çàìêíóòûå òðàåêòîðèè; äëÿ èñõîäíîé êîí�èãóðàöèè ðàññ÷èòûâàåòñÿ(11.282). Äàëåå ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ âðåìåííîé ñðåç è äåëà-åòñÿ ïîïûòêà èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö íà ýòîì ñðåçå; íîâàÿ êîí�è-ãóðàöèÿ ïðèíèìàåòñÿ èëè îòâåðãàåòñÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó Ìåòðîïîëèñà.Ïîñëå ýòîãî ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåñ÷åò ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Èíòåãðèðîâàíèåâ (11.282) è îçíà÷àåò ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ êîí�èãóðàöèé ïî âñåì âðå-ìåííûì ñðåçàì.Îäíàêî ïðè òàêîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà âîçíèêàþò îïðåäåëåííûåñëîæíîñòè. Âûáèðàòü àáñîëþòíî ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâåííîåðàñïîëîæåíèå ÷àñòèö íåý��åêòèâíî, íàèëó÷øàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòèäîñòèãàåòñÿ, åñëè ðàñïîëîæåíèå ÷àñòèö âûáèðàòü ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿò-íîñòè, íàèáîëåå áëèçêîé ê ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè (11.283). �àñ÷åò(11.283) ñàì ïî ñåáå äîñòàòî÷íî ñëîæåí èç-çà ïðèñóòñòâèÿ ìíîæèòåëåé,ñâÿçàííûõ ñ âçàèìîäåéñòâèåì è èñêàæàþùèõ èñõîäíûé ãàóññèàí (11.284).Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìàòðèöó ïëîòíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòüñëåäóþùèì îáðàçîì [179℄:
ρ (R,R′; β) = ρ (R,R′; β)

[
ρ (R,R1; τ) ρ (R1, R

′; β − τ)

ρ (R,R′; β)

]
× (11.287)

×
[
ρ (R1, R2; τ) ρ (R2, R

′; β − 2τ)

ρ (R1, R′; β − τ)

]
×· · ·×

[
ρ (RM−2, RM−1; τ) ρ (RM−1, R

′; τ)

ρ (RM−2, R′; 2τ)

]
.Äðîáè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ � îòíîøåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèöïëîòíîñòè ïî èíòåðâàëàì β − nτ ;n = 0; 1; . . . ñ ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êîé

τ, 2τ, . . . è ò.ä. ê ìàòðèöå ïëîòíîñòè ïî âñåìó òàêîìó èíòåðâàëó. Ýòè
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�èñ. 11.57: Ïåðìóòàöèèâûðàæåíèÿ � ãîòîâûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçî-âàíû äëÿ âûáîðà êîîðäèíàò ÷àñòèö R1, R2, . . . â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõâðåìåííîé ñåòêè.Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

p (R1) =

[
ρ (R,R1; τ) ρ (R1, R

′; β − τ)

ρ (R,R′; β)

] (11.288)ïðàâèëüíî íîðìèðîâàíà: ∫ dR1p (R1) = 1, ÷òî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ìàòðè-öû ïëîòíîñòè.Òàêèì îáðàçîì, íîâûå êîîðäèíàòû ÷àñòèö ãåíåðèðóþòñÿ ñ ïëîòíî-ñòüþ âåðîÿòíîñòè âèäà (11.283) � (11.284). �àñ÷åò îòíîøåíèÿ íîâîãî èñòàðîãî çíà÷åíèé (11.288) äàåò âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà, êîòîðàÿ âçâåøè-âàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà. Îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò �îð-ìàëüíî ñîåäèíÿòü ÷àñòèöû íà ðàçíûõ âðåìåííûõ ñðåçàõ ïîñëå êàæäîãîîáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèè, îáîçíà÷àÿ òðàåêòîðèè. ×åðåç îïðåäåëåííîåâðåìÿ ðàñ÷åòà ñëåäóåò äåëàòü ïîïûòêè ïåðåêëþ÷åíèÿ ïàðû òðàåêòîðèé(ïåðìóòàöèè) (�èñ. 11.57) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèììåòðèè (àíòèñèììåò-ðèè) ÷àñòèö; ýòè ïðîöåäóðû òàêæå ïðîâîäÿòñÿ â ðàìêàõ àëãîðèòìà Ìåò-ðîïîëèñà.11.4.3. �àñ÷åò êâàíòîâûõ ñðåäíèõ è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòûÊèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
〈K〉 =

−~2

2m

∫
limR→R′

N∑
i=1

∇2
iρ (R,R′; β) dR

∫
ρ (R,R; β) dR

. (11.289)



11. Äèñêðåòíûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî 599Ñðåäíÿÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íàõîäèòñÿ ïðîñòûì ñóììèðîâàíèåìïî âðåìåííûì ñðåçàì:
〈U〉=

∑

τ

∑

i<j

U(xi, xj , τ). (11.290)Ëþáûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ðàññ÷èòûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðî-ñòî, òàê êàê â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èçâåñòíî ðàñïîëîæåíèå ÷àñòèö.Íàïðèìåð, â [179℄ äëÿ òðåõìåðíîãî 4He ñ ïîòåíöèàëîì Ëåííàðäà � Äæîí-ñà
V (r) = 4ε

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
] (11.291)ïîëó÷åíà ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ g (r) = 〈ρ (r) ρ(0)〉 (�èñ. 11.58)è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî ñëó-÷àåâ (ò.å. ñ ó÷åòîì ïåðìóòàöèè â àëãîðèòìå è áåç íåå).Ñâåðõòåêó÷àÿ ïëîòíîñòü ρS ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà ÷åðåç ÷èñëà windingnumbers [103℄:

ρS
ρ

=
m

~2

〈W 〉2L2−d

ρdβ
, (11.292)ãäå ρ � ïîëíàÿ ïëîòíîñòü; d � ðàçìåðíîñòü çàäà÷è; L � ëèíåéíûé ðàçìåðñèñòåìû; à W â ïåðèîäè÷åñêèõ óñëîâèÿõ äàåòñÿ âûðàæåíèåì

WL =

M∑

K=1

N∑

i=1

(−→r K+1
i −−→r Ki

)
. (11.293)Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû â òðåõìåðíîé ñèòóàöèèèìååì:

ρN
ρ

= 1 − m〈Wx〉2L2

β~2N
, (11.294)

N � ÷èñëî ÷àñòèö. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà íîðìàëüíîé êîìïîíåíòûïîêàçàíû íà �èñ. 11.59 [103℄.
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�èñ. 11.58: Ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ èç [179℄, ðàññ÷èòàííàÿ ñó÷åòîì ïåðìóòàöèé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è áåç íèõ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ)Âèäíî, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå íåïëîõî ñîâïàäàþò ñ ðàñ÷åò-íûìè. �àñ÷åò ïðîâîäèëñÿ íå ñ ïîòåíöèàëîì Ëåííàðäà � Äæîíñà, à ñîñëîæíûì ïîòåíöèàëîì ãåëèé-ãåëèé, ðàññ÷èòàííûì èç ýêñïåðèìåíòà (ñì.[103℄).Çàìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü äàííîãî ìåòîäà ñëàáî ÷óâñòâèòåëüíà ê âèäóïàðíîãî ïîòåíöèàëà. Ìåòîä êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçî-âàëñÿ òàêæå äëÿ ðàñ÷åòîâ ñâîáîäíîé ýíåðãèè, èìïóëüñíîãî ðàñïðåäåëå-íèÿ, ò.å. �àêòè÷åñêè âñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, ñ åãî ïî-ìîùüþ èññëåäîâàëèñü êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû �àçîâûõ ïåðåõîäîâ [73,102, 103, 179, 182℄. Íàïðèìåð, â [73℄ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñäâèãàêðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû â áîçå-ãàçå â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû âçàè-ìîäåéñòâèÿ, áëèçêèå ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì:
△TC
T0

= c0
(
na3
)γ

; c0 = 0.34 ± 0.06; γ = 0.34 ± 0.03, (11.295)ãäå n � ïëîòíîñòü ñèñòåìû; a � äëèíà ðàññåÿíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ âå-ëè÷èíå ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ; T0 � êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà â îòñóò-ñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ.
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�èñ. 11.59: �àñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé winding numbers è çàâèñèìîñòü íîð-ìàëüíîé êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè îò òåìïåðàòóðû èç [103℄ (òî÷êè). Ñïëîø-íîé ëèíèåé ïîêàçàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå



602 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ12 Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóò-ñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ ÒðîòòåðàÎäíîé èç ãëàâíûõ ïðîáëåì äèñêðåòíûõ ïî ìíèìîìó âðåìåíè êâàíòîâûõìåòîäîâ ÌÊ, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ÿâëÿåòñÿ ïîãðåø-íîñòü òðîòòåðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî øêàëå ìíèìîãî âðåìåíè ∼ (△τ)2 =

(β/M)2; M ≫ 1:
Z = Tr

(
e−βH

)
= Tr

(
M∏

k=1

e−△τ(V+K)

)
≈ (12.1)

≈ Tr
(
e−△τV e−△τK . . . e−△τV e−△τK

)
+O

(
(△τ)2

)
,íåîáõîäèìîãî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ d-ìåðíîé êâàíòîâîé çàäà÷è â (d + 1)-ìåðíóþ êëàññè÷åñêóþ è äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîé ñõåìû àëãîðèòìà.Òî÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ ìîæåò áûòü è âûøå [90℄:

e−△τ(V+K) ≈ e−△τK/2e−△τV e
−△τK/2

+O((△τ)3), (12.2)íî ïðèíöèïèàëüíî ýòî íå ìåíÿåò ñèòóàöèè.Ñèñòåìàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü ðàçëîæåíèÿ ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíî-ñòè ðàñ÷åòîâ ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ; êðîìå òîãî, ïðîáëå-ìà íåýðãîäè÷íîñòè ñõåì ðàñ÷åòà òðàåêòîðíûõ ìåòîäîâ, ñâÿçàííàÿ ñ ëî-êàëüíîñòüþ àëãîðèòìà øàõìàòíîé äîñêè è òðóäíîñòÿìè ðàñ÷åòà windingnumbers, �óíêöèé �ðèíà è äðóãèõ íåëîêàëüíûõ êîððåëÿòîðîâ, à òàêæåñ ðàáîòîé àëãîðèòìà ïðè ïîñòîÿííîì ÷èñëå ÷àñòèö, òîæå îãðàíè÷èâà-åò ý��åêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ. Â äåòåðìèíàíò-íûõ àëãîðèòìàõ ïðîáëåìû ñâÿçàíû ñ áîëüøèìè âðåìåííûìè çàòðàòàìèðàñ÷åòà ýëåìåíòàðíîãî øàãà ÌÊ, íåý��åêòèâíîñòüþ ìåòîäà äëÿ áîëü-øèõ ñèñòåì è ðåçêèì íàðàñòàíèåì îøèáîê ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòó-ðû. �àñ÷åòû ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíûõ êîíòèíóàëüíûõ èíòåãðàëîâ òàêæåèìåþò ñâîè îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òðóäíîñòÿìè îáíîâëåíèÿ òðàåê-òîðèé, íåîáõîäèìîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ ýêñïîíåíòû îò âçàèìîäåéñòâèÿ è



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà603ó÷åòà ñèììåòðèè âîëíîâîé �óíêöèè ñ ïîìîùüþ ¾ïåðåïóòûâàíèÿ¿ òðà-åêòîðèé.Ñóùåñòâóåò åùå îäíà ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ äèñêðåòíûì ðàçáèåíè-åì âðåìåííîé øêàëû. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ, íà-ïðèìåð, ìîäåëüþ òèïà Õàááàðäà (èëè Áîçå � Õàááàðäà) ñî ñòàíäàðòíîéêèíåòè÷åñêîé ÷àñòüþ
−t
∑

ij

(
a+
i aj + h.c.

)â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå àìïëèòóäå ïåðåñêîêà tèçìåíåíèå òðàåêòîðèè (åãî íàçûâàþò ¾êèíê¿), íàïðèìåð â äèñêðåòíîìòðàåêòîðíîì àëãîðèòìå, ïðîèñõîäèò íå÷àñòî. Â îñíîâíîì ïðè ìîäåëèðî-âàíèè ÌÊ âñòðå÷àþòñÿ ïðÿìûå îòðåçêè òðàåêòîðèé, à õàðàêòåðíîå ðàñ-ñòîÿíèå ïî âðåìåíè ìåæäó èçìåíåíèÿìè (êèíêàìè) òðàåêòîðèé ñîñòàâ-ëÿåò ∼ 1/t è íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû âðåìåííîãî ðàçáèåíèÿ △τ , ïîýòîìóïðè ìàëîì△τ ìåæäó êèíêàìè áóäåò 1/(t△τ) ≫ 1 èíòåðâàëîâ âðåìåííîéñåòêè (�èñ. 12.1).Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ïðîöåäóðå ÌÊ äåëàåòñÿ ïîïûòêà ñîçäàòü èç-ìåíåíèå òðàåêòîðèé, êàê íà �èñ. 12.2, ò.å. ñîçäàòü ïàðó êèíê � àíòèêèíê,òî âåðîÿòíîñòü ýòîãî áóäåò ìàëà:
Wnew

Wold
∝ (t△τ)2, (12.3)è, ñêîðåå âñåãî, íîâàÿ êîí�èãóðàöèè íå ðåàëèçóåòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíûé äèñêðåòíûé àëãîðèòì ïðè óìåíüøåíèèâðåìåííîé ñåòêè ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå íåý��åêòèâíûì.Â ñâÿçè ñ ýòèì â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü íîâûå êâàíòîâûå ìåòî-äû ÌÊ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè [107, 108, 109, 185℄, ñâîáîäíûå îò îøèá-êè ðàçëîæåíèÿ Ñóäçóêè�Òðîòòåðà è ïîçâîëÿþùèå â ýðãîäè÷åñêîé ñõåìåðàññ÷èòûâàòü ëþáûå íåäèàãîíàëüíûå ñðåäíèå. Îíè, ïî êðàéíåé ìåðå, â

1/(t△τ)2 áûñòðåå äèñêðåòíûõ àëãîðèòìîâ, àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íû, ïðèýòîì îïèñàíèå ñèñòåìû, ïðèìåíÿåìîå â ýòèõ àëãîðèòìàõ, íå èçáûòî÷íî,
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0 x

t

�èñ. 12.1: Ïðè ìàëîì △τ â àëãîðèòìå øàõìàòíîé äîñêè êèíêè � îòíîñè-òåëüíî ðåäêîå ÿâëåíèå

�èñ. 12.2: Ïðÿìàÿ òðàåêòîðèÿ è ïàðà êèíê � àíòèêèíê



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà605êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè âðåìåííîé ñåòêè, òàê êàê �èêñèðóåòñÿ òîëüêîêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïðîèçîøëè èçìåíåíèÿòðàåêòîðèé, êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì âðåìåííûõ ñðåçîâ (ñì.�èñ. 12.1).Äàòîé ðîæäåíèÿ êâàíòîâûõ ìåòîäîâ ÌÊ, íå îñíîâàííûõ íà ðàçëîæå-íèè Òðîòòåðà, ìîæíî ñ÷èòàòü 1962 ã., êîãäà Handsomb [186℄ ïðåäëîæèëïåðâûé ìåòîä ñîáñòâåííî êâàíòîâîãî ìåòîäà ÌÊ, îñíîâàííûé íà ðàçëî-æåíèè â ðÿä ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ïðèìåíèìûé èñêëþ÷èòåëüíî ê àíòè-�åððîìàãíèòíîé ìîäåëè �åéçåíáåðãà äëÿ ñïèíà S = 1/2. Çíà÷èòåëüíîïîçæå, â 1991 ã. Sandvik è Kurkij�arvi [187℄ îáîáùèëè ýòîò ìåòîä è äëÿíåïðåðûâíîãî ìíèìîãî âðåìåíè äëÿ S ≥ 1/2.Îáùèì â ýòîì íîâîì êëàññå êâàíòîâûõ ìåòîäîâ ÌÊ ÿâëÿåòñÿ ïðåä-ñòàâëåíèå î ðàñøèðåííîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îêàçûâàåòñÿ, ý��åê-òèâíûé ïåðåáîð êîí�èãóðàöèé ìîæíî ðåàëèçîâàòü, èñêóññòâåííî óâåëè-÷èâ ÷èñëî ñîñòîÿíèé. Íàïðèìåð, â ïåòëåâûõ àëãîðèòìàõ [112, 113℄ ýòîäîñòèãàåòñÿ ïîñòðîåíèåì â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñâîåîáðàçíûõ ïåòåëü,ý��åêòèâíî îáíîâëÿþùèõ êîí�èãóðàöèè è ðåàëèçóþùèõ ãëîáàëüíûåèçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé. Â òðàåêòîðíûõ àëãîðèòìàõ [107, 109℄ ýòî ìîãóòáûòü �èêòèâíûå èëè ðåàëüíûå ðàçðûâû òðàåêòîðèé, ñêàíèðóþùèå �à-çîâîå ïðîñòðàíñòâî è ïîðîæäàþùèå íîâûå êîí�èãóðàöèè ñ ðàçëè÷íûì÷èñëîì îáîðîòîâ òðàåêòîðèé (winding numbers) è òàêæå ðåàëèçóþùèõãëîáàëüíûå èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû.Òàêèå èçìåíåíèÿ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäÿò ê áîëåå ý��åê-òèâíîé ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ è âîçìîæíîñòè ðàññ÷èòûâàòü êàê íåäèàãî-íàëüíûå ñðåäíèå, òàêèå êàê òåìïåðàòóðíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà, òàê è äèà-ãîíàëüíûå, òàêèå êàê ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè è äð. Â åäèíîì ðàñ÷å-òå ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ëîêàëüíûå, òàê è íåëîêàëüíûå êîððåëÿöèîííûå�óíêöèè, ñóììèðîâàòü êîí�èãóðàöèè ñ ðàçëè÷íûìè winding numbers è÷èñëîì ÷àñòèö â ýðãîäè÷åñêîé ÷èñëåííîé ñõåìå. �åçóëüòàòû ïîêàçûâàþò,÷òî òàêèå ïîäõîäû áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ �àçîâûõïåðåõîäîâ è ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ êðèòè÷åñêèå



606 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎïàðàìåòðû, â ÷àñòíîñòè, êðèòè÷åñêèå èíäåêñû è ñàìè òî÷êè �àçîâûõïåðåõîäîâ [52, 53℄, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå ìåòîäû ÌÊ èñïûòûâàþò êðè-òè÷åñêîå çàìåäëåíèå ñõîäèìîñòè ïðè ðàáîòå â �ëóêòóàöèîííîé îáëàñòèâáëèçè òî÷åê ïåðåõîäà [214℄.12.1 Òðàåêòîðíûé ìåòîä â íåïðåðûâíîì âðåìåíè (ContinuousTime World Line � CTWL)Â 1996 ã. Ïðîêî�üåâ, Ñâèñòóíîâ è Òóïèöûí [107, 108℄ ïðåäëîæèëè íîâûéêâàíòîâûé ìåòîä ÌÊ �òðàåêòîðíûé ìåòîä â íåïðåðûâíîì âðåìåíè (àí-ãëèéñêàÿ àááðåâèàòóðà � CTWL, Continuous-Time World Line). Ìåòîä îñ-íîâûâàåòñÿ íà òî÷íîì âûðàæåíèè äëÿ ðàçáèåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììûâ ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòîò ìåòîä ñâîáîäåí îò ñèñòåìàòè÷å-ñêîé îøèáêè, ñâÿçàííîé ñ òðîòòåðîâñêèì ðàçáèåíèåì ìíèìîãî âðåìåíè,è ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûõ ðå-øåòî÷íûõ (è íå òîëüêî) ìîäåëåé; âîçìîæíû ðàñ÷åòû êàê â ìàëîì, òàê èáîëüøîì êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëÿõ. CTWL-àëãîðèòì ìîæíî òàêæå ñ÷è-òàòü äèàãðàììíûì ìåòîäîì ÌÊ, òàê êàê îí íàïðÿìóþ ñóììèðóåò ðÿäûäèàãðàìì äëÿ ìîäåëåé â äèñêðåòíîì è íåïðåðûâíîì áàçèñàõ.Ïåðåä òåì, êàê èçëîæèòü îñíîâû ìåòîäà, íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ñâåäå-íèÿ î ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ, èñïîëüçóåìîì â àíàëèòè÷åñêèõäèàãðàììíûõ ìåòîäàõ.12.1.1. Ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðà-òóðàõÇäåñü ðàññìîòðåíî ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ, èñïîëüçóåìîå â òåì-ïåðàòóðíîé òåõíèêå; äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî çíàêîìñòâà ñ ðàçëè÷íûìè âà-ðèàíòàìè ïðåäñòàâëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ è äèàãðàììíîé òåõíèêè â êâàí-òîâîé òåîðèè ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ, íàïðèìåð, ê êíè-ãå Àáðèêîñîâà, �îðüêîâà è Äçÿëîøèíñêîãî [188℄.�àçîáüåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû H íà îñíîâíóþ ÷àñòü H0 è âîçìóùå-



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà607íèå (÷ëåí ñ âçàèìîäåéñòâèåì) Hint; ýòî ðàçáèåíèå óñëîâíî è äèêòóåòñÿòîëüêî êîíêðåòíîé ìîäåëüþ è óäîáñòâîì ðàáîòû ñ êîíêðåòíûìè áàçèñ-íûìè �óíêöèÿìè.Ââåäåì ìàòðèöó σ(τ); 0 < τ < β (ìàòðèöà σ áóäåò ÿâëÿòüñÿ àíàëîãîìS-ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ â òåîðèè ïîëÿ), îïðåäåëèâ åå ñîîòíîøåíèåì
e−τH = e−τ(H0+Hint) = e−τH0σ(τ); (12.4)

eτH = σ−1(τ)eτH0 .Ìàòðèöó σ íàçûâàþò ìàöóáàðîâñêèì îïåðàòîðîì ýâîëþöèè ïî àíàëî-ãèè ñ îáû÷íûì, âðåìåííûì îïèñàíèåì, òàê êàê îí îïèñûâàåò èçìåíåíèåñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âî ¾âðåìåíè¿ τ çà ñ÷åò äåéñòâèÿ âîçìóùåíèÿ.Âñå îïåðàòîðû ïîëåé ÷àñòèö â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ èìåþòâèä, ñõîæèé ñ ãåéçåíáåðãîâñêèì ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðîâ, íî ñ çàìå-íîé it→ τ ; H → H0:
A (τ) = eτH0Ae−τH0 ; A+ (τ) = eτH0A+e−τH0 . (12.5)Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà è âîçìóùåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, èìååì:
H (τ) = eτH0He−τH0; Hint (τ) = eτH0Hinte

−τH0 . (12.6)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãîàíñàìáëÿ ñ ïåðåìåííûì ÷èñëîì ÷àñòèö, â (12.6) ïîäðàçóìåâàåòñÿ H0 ⇒
H0 − µN . Îïåðàòîð H0 è îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö N íå çàâèñÿò îò ïàðà-ìåòðà τ :

H0 (τ) = eτH0H0e
−τH0 = H0; (12.7)

N (τ) = eτH0Ne−τH0 ⇒ eτ(H0−µN)Ne−τ(H0−µN) = N.Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû σ(τ), ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïåðâîåðàâåíñòâî â (12.4):
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−He−τH = e−τH0

∂σ(τ)

∂τ
−H0e

−τH0 , (12.8)îòêóäà
∂σ(τ)

∂τ
= −Hintσ (τ) . (12.9)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî σ (0) = 1, îêîí÷àòåëüíî ïî-ëó÷àåì:

σ (τ) = Tτexp


−

τ∫

0

Hint(τ
′)dτ ′


 , (12.10)ãäå ñèìâîë Tτ ñèìâîëèçèðóåò óïîðÿäî÷åíèå ïåðåìåííûõ τ ïî óáûâàíèþ[188℄, ò.å. âñå îïåðàòîðû äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû ñëåâà íàïðàâî â ïî-ðÿäêå óáûâàíèÿ τ . Áîëåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå Tτ -óïîðÿäî÷åíèÿ äëÿ äâóõïðîèçâîëüíûõ îïåðàòîðîâ:

Tτ {A(τ1)B(τ2)} =

{
A (τ1)B (τ2) , τ1 > τ2;

±B (τ2)A (τ1) , τ1 < τ2,
(12.11)âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò áîçåâñêèì îïåðàòîðàì, íèæíèé � �åðìè-åâñêèì. Âåðõíèé çíàê òàêæå ñîîòâåòñòâóåò ñìåøàííîìó ïðîèçâåäåíèþ�åðìè- è áîçå-îïåðàòîðîâ.Ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêæå �óíêöèþ σ äâóõ àðãóìåíòîâ τ1 è τ2

σ (τ1, τ2) = Tτexp



−
τ2∫

τ1

Hint(τ
′)dτ ′



 ; σ (τ, 0) = σ (τ) . (12.12)Îíà îáëàäàåò î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè:
σ (τ1, τ3) = σ (τ1, τ2) σ (τ2, τ3) ; τ1 > τ2 > τ3; (12.13)

σ (τ1, τ2) = σ(τ1)σ
−1(τ2).



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà609Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñ ó÷åòîì ìàò-ðèöû ïî âñåìó âðåìåííîìó èíòåðâàëó σ(β) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Z = Tr

(
e−βH

)
= Tr

(
e−τH0σ(β)

)
;

σ (β) = Tτexp



−
β∫

0

Hint(τ)dτ



 . (12.14)Ïîëó÷èì òàêæå âûðàæåíèå äëÿ ìàöóáàðîâñêîé �óíêöèè �ðèíà â ïðåä-ñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ [189℄:
Gσ1σ2 (i, j; τ1, τ2) = eβF

{
−Tr

[
e−βHeτ1Haiσ1e

−τ1Heτ2Ha+
jσ2
e−τ2H

]
; τ1 > τ2

∓Tr
[
e−βHeτ2Ha+

jσ2
e−τ2Heτ1Haiσ1e

−τ1H
]
; τ1 < τ2

=

= eβF





−Tr

[
e−βH0σ (β)σ−1(τ1)e

τ1H0aiσ1e
−τ1H0σ(τ1)σ

−1(τ2)e
τ2H0a+

jσ2
e−τ2H0σ(τ2)

]
;

∓Tr
[
e−βH0σ (β)σ−1(τ2)e

τ2H0a+
jσ2
e−τ2H0σ(τ2)σ

−1(τ1)e
τ1H0aiσ1e

−τ1H0σ(τ1)
]
;

= eβF





−Tr

[
e−βH0σ (β, τ1) e

τ1H0aiσ1e
−τ1H0σ(τ1, τ2)e

τ2H0a+
jσ2
e−τ2H0σ(τ2)

]
;

∓Tr
[
e−βH0σ (β, τ2) e

τ2H0a+
jσ2
e−τ2H0σ(τ2, τ1)e

τ1H0aiσ1e
−τ1H0σ(τ1)

]
;

=

= eβF

{
−Tr

[
e−βH0σ (β, τ1) aiσ1(τ1)σ(τ1, τ2)a

+
jσ2

(τ1)σ(τ2)
]
; τ1 > τ2

∓Tr
[
e−βH0σ (β, τ2) a

+
jσ2

(τ1)σ(τ2, τ1)aiσ1(τ1)σ(τ1)
]
; τ1 < τ2

,(12.15)ãäå
eβF = Tr

(
e−βH

)
= Tr

(
e−βH0σ(β)

)
. (12.16)Ó÷òåì îïðåäåëåíèå Tτ â (12.11) è ïîëó÷èì èç (12.14) è (12.13), ó÷è-òûâàÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè ïîä çíàêîì ñëåäà:

Gσ1σ2 (i, j; τ1, τ2) = −eβFTr
(
e−βH0Tτ

{
aiσ1(τ1)a

+
jσ2

(τ1)σ (β)
})
. (12.17)



610 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ�åçóëüòàò (12.17) ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîãî ñîîòíîøåíèÿ âðåìåí è äëÿ�åðìè-, è äëÿ áîçå-ñòàòèñòèêè.Îêîí÷àòåëüíî,
Gσ1σ2 (i, j; τ1, τ2) =

−Tr
(
e−βH0Tτ

{
aiσ1(τ1)a

+
jσ2

(τ1)σ (β)
})

Tr(e−βH0σ (β))
=

= − 1

Z
Tr
(
e−βH0Tτ

{
aiσ1 (τ1) a

+
jσ2

(τ1)σ (β)
})
. (12.18)�àññ÷èòàåì òåïåðü ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì-ìû. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ýêñïîíåíòó â (12.14) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì âîçìó-ùåíèÿ V ≡ Hint:

σ (β) = 1 −
β∫

0

V (τ)dτ +
1

2

β∫

0

dτ ′
β∫

0

dτ ′′Tτ {V (τ ′)V (τ ′′)} − · · · =

=
∞∑

n=0

(−1)n

n!

β∫

0

dτ1 . . .

β∫

0

dτn T τ {V (τ1) . . . V (τn)}. (12.19)Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìîæíî èñêëþ÷èòü �àêòîðèàëüíûå ìíîæèòåëè,ïåðåîáîçíà÷èâ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî ïîêà-çàòü (ó÷èòûâàÿ âðåìåííîå óïîðÿäî÷åíèå îïåðàòîðîâ â ïîäûíòåãðàëüíîìâûðàæåíèè), ÷òî
1

2!

β∫

0

β∫

0

dτ1dτ2 =

β∫

0

dτ1

τ1∫

0

dτ2; (12.20)
1

3!

β∫

0

β∫

0

β∫

0

dτ1dτ2dτ3 =

β∫

0

dτ1

τ1∫

0

dτ2

τ2∫

0

dτ3;

1

n!

β∫

0

β∫

0

. . .

β∫

0

dτ1dτ2 . . . dτn =

β∫

0

dτ1

τ1∫

0

dτ2 . . .

τn−1∫

0

dτn.



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà611Çàìåòèì, ÷òî àðãóìåíòû ðàñïîëàãàþòñÿ ñòðîãî ïî óáûâàíèþ, òàê ÷òî íåòíåîáõîäèìîñòè â îáîçíà÷åíèè Tτ . Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà òîãäà ïðèíèìàåòóäîáíûé äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ âèä
Z = Tr


e−βH0


1 −

β∫

0

dτ V (τ) +

β∫

0

dτ1

τ1∫

0

dτ2V (τ1)V (τ2) − ...




 .(12.21)Äèñêðåòíûé àíàëîã �îðìóëû (12.21) èìååò âèä

Z =

∞∑

N=0

∑

{n1, n2, . . . , nN}
τ1 < τ2 < · · · < τN

τN+1 ≡ τ1

(−△τ)N
N∏

k=0

(
〈nk | V (τk) | nk+1〉 e−(τk+1−τk)Ek

)
,

(12.22)ãäå V (τk) îáîçíà÷àåò îòäåëüíîå ñëàãàåìîå â âîçìóùåíèè V è ïî èñòîðè÷å-ñêîé òðàäèöèè íàçûâàåòñÿ êèíêîì, à øàã ìíèìîãî âðåìåíè△τ óñòðåìëåíê íóëþ. Âûâîä ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ïðèâåäåí â ïðèëîæåíèè 4. Çàìåòèì, ÷òîñîîòíîøåíèå (12.22) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçëîæå-íèåì äëÿ òðàåêòîðíîãî äèñêðåòíîãî ìåòîäà, åñëè ïðè âûâîäå ïðèíÿòü âêà÷åñòâå H0 ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, à â êà÷åñòâå V � êèíåòè÷åñêóþ.12.1.2. Îáùàÿ �îðìóëèðîâêà CTWL-àëãîðèòìàÏóñòü H0 è V îïèñûâàþò, ñîîòâåòñòâåííî, äèàãîíàëüíóþ è íåäèàãîíàëü-íóþ ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà â ïðåäñòàâëåíèè, îòâå÷àþùåì ïîëíîìó íàáîðó
|n〉 ñîáñòâåííûõ �óíêöèé H0, òàê ÷òî H0 |n〉 = En |n〉 . Áåç ïîòåðè îáù-íîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî íåäèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü çàïèñàíà ââèäå ñóììû ýëåìåíòàðíûõ ÷ëåíîâ Q, ïðè ýòîì èç-çà ïîëíîòû íàáîðà |n〉äåéñòâèå Q äîëæíî ïåðåâîäèòü îäíó ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ â äðóãóþ, íîèç ýòîãî æå íàáîðà:
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V =

∑

s

Qs; (12.23)
Qs |n〉 = −qmn(s) |m〉 ,ãäå qmn(s) � ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà èç |n〉 â m〉,çàâèñÿùèé îò Qs. Çíàê ìèíóñ â (12.23) âûáðàí äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãîðàññìîòðåíèÿ.Çàïèøåì ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà ýâîëþöèè σ â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå

Z = Tr
(
e−βH0σ(β)

) â áàçèñå |n〉 ñ ó÷åòîì (12.23):
σnm = δnm +

∑

s

β∫

0

dτ qnm (s) eτEnm + ...+ (12.24)
+
∑

s1,...,sk

β∫

0

dτk . . .

τ2∫

0

dτ1 qnp(sp)e
τkEnp . . . qlm (s1) e

τ1Elm + ...;ãäå Elm = El−Em. Çíàê ¾ìèíóñ¿ â ðàçëîæåíèè (12.21) ñîêðàòèëñÿ ñ ìè-íóñîì ïåðåä ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì (12.23). Ïðè ðàñ÷åòå (12.24) ìåæäóêàæäûìè íåäèàãîíàëüíûìè îïåðàòîðàìè ñíà÷àëà áûëè âñòàâëåíû ïîë-íûå íàáîðû ñîñòîÿíèé ∑
l

| l〉 〈 l| , íî �àêòè÷åñêè ñóììèðîâàíèå ïî ýòèìïðîìåæóòî÷íûì ïîëíûì íàáîðàì èñ÷åçëî, òàê êàê äåéñòâèå îïåðàòîðîâ
〈p | Qs | l〉 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïåðåõîä ìåæäó �óíêöèÿìè |p〉 è | l〉 .Ïîýòîìó ñòåïåíè ñâîáîäû â êàæäîé ñóììå îïðåäåëÿþòñÿ òåïåðü íàáîðà-ìè s1, . . . , sk, ñâÿçàííûìè ñ äåéñòâèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà íåäèàãîíàëüíûõîïåðàòîðîâ ñîðòîâ s1, . . . , sk. Òåïåðü íå ñîâîêóïíîñòü ñîñòîÿíèé |nj〉 ñî-ñòàâëÿåò ìãíîâåííóþ êîí�èãóðàöèþ ÌÊ, à ñîâîêóïíîñòü êèíêîâ qlp(s)äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ñóììû (12.24) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ýíåðãèÿìè ïåðå-õîäîâ Elp è âðåìåííûìè èíòåðâàëàìè τs. Ñõåìàòè÷íî ýòî ìîæíî ïðî-äåìîíñòðèðîâàòü â âèäå òðàåêòîðèé, ñõîäíûõ ñ âèäîì êîí�èãóðàöèé âäèñêðåòíîì òðàåêòîðíîì ìåòîäå. Íàïðèìåð, äëÿ ÷ëåíà ñóììû (12.24)
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bt2 t3

b

b

b

b

t1

x

n p l m

q (s )np 1

q (s )pl 2
q (s )lm 3

En Ep El Em

x

x

x
x�èñ. 12.3: Êîí�èãóðàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîìó èç ñëàãàåìûõ â ðàç-ëîæåíèè (12.24)

∑

s1,s2,s3

β∫

0

dτ3

τ3∫

0

dτ2

τ2∫

0

dτ1qnp(s1)e
τ1Enpqpl(s2)e

τ2Eplqlm(s3)e
τ3Elmñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìà ïîêàçàíà íà �èñ. 12.3.Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ âçàèìîäåéñòâèåì êîíå÷íîãî ðàäèóñà äåéñòâèÿ, òîýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà Qs1 èìååòñÿ ëèøüêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñóììû Qs2, íå êîììóòèðóþùèõ ñ íèì:

[Qs1 , Qs2] 6= 0.Ýòî îçíà÷àåò îòíîñèòåëüíóþ ëîêàëüíîñòü êàæäîãî êèíêà, ò.å. âîçìîæ-íîñòü ñîçäàâàòü è óíè÷òîæàòü åãî íåçàâèñèìî îò õðîíîëîãèè åãî ñ äðó-ãèìè (êîììóòèðóþùèìè) êèíêàìè. Ôàêòè÷åñêè ãëàâíûé ýëåìåíò êîí-�èãóðàöèè � êèíê ñîðòà s è åãî ïàðàìåòðû � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò qlp(s),äèàãîíàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïåðåõîäîâ Elp è åãî ïîëîæåíèå íà âðåìåííîé øêà-ëå τs (�èñ. 12.4).Äëÿ çàäàíèÿ ìãíîâåííîé �àçîâîé êîí�èãóðàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ(12.24) ñ ó÷åòîì õðîíîëîãè÷åñêîãî ïîðÿäêà âñåõ íåêîììóòèðóþùèõ îïå-ðàòîðîâ äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîãî êèíêà áëèæàéøèå ê íåìóïî âðåìåíè êèíêè, ñ êîòîðûìè îí íå ìîæåò áûòü ïåðåñòàâëåí ìåñòà-ìè (íàïðèìåð, èç-çà ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ). Ïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû
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bts

x

q (s)pl

Ep El

x
x

x
x�èñ. 12.4: Êèíê è åãî ïàðàìåòðûâñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíûìè è äåéñòâèòåëüíûìè, ìîæíîñ�îðìèðîâàòü ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ, êîòîðûé áóäåò ïåðåáèðàòü êîí-�èãóðàöèè. Ôàêòè÷åñêè CTWL-ìåòîä ÌÊ ïðîèçâîäèò ïîëíîå ñóììèðî-âàíèå �åéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì, à ïîòîìó, êàê óæå óïîìèíàëîñü, îí òàê-æå íàçûâàåòñÿ äèàãðàììíûì ìåòîäîì.Äàëåå äëÿ íàãëÿäíîñòè èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè àëãîðèò-ìà íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå äèñêðåòíîé ìîäåëè.12.1.3. CTWL-àëãîðèòì äëÿ äèñêðåòíîãî áàçèñà. Ñòàòèñòèêà Ôåð-ìè è ÁîçåÇäåñü áóäåò äåòàëüíî ðàññìîòðåí CTWL-ìåòîä [107, 108℄ íà ïðèìåðå ñè-ñòåì, îïèñûâàåìûõ ãàìèëüòîíèàíîì âèäà

H = −
∑

ij

tij
(
a+
i aj + h.c.

)
+
∑

i

△ini +
∑

ij

Vijninj . (12.25)Âîîáùå ãîâîðÿ, àìïëèòóäû ïåðåñêîêîâ tij , óçåëüíûå ýíåðãèè △i è àìïëè-òóäû ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Vij ìîãóò áûòü ëþáûìè.Áóäåì îäíîâðåìåííî îáñóæäàòü êàê �åðìè-, òàê è áîçå-ñòàòèñòèêó âìîäåëè (12.25), äëÿ ñëó÷àÿ Ôåðìè èãíîðèðóÿ ñïèíîâóþ ñòåïåíü ñâîáîäû.Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïîëîæèì ñíà÷àëà Vij = 0, îáîáùåíèÿ íà ñëó-÷àé íåíóëåâîãî ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
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i

j

ni

nj

ni-1

nj+1

tij

t

√
ni (nj + 1)tijdτe

τ(△i−△j)�èñ. 12.5: Ïåðåñêîê ÷àñòèöû ìåæäó óçëàìè i è j è ìíîæèòåëü, âíîñèìûéýòèì ïðîöåññîì â ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîí�èãóðàöèèâ ïðîöåññå èçëîæåíèÿ ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè.Óäîáíûì áàçèñîì äëÿ óçåëüíîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåëçàïîëíåíèÿ, òàê ÷òî çà âîçìóùåíèå âûáèðàåòñÿ íåäèàãîíàëüíàÿ â ýòîìáàçèñå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, è òîãäà êèíêîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåñêîê ÷àñòèöûìåæäó óçëàìè (�èñ. 12.5).Ìíîæèòåëü, âíîñèìûé ïðè ýòîì â ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîí�èãóðàöèèè ïîêàçàííûé íà �èñ. 12.5 � ñòàíäàðòíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, ðàññ÷è-òàííûé â ÷èñëàõ çàïîëíåíèÿ, ñ ó÷åòîì ýêñïîíåíòû îò ðàçíèöû ýíåðãèè
eτ(△i−△j), ñîãëàñíî (12.24). Îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñî-îòíîøåíèé äëÿ �åðìèîííîãî çíàêà, âûâåäåííûå ïðè ðàññìîòðåíèè äèñ-êðåòíîãî òðàåêòîðíîãî àëãîðèòìà ðàíåå, áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå â îò-äåëüíîì ðàçäåëå.Êàæäûé êèíê âíîñèò â ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ìàëûé ìíîæèòåëü ∼ dτ →
0, íî ýòî íå ïðåïÿòñòâóåò âû÷èñëåíèÿì, ïîòîìó ÷òî, êàê áóäåò ïîêàçàíîäàëåå, âçâåøèâàåòñÿ íå îòäåëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ, à èõ ñîâîêóïíîñòü âíåêîòîðîì èíòåðâàëå. Ìàëîñòü ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà â òî÷íîñòè êîìïåí-ñèðóåòñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âîçìîæíûõ òîïîëîãè÷åñêè ðàâíûõ êîí-�èãóðàöèé, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ðàñïîëîæåíèåì âðåìåí íà øêàëå ìíè-ìîãî âðåìåíè.Òèïè÷íàÿ ñèñòåìà òðàåêòîðèé ÷àñòèö ïîêàçàíà íà �èñ. 12.6. Ñëó÷àéíà �èñ. 12.6, à ñîîòâåòñòâóåò �åðìèîííîé ñòàòèñòèêå, íà �èñ. 12.6, á �áîçîííîé.�àçíàÿ òîëùèíà ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ îáîçíà÷àåò ðàçëè÷èå â ÷èñ-
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�èñ. 12.6: Ïðèìåð ñèñòåìû òðàåêòîðèé â àëãîðèòìå íåïðåðûâíîãî âðå-ìåíèëàõ çàïîëíåíèÿ. Îáîçíà÷èì ïîëíîå ÷èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ ÷å-ðåç J , ïðèáëèçèòåëüíî îíî áóäåò ðàâíî ÷èñëó ïåðåñêîêîâ, à òàê êàê ïî-ñëåäíåå çàâèñèò îò âåëè÷èíû âîçìóùåíèÿ, òî ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåñêîêîâìîæíî îöåíèòü êàê O(βLz |t|), ãäå L � ðàçìåð ñèñòåìû, z � ÷èñëî ñîñåäåé,íà êîòîðûå âîçìîæåí ïåðåñêîê. Òåïåðü èí�îðìàöèþ î òðàåêòîðèÿõ ìîæ-íî õðàíèòü ãîðàçäî áîëåå ýêîíîìíûì ñïîñîáîì ïî ñðàâíåíèþ ñ äèñêðåò-íûì òðàåêòîðíûì ìåòîäîì: õðàíÿòñÿ ëèøü ñâåäåíèÿ î äëèíå, ïîëîæåíèèãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ, èõ ÷èñëå çàïîëíåíèÿ è êèíêå, çàâåðøàþùåìãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê, à òàêæå ñâåäåíèÿ î áëèæàéøèõ ê âûáðàííî-ìó êèíêó äðóãèõ êèíêîâ, ñ êîòîðûìè îí íå ìîæåò ïîìåíÿòüñÿ ïî øêàëåâðåìåíè, íå ìåíÿÿ òîïîëîãèè êîí�èãóðàöèè (òàêèå êèíêè íàçûâàþòñÿàññîöèàòèâíûìè ñîñåäÿìè).Â òàêîé ñèñòåìå ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì èçìåíåíèÿ êîí�èãóðàöèè ÿâ-ëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ïðîöåäóðà kink-antikink : íà ïðÿìîì ó÷àñòêå òðà-åêòîðèè ââîäèòñÿ ïåðåñêîê íà äðóãîé óçåë è îáðàòíî (�èñ. 12.7).Çàìåòèì, ÷òî ýòîò òèï èçìåíåíèÿ òðàåêòîðèè è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-íûì äëÿ äèñêðåòíîãî òðàåêòîðíîãî àëãîðèòìà. Îäíàêî ñ ïîìîùüþ ýòîéïðîöåäóðû íåâîçìîæíî èçìåíèòü winding numbers òðàåêòîðèè ÷àñòèöû.Ïîýòîìó, ñòàðòîâàâ ñ êîí�èãóðàöèè ñ êàêèì-ëèáî çàäàííûì ÷èñëîì îáî-ðîòîâ, ñèñòåìà âñå âðåìÿ áóäåò îñòàâàòüñÿ ñ ýòèì æå ÷èñëîì. Ñ äðóãîé
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0

i

j

i

j
t1 t2�èñ. 12.7: Ïðîöåäóðà kink-antikinkñòîðîíû, âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó äàþò êîí�èãóðàöèè ñî âñåìèwinding numbers, è ïîòîìó òàêîé íàáîð ïðîöåäóð íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïîëíûì,à àëãîðèòì � ýðãîäè÷åñêèì. Ïîìèìî ïðîöåäóðû kink-antikink òðåáóþòñÿãëîáàëüíûå îáíîâëåíèÿ ñèñòåìû, èçìåíÿþùèå ÷èñëà îáîðîòîâ òðàåêòî-ðèé.Ïîìèìî winding numbers, â ñèñòåìå îñòàåòñÿ �èêñèðîâàííûì è ïîë-íîå ÷èñëî ÷àñòèö. Íî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ áîëåå óäîáíî â áîëüøîìêàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå, ò.å. ñ íå�èêñèðîâàííûì ÷èñëîì ÷àñòèö. Â ýòîìñëó÷àå ñõåìà ñòàíîâèòñÿ áîëåå ý��åêòèâíîé äëÿ îáíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé,÷òî çíà÷èòåëüíî ýêîíîìèò âû÷èñëèòåëüíîå âðåìÿ, è âû÷èñëåíèÿ èäóò ãî-ðàçäî ñòàáèëüíåå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñõåìà ìîãëà ðàáîòàòü ñ ïåðåìåííûì÷èñëîì ÷àñòèö, â ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ââåñòè �èêòèâíîå ñëàãàåìîå àì-ïëèòóäû η:

△H = η
∑

i

(
a+
i + ai

)
; (12.26)êðîìå òîãî, äëÿ ïåðåõîäà â áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü â ãàìèëüòî-íèàí íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñëàãàåìîå ñ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì. Èòîãî-âûé ãàìèëüòîíèàí ïðèìåò âèä

H = η
∑

i

(
a+
i + ai

)
−
∑

ij

tij
(
a+
i aj + h.c.

)
+
∑

i

(△i−µ)ni. (12.27)
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−√
ni + 1ηdτe−τ(△i−µ)�èñ. 12.8: Êèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå �èêòèâíîìó ñëàãàåìîìó (12.26)Ôèêòèâíîìó ñëàãàåìîìó (12.26) â ãàìèëüòîíèàíå ñîîòâåòñòâóþò êèíêè,ñîçäàþùèå ðàçðûâû òðàåêòîðèé (�èñ. 12.8).Ôèêòèâíîå ñëàãàåìîå òàêîãî âèäà ìîæíî ââåñòè èç ñëåäóþùèõ ñîîá-ðàæåíèé. �àññìîòðèì ìàöóáàðîâñêóþ �óíêöèþ �ðèíà â ïðåäñòàâëåíèèâçàèìîäåéñòâèÿ:

G (i, j; τ1, τ2) = − 1

Z
Tr
(
e−βH0T

{
ai (τ1) a

+
j (τ2) σ(β)

})
. (12.28)Ôàêòè÷åñêè, ðàçëè÷èå â ðàñ÷åòå �óíêöèè �ðèíà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷å-òîì ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû � â íàëè÷èè äâóõ äîáàâî÷íûõ êèíêîâ, ñîîò-âåòñòâóþùèõ îïåðàòîðàì ai (τ1) è a+

j (τ2), óíè÷òîæàþùèì èëè ðîæäàþ-ùèì ÷àñòèöó (è åå òðàåêòîðèþ).Ïî-äðóãîìó, ìîæíî ââåñòè òî÷å÷íûé èñòî÷íèê (âíåøíåå ïîëå) â äåé-ñòâèå
β∫

0

V (τ)dτ ⇒
β∫

0

V (τ)dτ +
∑

ij

β∫

0

[
η∗i (τ) ai (τ) + ηj (τ) a+

j (τ)
]
dτ (12.29)è îïðåäåëèòü �óíêöèþ �ðèíà êàê âàðèàöèþ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (ìà-òåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå �óíêöèè �ðèíà êàê �óíêöèè òî÷å÷íîãî èñ-òî÷íèêà):

G (i, j; τ1, τ2) = − 1

Z

δ2Z

δηi (τ1) δη∗j (τ2)

∣∣∣∣
ηi,ηj→0

, (12.30)
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�èñ. 12.9: Ïðèìåð ñèñòåìû òðàåêòîðèé ñ �èêòèâíûìè ñëàãàåìûìè÷òî ïðèâîäèò ê �èêòèâíîìó ñëàãàåìîìó (12.26).Òåïåðü ìíîæåñòâî âàðèàíòîâ êîí�èãóðàöèé ñ çàìêíóòûìè òðàåêòî-ðèÿìè îêàçàëîñü äîïîëíåííûì �èêòèâíûìè êîí�èãóðàöèÿìè òðàåêòî-ðèé ñ ðàçðûâàìè. Ïðèìåðû êîí�èãóðàöèé ìèðîâûõ ëèíèé ñ ðàçðûâàìèïîêàçàíû íà �èñ. 12.9. Ñëó÷àé íà �èñ. 12.9, à ñîîòâåòñòâóåò �åðìèîííîéñòàòèñòèêå, íà �èñ. 12.9, á � áîçîííîé.�àçðûâû, ïåðåìåùàÿñü ïî ñèñòåìå, ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ è âçàèìíî óíè-÷òîæàòüñÿ íà ëþáîì óçëå, èçìåíÿÿ ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â ñèñòåìå è ÷èñ-ëà îáîðîòîâ òðàåêòîðèé. Ñïîñîáû ðîæäåíèÿ, ïåðåäâèæåíèÿ è óíè÷òîæå-íèÿ ðàçðûâîâ îáñóæäàþòñÿ íèæå. �àçîìêíóòûå òðàåêòîðèè ñ ðàçðûâàìèíàçûâàþòñÿ ÷åðâÿìè (worms), à ñàì àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ ÷åðâÿ÷íûì àë-ãîðèòìîì (worm algorithm).Òàêèå �èêòèâíûå (âèðòóàëüíûå) ñîñòîÿíèÿ ñ ïðèñóòñòâèåì ÷åðâåé÷ðåçâû÷àéíî óñêîðÿþò ñõîäèìîñòü. Êîíöû (õâîñòû) òðàåêòîðèé êàê áûñêàíèðóþò �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî, ý��åêòèâíî åãî îáíîâëÿÿ, ïåðèîäè÷å-ñêè çàìûêàÿñü â ðåàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè. Îò-íîñèòåëüíî íå÷àñòîå ïîÿâëåíèå âî âðåìÿ ðàñ÷åòà çàìêíóòûõ êîí�èãóðà-öèé âñå æå äîñòàòî÷íî äëÿ ý��åêòèâíîãî ðàñ÷åòà; êðîìå òîãî, ÷àñòîòóïîÿâëåíèÿ ðåàëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ðåãóëèðîâàòü âåëè÷èíîé η.Äåéñòâèòåëüíî, êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ñðåäíèå îò �èçè÷åñêèõ âåëè-
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�èñ. 12.10: Ïàðà ïðîöåññîâ reation-annihilation: à � ñ óâåëè÷åíèåì, á �ñ óìåíüøåíèåì ÷èñëà ÷àñòèö÷èí ïî-ïðåæíåìó âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñîñòîÿíèÿì áåç ðàçðûâîâ. Ôèêòèâ-íûå ñîñòîÿíèÿ òàêæå íåñóò �èçè÷åñêóþ èí�îðìàöèþ, òàê êàê, ñîãëàñíî(12.28), (12.30), îòðàæàþò ñòàòèñòèêó ìàöóáàðîâñêîé �óíêöèè �ðèíà. Âñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîí�èãóðàöèè áåç ðàçðûâîâ ìíîæèòåëü η íå âõîäèò, àïîòîìó ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñòàòèñòè÷åñêèìè âåñàìè ñîñòîÿíèé áåç ÷åð-âåé îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå η ìîæíî âûáèðàòüïðîèçâîëüíî, èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà è ñêîðîñòè ðàñ÷åòà. Òàêæåìîæíî íàëîæèòü çàïðåò íà ïîÿâëåíèå âòîðîãî ÷åðâÿ, òîãäà âåðîÿòíîñòüçàìûêàíèÿ äâóõ êîíöîâ ÷åðâÿ áóäåò ∼ 1/(βτL)2, è äëÿ ý��åêòèâíîé ðà-áîòû àëãîðèòìà ñëåäóåò âûáèðàòü η ∼ 1/βτL. Òàêîå îãðàíè÷åíèå îáû÷-íî äîïóñòèìî, èñêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò òîëüêî íåêîòîðûå ñïåöè�è÷åñêèåñëó÷àè. Íàïðèìåð, â ñïèíîâîé ñèñòåìå ïîïåðå÷íîå ìàãíèòíîå ïîëå âíîñèòâ ãàìèëüòîíèàí òàêîå æå ñëàãàåìîå ñ îäèíî÷íûìè îïåðàòîðàìè ðîæäå-íèÿ è óíè÷òîæåíèÿ (12.26), íî óæå íå �èêòèâíîå, à ðåàëüíîå, ïîýòîìó âòàêîé ñèñòåìå íåëüçÿ íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ÷åðâåé.Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûå ïðîöåññû îáíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé, �îðìèðó-þùèå ñòàòèñòèêó, � ïðîöåäóðû èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé ðàçðûâîâ òðàåêòî-ðèé (÷åðâåé). �àññìîòðèì èõ ïîäðîáíåå.Äëÿ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷åðâåé èñïîëüçóåòñÿ ïàðà ïðîöåññîâreation-annihilation: íà ïóñòîì ó÷àñòêå ïîÿâëÿåòñÿ ó÷àñòîê ñ óâåëè÷åí-íûì ÷èñëîì ÷àñòèö, èëè, íàîáîðîò, â òðàåêòîðèè ïîÿâëÿåòñÿ ðàçðûâ(�èñ. 12.10).Äëÿ èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà êèíêîâ èñïîëüçóþòñÿ ïðîöåññû jump-antijump
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i

j

ni

nj

tmin

t

tmax tmin tmax

nj-1

ni nini+1

tnj nj-1

а

i

j

ni

nj

tmin

t

tmax tmin tmax

nj-1

ni nini-1

t nj

б

nj-1

i

i

i

i

�èñ. 12.11: Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé jump-antijump (à) èreonnetion-antireonnetion (á ). Ïîêàçàíû ïðîöåäóðû äëÿ îäíîãî èçõâîñòîâ ÷åðâÿ. Àíàëîãè÷íûå ïðîöåäóðû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ äðóãîãî õâî-ñòà. τmax ñîâïàäàåò ïî âðåìåíè ñ õâîñòîì ÷åðâÿ, τmin îãðàíè÷åíî ñëåâàâðåìåíåì áëèæàéøåãî êèíêà íà óçëàõ i è j(õâîñò ÷åðâÿ ïåðåáðàñûâàåòñÿ íà äðóãîé óçåë) è reonnetion-antireonnetion� òî æå, ÷òî è jump-antijump, íî â äûðî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (�èñ. 12.11).Äëÿ ý��åêòèâíîãî ïåðåìåùåíèÿ õâîñòîâ ÷åðâÿ ïî ñèñòåìå íåîáõîäè-ìî ââåñòè ïðîöåäóðó ñäâèãà õâîñòà ïî âðåìåíè � shift (�èñ. 12.12).Âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå ïðîöåäóðû èçìåíåíèÿ êîí�èãóðàöèé îòíî-ñÿòñÿ òîëüêî ê îêðåñòíîñòÿì õâîñòîâ ÷åðâÿ; äëÿ óñêîðåíèÿ èçìåíåíèéìîæíî ââåñòè òàêæå è ïðîöåäóðó ñäâèãà êèíêà ïî âðåìåíè (�èñ. 12.13).�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî êàæäóþ èç ýòèõ ïðîöåäóð.1. Ïðîöåäóðà reation-annihilation. �àññìîòðèì âàðèàíò ñ óâåëè÷å-íèåì ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ni → ni + 1 íà âðåìåííîì èíòåðâàëå (τ1, τ2) (ñì.�èñ. 12.10, à). Åñëè ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ñòàðîé êîí�èãóðàöèè îáîçíà÷èòü
W (old), òî ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ íîâîé êîí�èãóðàöèè

W (new) = W (old)(−ηidτ
√
ni + 1)

2
e−(τ2−τ1)(△i−µ). (12.31)Óðàâíåíèå äåòàëüíîãî áàëàíñà äëÿ ýòîé ïàðû ïðîöåññîâ èìååò âèä
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tmin

t

tmax

i

i
i

i�èñ. 12.12: Ïðîöåäóðà shift ñäâèãà õâîñòà ÷åðâÿ. τmin è τmax îãðàíè÷åíûâðåìåíàìè áëèæàéøèõ êèíêîâ
i

j

tmin

t

tmax

i

i

i i�èñ. 12.13: Ïðîöåäóðà shift ñäâèãà êèíêà. τmin è τmax îãðàíè÷åíû âðåìå-íàìè áëèæàéøèõ êèíêîâ íà óçëàõ i è j



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà623
W (old)P→p→ = W (new)P←p←, (12.32)ãäå p � âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû; P � âåðîÿòíîñòü âûçîâà ïðî-öåäóðû â àëãîðèòìå.Ìåñòî äåéñòâèÿ ïðÿìîé ïðîöåäóðû âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî â îäíîì èç

J ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ â ñèñòåìå ìèðîâûõ ëèíèé, ïîýòîìó âåðîÿò-íîñòü P→ âûçîâà ïðÿìîé ïðîöåäóðû ðàâíà 1/J . Îáðàòíàÿ æå ïðîöåäóðàñðàçó îáðàùàåòñÿ ê ó÷àñòêó ìåæäó äâóìÿ õâîñòàìè (òàê êàê îí åäèíñòâå-íåí â äàííîì àëãîðèòìå), è ïîýòîìó P← = 1, ïðè ýòîì îáðàòíàÿ ïðîöå-äóðà íå ðåàëèçóåòñÿ, åñëè ìåæäó õâîñòàìè íåò ïðÿìîëèíåéíîãî ó÷àñòêàâ äàííûé ìîìåíò.Ñîãëàñíî àëãîðèòìó Ìåòðîïîëèñà,
p→
p←

=

{
Wc, Wc < 1;

1, Wc ≥ 1.
(12.33)ãäå

Wc =
W (new)

W (old)

P→
P←

= J(−ηidτ
√
ni + 1)

2
e−(τ2−τ1)(△i−µ).Âûðàæåíèå (12.33) ïðèâîäèò ê íåý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè ïðîöåäó-ðû, òàê êàê

p→
p←

∼ (dτ)2 → 0. (12.34)×òîáû ðåøèòü ýòó ïðîáëåìó, íóæíî ñðàâíèâàòü íå äâå êîíêðåòíûå êîí-�èãóðàöèè (îäíà ñ íîâûì ÷åðâåì, à äðóãàÿ � ñ åãî îòñóòñòâèåì íà âû-áðàííîì ãîðèçîíòàëüíîì ó÷àñòêå) à êëàññû êîí�èãóðàöèé. Ñðàâíèì êîí-�èãóðàöèþ áåç ÷åðâÿ ñ ñîâîêóïíîñòüþ êîí�èãóðàöèé, äëÿ êîòîðûõ ðîæ-äåííûé ÷åðâü ðàñïîëîæåí íå êîíêðåòíî ïðè τ1 è τ2, à â èíòåðâàëå
τmin ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ τmax.Âðåìåííîå ¾îêíî¿ τmin÷τmax äëÿ ýòîãî êëàññà âûáèðàåòñÿ â ïðåäåëàõ ãî-ðèçîíòàëüíîãî ó÷àñòêà; îíî ìîæåò áûòü è ìåíüøå èç-çà âîçìîæíîãî íà-ëè÷èÿ àññîöèàòèâíûõ êèíêîâ, ñâÿçàííûõ ñ äàëüíîäåéñòâèåì (�èñ. 12.14):
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btmin

x

x
x

x
x

tmax

i

�èñ. 12.14: Âðåìåííîå îêíî íà óçëå i ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî èç-çà ïðè-ñóòñòâèÿ àññîöèàòèâíûõ êèíêîâÑóììàðíûé ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ W R

new òàêîãî êëàññà òðàåêòîðèé (ïîñðàâíåíèþ ñ ñèòóàöèåé áåç ÷åðâÿ) èìååò, ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ (12.24),ñëåäóþùèé âèä:
W

R

new

W
R

old

= η2
i (ni + 1)

τmax∫

τmin

dτ2

τmax−τ2∫

τmax

dτ1e
(τ2−τ1)(△i−µ); (12.35)òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â (12.33) áóäåò:

p→
p←

=
W

R

new

W
R

old

P→
P←

= Jη2
i (ni + 1) Z2 (τmax − τmin,△i − µ) ; (12.36)

Z2 (τ, Q) =
eτQ − τQ− 1

Q2
.Âèäíî, ÷òî êâàäðàò ìàëîñòè ïî ìíèìîìó âðåìåíè (dτ)2 îòñóòñòâóåò, èâåðîÿòíîñòè ïðèíÿòü èëè îòâåðãíóòü íîâóþ êîí�èãóðàöèþ îêàçûâàþòñÿïîðÿäêà åäèíèöû.Åñëè, ñîãëàñíî (12.33), íîâûé êëàññ êîí�èãóðàöèé ïðèíÿò, ò.å. íàñëåäóþùåì øàãå ÌÊ ïðîèçîéäåò èçìåíåíèå êîí�èãóðàöèè, òî âíóòðè



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà625êëàññà âîçìîæíûõ íîâûõ êîí�èãóðàöèé íåîáõîäèìî âûáðàòü êîíêðåò-íóþ êîí�èãóðàöèþ ñ îïðåäåëåííûìè τ1 è τ2. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòè âûáîðà τ1 è τ2 � ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ
W→ (τ1, τ2) =

e(τ2−τ1)(△i−µ)

Z2(τmax − τmin,△i − µ)
, (12.37)ãäå Z2 (ñì. (12.36)) âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ïîëíîé âåðîÿò-íîñòè:

1 =

τmax∫

τmin

dτ2

τmax−τ2∫

τmax

dτ1W→ (τ1, τ2). (12.38)Â ñëó÷àå ðîæäåíèÿ ÷åðâÿ â äûðî÷íîì çàïîëíåíèè (ñì. �èñ. 12.11, á )åäèíñòâåííîå îòëè÷èå áóäåò â òîì, ÷òî â �îðìóëàõ ïåðåä (△i − µ) âåçäåïîÿâèòñÿ çíàê ìèíóñ. Ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ Z2, τ1 è τ2 è èõ âûâîäïðèâåäåíû â ïðèë. 5.Â ïðèíöèïå, ðàññìîòðåííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî òðàêòîâàòü è ïî-äðóãîìó,êàê áóäòî â íåé ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèå íå ñ êëàññîì òðàåêòîðèé, à âñå-òàêè ñ ìãíîâåííîé êîí�èãóðàöèåé ñ çàäàííûìè τ1 è τ2, íî òîãäà ñëåäóåòâ óðàâíåíèå áàëàíñà ÿâíî âñòàâèòü íîðìèðîâàííóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-ñòè âûáîðà ýòîé êîíêðåòíîé êîí�èãóðàöèè:
W (old)P→p→W→ (τ1, τ2) = W (new)P←p←, (12.39)÷òî íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì (12.33), (12.36).Åñëè íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü îáðàòíóþ ïðîöåäóðó èñ÷åçíîâåíèÿ (annihilation)ïðÿìîãî êóñêà òðàåêòîðèè ñ çàïîëíåíèåì (ni + 1) → ni îò τ1 äî τ2, òî,ñîãëàñíî äåòàëüíîìó áàëàíñó, åå âåðîÿòíîñòü áóäåò îáðàòíà âåðîÿòíîñòèïðÿìîé ïðîöåäóðû:

p←
p→

=

{
Wa, Wa < 1;

1, Wa ≥ 1,
(12.40)
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�èñ. 12.15: Ïðîöåäóðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïàðû êèíê-àíòèêèíêãäå

Wa =
W (old)

W (new)

P→
P←

=
1

(J − 2)(ηi
√
ni + 1)

2
Z2(τmax − τmin,△i − µ)Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò âûáîð τ1 è τ2, òàê êàê ýòèòî÷êè óæå èìåþòñÿ. Ìíîæèòåëü (J−2) â çíàìåíàòåëå ó÷èòûâàåò óìåíü-øåíèå êîëè÷åñòâà ïðÿìûõ êóñêîâ òðàåêòîðèé ïîñëå ðåàëèçàöèè ïðîöå-äóðû.Ïðîöåäóðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïàðû êèíê-àíòèêèíê ñ èçìåíå-íèåì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ni ↔ ni − 1; nj ↔ nj + 1 íà ó÷àñòêå îò τ1 äî τ2(�èñ. 12.15) ïî÷òè ñîâïàäàþò ñ ïðîöåäóðîé reation-annihilation, ïîýòîìóíå áóäåì èõ îáñóæäàòü îòäåëüíî, à îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà îòëè÷èÿõ.Â ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñòâèÿìè îïåðàòîðîâ â âûðàæåíèè äëÿ âåðîÿòíî-ñòåé ñëåäóåò ïðîèçâåñòè çàìåíó

η2
(√

ni + 1
)2 → t2ijni (nj + 1) . (12.41)Êðîìå òîãî, íåñêîëüêî èíûìè áóäóò âåðîÿòíîñòè âûçîâà ïðîöåäóð. Åñëèïðÿìàÿ ïðîöåäóðà ðåàëèçóåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì � ÷åðåç îáðàùåíèåê äèàãîíàëüíîìó ó÷àñòêó ñðåäè J èìåþùèõñÿ, òî âåðîÿòíîñòü âûçîâàïðÿìîé ïðîöåäóðû áóäåò P→ = 1/J (ïðè ýòîì ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå íàñîñåäíåì óçëå äèàãîíàëüíîãî ó÷àñòêà � åñëè åãî íåò, ïðîöåäóðà îòâåð-ãàåòñÿ). Îáðàòíàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ íà ëþáîì äèàãîíàëü-íîì ó÷àñòêå, åñëè îí îêàí÷èâàåòñÿ ñëåâà è ñïðàâà îäèíàêîâûì êèíêîìñ ïðûæêîì íà îäèí è òîò æå ñîñåäíèé óçåë ïðè óñëîâèè, ÷òî ìåæäó



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà627ýòèìè êèíêàìè íà îáîèõ óçëàõ � òîëüêî ïðÿìûå òðàåêòîðèè, ïîýòîìó âå-ðîÿòíîñòü P← = 1/J ðàññ÷èòûâàåòñÿ òàê æå. Ñëåäóåò ó÷åñòü òîëüêî, ÷òîïîñëå ïðÿìîé (îáðàòíîé) ïðîöåäóðû ÷èñëî ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ èç-ìåíÿåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì J+4 èëè J−4, ñîîòâåòñòâåííî. Èòîãîâûåâûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé òàêèå:
p→
p←

=






Wc = W (new)

W (old)
P→
P←

=

= J
J+4

t2ijni (nj + 1) Z2(τmax − τmin,△j −△i), W c < 1,

1, Wc ≥ 1. (12.42)
p←
p→

=





Wa = W (old)

W (new)
P←
P→

=

= J−4
J

1
t2ijni(nj+1) Z2(τmax−τmin,△j−△i)

, W a < 1,

1, Wa ≥ 1.Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èñ÷åçàåò èç âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé, ÷òîîòðàæàåò �àêò ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ïðîöåäóðå kink-antikink.Çàìåòèì, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà � äîïîëíèòåëüíàÿ, åå ïî ÷àñòÿì ïîëíî-ñòüþ ðåàëèçóåò ïðîöåäóðà jump-antijump.2. Ïðîöåäóðà jump-antijump. Ýòî ïðîöåññ ïåðåáðîñà õâîñòà òðàåêòî-ðèè íà äðóãîé ïðîñòðàíñòâåííûé óçåë. �àññìîòðèì âàðèàíò ïðîöåññà ñó÷àñòèåì ïðàâîãî õâîñòà (ñì. �èñ. 12.11, à)). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìåíÿ-åòñÿ òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïîëîæåíèå õâîñòà, à âðåìåííàÿ ïåðå-ìåííàÿ îñòàåòñÿ òà æå. Ñàì ïðûæîê (êèíê) òðàåêòîðèè ìîæåò ïðîèçîéòèâ ëþáîì ìåñòå τ âî âðåìåííîì îêíå τmin ≤ τ ≤ τmax.Ñíà÷àëà ñðàâíèì âåñà ìãíîâåííûõ îäèíî÷íûõ êîí�èãóðàöèé ñ ¾ïðÿ-ìûì¿ õâîñòîì è ñ ¾èçîãíóòûì¿, ïåðåáðîøåííûì íà ñîñåäíèé óçåë:
W (old) ∼ (−dτηi

√
ni)e

−(τmax−τmin)(△i−µ); (12.43)
W (new) ∼

(
−dτηj

√
nj + 1

) (
dτtij

√
ni(nj + 1)

)
×
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×e−(τmax−τmin)(△i−µ)e−(τ−τmin)(△j−µ),ãäå W (old) � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîí�èãóðàöèè ñ ¾ïðÿìûì¿ õâîñòîì òðà-åêòîðèè; W (new) � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîí�èãóðàöèè ñ ¾èçîãíóòûì¿ ÷åð-âåì. Òîãäà èõ îòíîøåíèå

W (new)

W (old)
= dτtij

ηj
ηi

(nj + 1)e(τ−τmin)(△j−△i). (12.44)Ñîîòíîøåíèå (12.44) íåý��åêòèâíî, òàê êàê îòíîøåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõâåñîâ ∼ dτ . Îïÿòü ðàññìîòðèì êëàññ òðàåêòîðèé, òîïîëîãè÷åñêè ñîâïà-äàþùèõ ñ ¾èçîãíóòîé¿ òðàåêòîðèåé, ó êîòîðûõ ïðûæîê ÷åðâÿ (êèíê) íå�èêñèðîâàí ïðè çàäàííîì τ , à íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå τmin ≤ τ ≤ τmax.Ñðàâíèì èñõîäíóþ òðàåêòîðèþ ñ ïðÿìûì õâîñòîì ñ ýòèì êëàññîì òðà-åêòîðèé. Âðåìåííîå îêíî τmin÷τmax âûáåðåì ñîãëàñíî �èñ. 12.11, à. Îáî-çíà÷èì Q ≡ △j −△i, òîãäà äëÿ èíòåãðàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé èìååì:
W

R

new

W
R

old

= tij
ηj
ηi

(nj + 1)

τmax∫

τmin

dτ2

τmax−τ2∫

τmax

dτ1e
(τ2−τ1)Q =

= tij
ηj
ηi

(nj + 1)Z1 (τmax − τmin, Q) , (12.45)è ìàëîñòü dτ èñ÷åçàåò. Èíòåãðàë Z1 â (12.45) ðàâåí
Z1 (τ, Q) =

eτQ − 1

Q
. (12.46)Âåðíåìñÿ ê ìãíîâåííûì êîí�èãóðàöèÿì è ïîïðîáóåì âûâåñòè (12.45)ïî-äðóãîìó, áåç èíòåãðàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âû-áîðà êîíêðåòíîé êîí�èãóðàöèè òèïà jump (ñì. �èñ. 12.11) ñ ïðûæêîì âòî÷êå τ ðàâíà íîðìèðîâàííîé ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè â (12.45):

W→ (τ) =
e(τ−τmin)Q

Z1(τmax − τmin, Q)
; (12.47)ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå áàëàíñà èìååò âèä
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W (old)P→p→W→ (τ) = W (new)P←p←. (12.48)Âåðîÿòíîñòü P→ âûáðàòü èìåííî óçåë j ïðîïîðöèîíàëüíà 1/z, ãäå z � ÷èñ-ëî ñîñåäåé, íåîáÿçàòåëüíî áëèæàéøèõ, íà êîòîðûå âîçìîæåí ïåðåñêîê ñóçëà i, â òî âðåìÿ êàê îáðàòíûé ïðîöåññ ìîæåò ïðîèçîéòè åäèíñòâåííûìñïîñîáîì. Âûáîðà ïðàâîãî (ëåâîãî) õâîñòà â äàííîì ñëó÷àå íåò, ïîýòîìó,ó÷èòûâàÿ òàêæå (12.44), äëÿ ïðîöåäóðû jump ïîëó÷àåì:

p→
p←

=

{
Wjump, Wjump < 1;

1, Wjump ≥ 1,
(12.49)ãäå

Wjump = z
W (new)

W (old)
W→ (τ) = = ztij

ηj
ηi

(nj + 1)Z1 (τmax − τmin, Q) ,÷òî ñ ó÷åòîì âåðîÿòíîñòè îáðàùåíèÿ 1/z ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëüíûìâàðèàíòîì (12.45). Ôîðìóëû äëÿ âûáîðà êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ τ ñîãëàñ-íî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (12.47) ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè 5.Âåðîÿòíîñòü îáðàòíîãî ïðîöåññà antijump ïîëó÷àåì èç (12.49) ñ ó÷å-òîì äåòàëüíîãî áàëàíñà (12.48):
p←
p→

=

{
Wantijump, Wantijump < 1;

1, Wantijump ≥ 1.
(12.50)ãäå

Wantijump =
W (old)

zW (new)W→ (τ)
= =

ηi
zηjtij(nj + 1)Z1(τmax − τmin, Q)

,Ïðîöåäóðà reonnetion-antireonnetion äëÿ ëåâîãî õâîñòà èäåíòè÷íàïðîöåäóðå jump-antijump äëÿ ïðàâîãî õâîñòà (ñì. �èñ. 12.11, á ) ñ òîéëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ìíîæèòåëü Q èçìåíèò çíàê. Ôîðìóëû äëÿ äðóãîãîõâîñòà îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåäåííûõ òîëüêî ïåðåîïðåäåëåíèåì τmin è τmax.3. Ñäâèã (shift) õâîñòà ÷åðâÿ. Ïðîöåññ ñäâèãà íå íóæäàåòñÿ â îáðàò-íîì ïðîöåññå, ïîòîìó ÷òî ñàì ñåáå ñëóæèò îáðàòíûì ïðîöåññîì. Âûâåäåìáàëàíñ äëÿ ñäâèãà ïðàâîãî õâîñòà èç τ â τ2 6= τ (ñì. �èñ. 12.12):
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W (old) ∼ (−ηidτ)e−(τ−τmin)(△i−µ); (12.51)
W (new) ∼ (−ηidτ) e−(τ2−τmin)(△i−µ).Îáîçíà÷èì µ − △i ≡ Q è âûáåðåì â êà÷åñòâå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

W (τ) = 1
Z1
e(τ−τmin)Q; òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ê íîâîé êîí�èãóðàöèè

R ≡ p→
p←

= 1, ò.å. ïðîöåññ ñäâèãà ïðîèñõîäèò áåçóñëîâíî. Îñòàíåòñÿ òîëü-êî, ñîãëàñíî W (τ), âûáðàòü êîíêðåòíîå çíà÷åíèå τ .4. Ñäâèã (shift) ïåðåñêîêà. Òåïåðü Q ≡ △j−△i; âåðîÿòíîñòü âûáðàòüíîâûé ìîìåíò ìíèìîãî âðåìåíè äëÿ ïåðåñêîêà ðàâíà
W (τ) =

1

Z1(τmax − τmin, Q)
e(τ−τmin)Q. (12.52)Êàê è ñäâèã õâîñòà, ñäâèã ïåðåñêîêà ïðîèñõîäèò áåçóñëîâíî.Òàêèì îáðàçîì, â àëãîðèòìå âñå ïðîöåäóðû ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà êëàñ-ñà � èìåþùèå äåëî ñ îäíîé íåèçâåñòíîé òî÷êîé âî âðåìåíè τ (jump,reonnetion, shift) è ñ äâóìÿ � τ1 è τ2 (reation-annihilation, kink-antikink),è îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ åäèíîé ñõåìû è îäèíàêîâûìè �îðìóëàìè.Èòîãîâàÿ ñõåìà àëãîðèòìà òàêîâà (�èñ. 12.16).1. Ôîðìèðóåòñÿ íà÷àëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ � ýòî ìîãóò áûòü, íàïðè-ìåð, ïðÿìûå çàìêíóòûå ëèíèè áåç ïåðåñêîêîâ. Ìîæíî âçÿòü â êà-÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ âîîáùå ïóñòîå ïðîñòðàíñòâî ñ îòñóò-ñòâèåì ÷àñòèö èëè ëþáóþ äðóãóþ äîïóñòèìóþ êîí�èãóðàöèþ.2. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ òèï ïðîöåäóðû.3. Âûáèðàåòñÿ ìåñòî äåéñòâèÿ ïðîöåäóðû è ãðàíèöû τmin è τmax.4. �àññ÷èòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ Q (ìíîæèòåëÿ ïðè τ â ýêñïîíåíòå), íîð-ìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ Z è R ≡ p→

p←
.5. Â çàâèñèìîñòè îò R ïðîöåññ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïðèíèìàåòñÿ èëèîòâåðãàåòñÿ.



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà6316. Äëÿ íåêîòîðûõ ïðîöåññîâ îïðåäåëÿþòñÿ τ èëè τ1 è τ2. Âñå íåîáõî-äèìûå �îðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ Z è τ ïðèâåäåíû â ïðèë. 5.7. �àññ÷èòûâàþòñÿ è ñóììèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå ñðåäíèå îò �èçè÷å-ñêèõ âåëè÷èí. Çàòåì ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ ï. 2.8. Âñå ïîãðåøíîñòè âåëè÷èí ðàññ÷èòûâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ àâòî-êîððåëÿöèîííûì àíàëèçîì, îáñóæäåííûì â �ëàâå 10.Èíîãäà ïðè âûïîëíåíèè ýòîé ñõåìû îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì âû-ïîëíèòü ïðîöåäóðó ïî èçìåíåíèþ êîí�èãóðàöèè � íàïðèìåð, ïðè ïî-ïûòêå ïðåâûñèòü ìàêñèìàëüíî ðàçðåøåííîå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ, èëè èç-çà áåññìûñëåííîñòè ñäâèãà êèíêà íà íóëåâîå âðåìÿ, èëè ïðè ïîïûòêåðîæäåíèÿ íîâîãî ÷åðâÿ ïðè åãî ïðèñóòñòâèè â êîí�èãóðàöèè. Â ýòîéñèòóàöèè íå ñòîèò îïàñàòüñÿ ïðåêðàòèòü âûïîëíåíèå ýòîé ïðîöåäóðû:íàðóøåíèÿ áàëàíñà íå áóäåò, òàê êàê îáðàòíûé ïðîöåññ íå ïðîèçîéäåòïî òîé æå ïðè÷èíå.Âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèñõîäÿò â îòíîñèòåëüíîì âðåìåíè, ïîýòîìóïðîöåäóðû, ïåðåøàãèâàþùèå çà ãðàíèöó τ = β èëè τ = 0, âûäåëÿòü âîòäåëüíûé ñîðò íå íóæíî.Ó÷åò ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Vij â ýòîé ñõåìå ìîæíî ïðîèçâîäèòüäâóìÿ ñïîñîáàìè. Îäèí ñïîñîá � ðàññìàòðèâàòü ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèåêàê âîçìóùåíèå, òîãäà â ñõåìå ïîÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå äèàãîíàëüíûåêèíêè (�èñ. 12.17).Äëÿ ðîæäåíèÿ, óíè÷òîæåíèÿ è äâèæåíèÿ äèàãîíàëüíûõ êèíêîâ ââî-äÿòñÿ íåñëîæíûå äîïîëíèòåëüíûå ïðîöåäóðû, òàê ÷òî ýòîò âàðèàíò âåñü-ìà ïðîñò äëÿ ðåàëèçàöèè. Íî îí íå âñåãäà ïîäõîäèò, â ÷àñòíîñòè ïðèïîëîæèòåëüíûõ Vij (ò.å. ïðè îòòàëêèâàþùåì âçàèìîäåéñòâèè) ïîÿâëÿåò-ñÿ ïðîáëåìà çíàêà, êîòîðàÿ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ äåëàåò ðàñ÷åòûíåâîçìîæíûìè. Äðóãîé ñïîñîá � ñ÷èòàòü ýíåðãèþ ïàðíîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ äîáàâêîé â óçåëüíûå ýíåðãèè, ïðè ýòîì îíà áóäåò çàâèñåòü îò τ èïîëîæåíèÿ îñòàëüíûõ òðàåêòîðèé. Àëãîðèòì óñëîæíÿåòñÿ è ðàñ÷åò ìî-æåò çíà÷èòåëüíî çàìåäëèòüñÿ, íî âñå æå ýòîò âàðèàíò ïðåäïî÷òèòåëüíåå



632 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎïåðâîãî ñïîñîáà.Ñóùåñòâóåò òîíêîñòü â ïðèìåíåíèè ïðîöåäóðû reation-annihilation:â ñèòóàöèè, ïîêàçàííîé íà �èñ. 12.18, ÷åðâÿ ìîæíî óíè÷òîæèòü äâóìÿñïîñîáàìè � èëè ïîëó÷èòü çàìêíóòóþ ïåòëþ áåç ÷àñòèö (ñëó÷àé à), èëèæå ïåòëþ ñ ÷àñòèöåé (ñëó÷àé á ); â ñëó÷àå á ê òîìó æå íåïðîñòî âûäåëèòüîêíî (τmin, τmax).Âûðàæåíèÿ äëÿ Z è τ äëÿ ñëó÷àÿ á äîëæíû îòëè÷àòüñÿ îò òåõ, ÷òîïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè 5, êîòîðûå âûâåäåíû äëÿ ñëó÷àÿ íåçàìêíóòî-ãî èíòåðâàëà (τmin, τmax). Ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû è óíè�èêàöèè àëãîðèò-ìà íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâàíèå (ïîìèìî âûáîðà â ýòîì ñëó÷àå τmin = 0;
τmax = β): óíè÷òîæåíèå ÷åðâÿ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, òîëüêî åñëè îí íåïåðåñåêàåò ãðàíèö, ò.å. òî÷åê τ = 0 è τ = β. Ïðè ýòîì òðåáîâàíèè âòîðàÿïàðà ïðîöåññîâ, ïîêàçàííàÿ íà �èñ. 12.18, ïðîèçîéòè íå ñìîæåò.Èí�îðìàöèþ î òðàåêòîðèÿõ, íåîáõîäèìóþ äëÿ îðãàíèçàöèè ðàáîòûàëãîðèòìà ÌÊ, ìîæíî õðàíèòü ãîðàçäî áîëåå ýêîíîìíûì ïî ñðàâíåíèþ ñäèñêðåòíûì òðàåêòîðíûì ìåòîäîì ñïîñîáîì: ñëåäóåò õðàíèòü ëèøü ñâå-äåíèÿ î äëèíå è ïîëîæåíèè ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ, èõ ÷èñëå çàïîëíå-íèÿ è êèíêàõ, çàâåðøàþùèõ êàæäûé ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê, à òàêæåñâåäåíèÿ îá èõ àññîöèàòèâíûõ ñîñåäÿõ. Â ïðèë. 6 ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòìðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ èìåí (íîìåðîâ) äèàãîíàëüíûõ ó÷àñòêîâ.12.1.4. �àñ÷åò ñðåäíèõ è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ìåòîäîìCTWLÈòàê, ðåàëèçîâàâ ïðîöåäóðó ïåðåáîðà êîí�èãóðàöèé, ìîæíî ðàññ÷èòû-âàòü êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ñðåäíèå. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò äîæäàòüñÿ çà-ìûêàíèÿ ÷åðâÿ, è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ñîáèðàòü èí�îðìàöèþ.Ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈A〉 =

∑
n

〈
n
∣∣ Ae−βH

∣∣ n
〉

∑
n

〈
n
∣∣ e−βH

∣∣ n
〉 =

∑
MC

〈n1 | A | n1〉 sgnW

∑
MC

sgnW
. (12.53)Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ V (â íàøåì ñëó÷àå
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Генерация числа

, равномерно
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x

x<R

да

нет
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да

да
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�èñ. 12.16: Ñõåìà CTWL-àëãîðèòìà
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�èñ. 12.17: Äèàãîíàëüíûå êèíêè, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ó÷åòå ïàðíîãî âçà-èìîäåéñòâèÿ â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ

0 b

1

2

L

..
.

а

0 b

1

2

L

..
.

б

0 b

1

2

L

..
.

1

1

1

1�èñ. 12.18: Äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà (à è á ) óíè÷òîæåíèÿ ÷åðâÿ â êîí-�èãóðàöèè, ïîêàçàííîé ñëåâà
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〈K〉 = − 1

β

∑
MC

NkinksgnW

∑
MC

sgnW
, (12.54)ãäå Nkink � ÷èñëî êèíêîâ â ñèñòåìå. Ïîêàæåì ýòî (âåçäå â �îðìóëàõ

△τ → 0).
〈V 〉 =

∑
N,n1,...,nN

〈n1 | V e...(−△τV ) | n2〉 . . . 〈nN | e...(−△τV ) | n1〉
∑

N,n1,...,nN

〈n1 | e...(−△τV ) | n2〉 . . . 〈nN | e...(−△τV ) | n1〉
=

=

1
△τ

∑
N,n1,...,nN

〈n0 | (−△τV ) | n1〉 〈n1 | e...(−△τV ) | n2〉 . . . 〈nN | e...(−△τV ) | n0〉
∑

N,n1,...,nN

〈n1 | e...(−△τV ) | n2〉 . . . 〈nN | e...(−△τV ) | n1〉
=

=

− 1
△τ

∞∑
N=0

WN+1

|τ0=0
∞∑
N=0

WN

. (12.55)Òàê êàê ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà çàïèñàíû â îòíîñèòåëüíîì âðåìåíè, ïðèñäâèãå âðåìåíè ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà íå ìåíÿþòñÿ, à òðåáîâàíèå τ0 = 0 â÷èñëèòåëå áóäåò âûïîëíåíî N+1 ðàç èçM = β/△τ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâñ èäåíòè÷íûìè âåñàìè:
〈V 〉 =

− 1
△τ

∞∑
N=0

N+1
M
W

N+1

∞∑
N=0

WN

. (12.56)Âûïîëíèâ ñäâèã N + 1 → N , ïîëó÷àåì �îðìóëó (12.54).Äèàãîíàëüíûå ñðåäíèå, íàïðèìåð ÷èñëî ÷àñòèö, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-ãèÿ, ðàññ÷èòûâàþòñÿ ëåãêî. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò íà êàæäîì äèàãîíàëüíîìó÷àñòêå òðàåêòîðèé J äëèíîé τJ ðàññ÷èòàòü ïðîèçâåäåíèå çíà÷åíèÿ ñî-îòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà íà ýòîì ó÷àñòêå íà äëèíó ýòîãî ó÷àñòêà, èçàòåì óñðåäíèòü ðåçóëüòàò ïî âñåé êîí�èãóðàöèè:
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〈N〉 =

〈
1

β

∑

J

n(τJ)τJ

〉
; (12.57)

〈V 〉 =

〈
1

β

∑

J

V (τJ )τJ

〉
.Íàïðèìåð, â [17℄ ìåòîäîì CTWL áûëà ðàññ÷èòàíà ýíåðãèÿ äëÿ îäíî-ìåðíîé ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè Áîçå � Õàááàðäà è ïîëó÷åíû õèìè÷åñêèåïîòåíöèàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèþ ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå íà åäè-íèöó:

µ± = ∓ (EN − EN±1) , (12.58)÷òî ïîçâîëèëî ðàññ÷èòàòü ùåëü â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé △ = µ+ − µ−è ïîëó÷èòü ãðàíèöû ìîòîâñêîé íåñâåðõòåêó÷åé îáëàñòè êàê äëÿ ñëó÷àÿïðèòÿæåíèÿ U < 0, òàê è äëÿ îòòàëêèâàíèÿ U > 0 (�èñ. 12.19).Îñîáûé ñëó÷àé � ðàñ÷åò òàêèõ íåäèàãîíàëüíûõ ñðåäíèõ, êàê ìàòðèöàïëîòíîñòè, ìàöóáàðîâñêàÿ �óíêöèÿ �ðèíà. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïðî-èçâîäèòü ñáîð ñòàòèñòèêè ïî �èêòèâíûì ñîñòîÿíèÿì, òàê êàê îíè è ÿâ-ëÿþòñÿ ñòàòèñòèêîé äëÿ �óíêöèè �ðèíà. Ïðîñòîé ñáîð ãèñòîãðàììû ïîâçàèìíîìó ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó ïîëîæåíèþ äâóõ õâîñòîâ ÷åð-âÿ (ñì. (12.28)), (12.30)) è ïðèâîäèò ê ðàñ÷åòó òåìïåðàòóðíîé �óíêöèè�ðèíà
Gσ1σ2 (i, j; τ) = −Tr

(
aiσ1 (τ) a+

jσ2
(0)
)
; 0 < τ < β (12.59)è åå ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ ïðè ðàâíûõ âðåìåíàõ � ìàòðèöû ïëîòíîñòè

〈
a+
iσajσ

〉
= Gσσ (i, j; τ)|τ→−0; (12.60)íîðìèðîâàòü åå íåñëîæíî íà ïðåäåëüíûé ñëó÷àé

Gσ1σ2 (i, j; τ)|i=j;σ1=σ2=σ;τ→−0 = 〈niσ〉 , (12.61)
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�èñ. 12.19: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ðåäóöèðîâàííîé îäíîìåðíîé ìîäåëè Áîçå� Õàááàðäà èç [17℄ äëÿ 50 óçëîâ è 50 ÷àñòèö. SF îáîçíà÷àåò îáëàñòüñâåðõòåêó÷åé �àçû, MI � îáëàñòü ìîòîâñêîãî èçîëÿòîðàêîòîðûé ðàññ÷èòûâàåòñÿ îòäåëüíî ïî �îðìóëàì äèàãîíàëüíîãî ñðåäíåãî(12.57).Íàïðèìåð, â [70℄ äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Áîçå � Õàááàðäà è ñèñòåìûèç L × L = 802 óçëîâ áûëè ïîëó÷åíû êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè äëÿèññëåäîâàíèÿ êâàçèêîíäåíñàöèè (�èñ. 12.20). Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè íà�èñ. 12.20,  è 12.20, d ïîêàçàíî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå èç ïðèáëèæåíèÿñïåêòðà ìîäåëüþ Áîãîëþáîâà.Â [78℄ áûëè ðàññ÷èòàíû �óíêöèÿ �ðèíà è ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿäâóìåðíîé t-J -ìîäåëè äëÿ ñèñòåìû èç 16×16 è 32×32 óçëîâ (�èñ. 12.21).Äëÿ ðàñ÷åòà òàêèõ êîëëåêòèâíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû, êàê ñâåðõòåêó-÷àÿ ïëîòíîñòü ρS, èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòèêà winding numbers. Èçâåñòíî,÷òî ñâåðõòåêó÷àÿ ïëîòíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ñðåäíåìó îò êâàäðàòà ïðî-ñòðàíñòâåííîãî winding number ïî çàäàííîìó íàïðàâëåíèþ χ (ñì. [79℄):
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�èñ. 12.20: Ýâîëþöèÿ îäíî÷àñòè÷íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè â çàâèñèìîñòèîò ïëîòíîñòè ñèñòåìû èç [70℄. U = 1.0;T = 0.2

ρS ∼
〈
W 2
χ

〉
; (12.62)ñàìà ñòàòèñòèêà winding numbers ëåãêî ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ìãíîâåííîéêîí�èãóðàöèè ñ �èêñàöèåé âñåõ èçìåíåíèé òðàåêòîðèé â çàäàííîì íà-ïðàâëåíèè.Ñòàòèñòèêà winding numbers òåñíî ñâÿçàíà ñ ãðàäèåíòíî-èíâàðèàíòíîé�àçîé φ, è ðàçëè÷íûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ïîä÷èíÿþòñÿ ðàñïðåäå-ëåíèþ [79℄

ρ ∼
〈
. . . eiWφ

〉
. (12.63)Ïîëüçóÿñü (12.63), â [17℄ ðàññ÷èòàí îòêëèê òîêà íà ãðàäèåíòíî-èíâàðèàíòíóþ�àçó, àíàëèç êîòîðîé ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü â ðàññìàòðèâàåìîé â [17℄ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè Áîçå � Õàááàðäà î �àçîâîì ïåðåõîäå â äâóõ÷à-ñòè÷íîå ñîñòîÿíèå ñ ïðèòÿæåíèåì ìåæäó ÷àñòèöàìè (�èñ. 12.23).
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�èñ. 12.21: Ôóíêöèÿ �ðèíà äëÿ äâóìåðíîé t-J -ìîäåëè èç [78℄. Øòðè-õîâîé ëèíèåé ïîêàçàíà ïîëóàíàëèòè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà, ïîëó÷åííàÿ èçñïåêòðàëüíîé �óíêöèè (�èñ. 12.22)Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè ìå-òîäà CTWL, â ÷àñòíîñòè äàæå äëÿ êîíòèíóàëüíûõ ìîäåëåé òèïà ìîäåëè�àøáû�Ïåêàðà [78, 84, 191℄ äëÿ ïðîáëåìû ïîëÿðîíà Ôðåëèõà ñ ãàìèëü-òîíèàíîì
H = H0 +Hph +He−ph;

H0 =
∑

−→
k

ε(
−→
k )a+−→

k
a−→
k
; (12.64)

Hph =
∑

−→q

ωqb
+−→q b−→q = ω0

∑

−→q

b+−→q b−→q ;

He−ph =
∑

−→
k ,−→q

V (−→q )
(
b+−→q − b−−→q

)
a+−→
k −−→q

a−→
k
,ãäå a−→

k
, b−→q � îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö è �îíîíîâ â èìïóëüñíîìïðåäñòàâëåíèè, ñîîòâåòñòâåííî. Óäàåòñÿ òî÷íî ðàññ÷èòàòü �óíêöèþ �ðè-
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�èñ. 12.22: Ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ äëÿ äâóìåðíîé t-J -ìîäåëè èç [78℄.Ñèñòåìà 16 × 16
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�èñ. 12.23: Îòêëèê òîêà íà ãðàäèåíòíî-èíâàðèàíòíóþ �àçó â ðåäóöèðî-âàííîé ìîäåëè Áîçå � Õàááàðäà èç [17℄íà è âîññòàíîâèòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ïîëÿðîííîéìîäû, áëèçêóþ ê àíàëèòè÷åñêèì âûâîäàì Ôåéíìàíà (�èñ. 12.24).Ïðîáëåìà ýêñèòîíà [79℄ èññëåäîâàëàñü äëÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ìîäå-ëè
H = H0 +He−ph; (12.65)

H0 =
∑

−→
k

εc(
−→
k )e+−→

k
e−→
k

+
∑

−→
k

ευ(
−→
k )h+−→

k
h−→
k
;

He−ph = − 1

N

∑

−→p ,−→k ,−→k
′

U(−→p ,−→k ,−→k
′
)e+−→p +

−→
k
h+
−→p −−→k

h−→p −−→k
′e−→p +

−→
k
′ ,ãäå e−→

k
(h−→

k
) � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà (äûðêè); εc(−→k ) (ευ(−→k ))� çàêîí äèñïåðñèè äëÿ çîíû ïðîâîäèìîñòè (âàëåíòíîé çîíû); N � ÷èñëîóçëîâ ðåøåòêè; U(−→p ,−→k ,−→k

′
) � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ (ïðèòÿæåíèå).Ìåòîäîì CTWL è ðàñ÷åòîì �óíêöèè �ðèíà â ýòîé ìîäåëè óäàåòñÿïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà ýêñèòîííûõ âîçáóæäåíèé ïîèìïóëüñàì [79℄ (�èñ. 12.25). Çäåñü ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïðåäåëà Âàííüå
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�èñ. 12.24: Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé èç [78℄. Ïóíêòèðíîé ëè-íèåé ïîêàçàíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ñïëîøíîé � ðåçóëüòàò ñïåêòðàëü-íîãî àíàëèçàøèðîêîé øèðèíû çîíû Ec,υ ≫ Eg; è äíî çîíû ïðîâîäèìîñòè Ec è âåðõâàëåíòíîé çîíû Eυ îòñ÷èòûâàþòñÿ â åäèíèöàõ øèðèíû çàïðåùåííîé çî-íû Eg.
12.1.5. Àëãîðèòì CTWL äëÿ ñïèíîâîé ñòàòèñòèêèÌåòîä CTWL, ðàññìîòðåííûé ðàíåå, îáñóæäàëñÿ òîëüêî äëÿ áîçîííûõ è�åðìèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, îäíàêî îí ëåãêî îáîáùàåòñÿ è äëÿ ñïèíî-âûõ ìîäåëåé. Åñëè àëãîðèòì ñ�îðìóëèðîâàí â óçåëüíîì áàçèñå, òî äëÿðàñ÷åòà ñïèíîâûõ ñèñòåì, êàê îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå î äèñêðåòíûõ àëãî-ðèòìàõ ÌÊ, óäîáíî ïåðåéòè ê íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëàì çàïîëíåíèÿ � ê�èêòèâíûì áîçîíàì (èëè ïñåâäîáîçîíàì) ïî ïðàâèëó nb = S +SZ , ãäå S� ìàêñèìàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü z íà óçëå. Òîãäà ñîñòîÿíèþ ñ ìè-íèìàëüíîé ïðîåêöèåé ñïèíà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íóëåâîå çàïîëíåíèåè ò.ä. Íàïðèìåð, äëÿ S = 1 èìååì:
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�èñ. 12.25: Çàâèñèìîñòü çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè îò èìïóëüñà èç [79℄. Ñïëîø-íîé ëèíèåé ïîêàçàíî ðåøåíèå ìîäåëè Âàííüå
∣∣SZ = −1

〉
⇒ |nb = 0〉 ;

∣∣SZ = 0
〉
⇒
∣∣nb = 1〉 ;

∣∣SZ = 1
〉
⇒ |nb = 2〉 .(12.66)

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû äëÿ S = 1/2 ñîâïàäàåò ñ èõêîëè÷åñòâîì â ìîäåëè hard-ore-áîçîíîâ, à äëÿ S = 1 � ñ ðåäóöèðîâàííîéáîçîííîé ìîäåëüþ. Âåñü àëãîðèòì ðàñ÷åòà ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé CTWLäëÿ áîçîíîâ ñ ìàêñèìàëüíûì çàïîëíåíèåì nmax = 2S, ðàçíèöà áóäåòëèøü â äðóãèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ.Íàïðèìåð, â [69℄ ìåòîäîì CTWL èññëåäîâàíû ñïèíîâûå öåïî÷êè äëÿìîäåëè �åéçåíáåðãà ñ S = 1/2 è S = 1, è ðàññ÷èòàíà �óíêöèþ �ðèíà
G (r, τ) = −Tτ

〈
S− (0, 0)S+(r, τ)

〉
; S± = Sx ± iSy. (12.67)Àïïðîêñèìèðóÿ åå ïîâåäåíèå äëÿ S = 1 âáëèçè ùåëè Õîëäåéíà çàâèñè-ìîñòüþ
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�èñ. 12.26: Ìàãíîííûé ñïåêòð èç [69℄ äëÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè äëèíîé
L = 100 ñ S = 1

G(p, τ) ∼ e−E(p)τ , (12.68)ìîæíî ðàññ÷èòàòü ìàãíîííûé ñïåêòð
E (p) = − ln [G(p, τ)/G(p, τ0)]

τ − τ0
(12.69)è ïîêàçàòü åãî ¾ðåëÿòèâèñòñêèé¿ âèä

E (p) =
√
△2 + υ2p2, (12.70)ãäå ùåëü Õîëäåéíà △ = 0.4105, à υ = 2.48. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåä-ñòàâëåíû íà �èñ. 12.26. Â [69℄ âïåðâûå óäàëîñü îïðåäåëèòü ùåëü Õîëäåé-íà ñ òàêîé òî÷íîñòüþ.Òàêæå âïåðâûå ñòàëî âîçìîæíûì ïîëó÷èòü êðèâóþ íàìàãíè÷èâàíèÿêàê �óíêöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ è ïðèî÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (�èñ. 12.27, 12.28).
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�èñ. 12.27: Êðèâàÿ íàìàãíè÷èâàíèÿ èç [69℄ äëÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè äëè-íîé L = 100 ñ S = 1/2

�èñ. 12.28: Êðèâàÿ íàìàãíè÷èâàíèÿ èç [69℄ äëÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè äëè-íîé L = 100 ñ S = 1



646 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ12.1.6. Ïðîáëåìà çíàêà â àëãîðèòìå CTWL. Îñîáåííîñòè íåïðå-ðûâíîãî âðåìåíè è winding numbersÇäåñü îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà �åðìèîííîãî çíàêà, âîçíèêàþùàÿ â ïðî-öåññå ðàñ÷åòà ìåòîäîì CTWL �åðìèîííîé ñèñòåìû èç-çà àíòèñèììåòðèèâîëíîâîé �óíêöèè. Îäíîâðåìåííî áóäåò ïîëó÷åí ìåòîä ðàñ÷åòà windingnumbers â ïðîöåññå ÌÊ-ñèìóëÿöèè.Ñâÿçü �åðìèîííîãî çíàêà è ÷èñåë winding numbers óæå áûëà ïîëó÷å-íà ïðè àíàëèçå äèñêðåòíîãî òðàåêòîðíîãî êâàíòîâîãî ìåòîäà ÌÊ, è îíàïîëíîñòüþ îòðàæàåò òîïîëîãèþ ìèðîâûõ ëèíèé. Íàïîìíèì, ÷òî çíàêêîí�èãóðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
sgn = (−1)

P

k
(Wk−1)+

P

worm
Wworm+

P

A<B
fAB

, (12.71)ãäå Wk � winding numbers ïî çàìêíóòûì ïåòëÿì (òðàåêòîðèÿì); Wworm� ïî ðàçîìêíóòûì ÷åðâÿì; fAB � èíäåêñ âçàèìíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïàðû÷åðâåé A è B (fAB = 0; 1).Ïóñòü àëãîðèòì ñòàðòóåò ñ èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ çàìêíóòûìè ïðÿìû-ìè ëèíèÿìè, äëÿ êîòîðûõ ñóììàðíûé winding numbers W = 0; sgn = 1.�àññìîòðèì èçìåíåíèå ýòèõ âåëè÷èí â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè ðàçëè÷-íûõ ïðîöåäóð ìåòîäà CTWL.1. Ïðîöåäóðà reation-annihilation. Åñëè â ñèñòåìå óæå åñòü äðóãèåðàçðûâû òðàåêòîðèé (äðóãèå ÷åðâè), ïðè ðîæäåíèè èëè óíè÷òî-æåíèè ÷åðâÿ �åðìèîííûé çíàê ìåíÿåòñÿ èëè îñòàåòñÿ ïðåæíèì,â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ fAB, ò.å. çàâèñèò îò âçàèìíîãî ðàñ-ïîëîæåíèÿ õâîñòîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà äðóãèõ ÷åðâåé íåò, �åðìèîí-íûé çíàê ïðè ðîæäåíèè è óíè÷òîæåíèè ÷åðâÿ íå ìåíÿåòñÿ. ×èñëîwinding numbers òàêæå íå ìåíÿåòñÿ.2. Ïðîöåäóðà jump-reonnetion. Â ñëó÷àå jump �åðìèîííûé çíàê îñòà-åòñÿ ïðåæíèì. Íàïðîòèâ, â ïðîöåäóðå reonnetion îí ìåíÿåòñÿ� â òåëî ÷åðâÿ âñòðàèâàåòñÿ ó÷àñòîê, áûâøèé ðàíåå çàìêíóòîéòðàåêòîðèåé, è ïîýòîìó ïîêàçàòåëü ìèíóñ åäèíèöû èçìåíÿåòñÿ íà
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±1 â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèåìïðûæêà. Ñîîòâåòñòâåííî, ìåíÿåòñÿ è winding numbers. Åñëè â ñè-ñòåìå ïðèñóòñòâóåò íåñêîëüêî ÷åðâåé, �åðìèîííûé çíàê òàêæå ìå-íÿåòñÿ â ýòè õ ïðîöåäóðàõ ñîãëàñíî (12.71).3. Ïðîöåäóðû kink-antikink, shift. Ïðè ðåàëèçàöèè ýòèõ ïðîöåäóð â îò-ñóòñòâèå äðóãèõ ÷åðâåé íå ìåíÿåòñÿ íè çíàê, íè winding numbers.Åñëè ïðèñóòñòâóþò äðóãèå ÷åðâè, òî ñëåäóåò ó÷èòûâàòü �àêòîð
fAB, è çíàê â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.71) ìåíÿåòñÿ, à winding numbers �íåò.Òàêèì îáðàçîì, â ïðîöåññå ðàñ÷åòà ïîñòîÿííî ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ windingnumbers è çíàê êîí�èãóðàöèè, ÷òî óäîáíî äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ñðåäíèõ èðàñ÷åòà íåäèàãîíàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, çàâèñÿùèõ îò ñòàòèñòèêè windingnumbers.12.1.7. Àëãîðèòìû íà îñíîâå CTWLÌåòîä CTWL çà ïðîøåäøèå 10 ëåò ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâîâàëñÿ è ìî-äè�èöèðîâàëñÿ êàê äëÿ äèñêðåòíîãî, òàê è äëÿ íåïðåðûâíîãî áàçèñîâ,êàê äëÿ áîçå-, òàê è äëÿ �åðìè-ñòàòèñòèêè (ñì. [17, 69, 72, 77, 78, 79, 80,81, 84, 85, 107, 108, 192℄). �àññìîòðèì äâå åãî ìîäè�èêàöèè.12.1.7.1. Èìïóëüñíûé àëãîðèòì �ëàâíàÿ ïðîáëåìà êâàíòîâûõ ìå-òîäîâ ÌÊ � ïðîáëåìà çíàêà, âîçíèêàþùàÿ êàê èç-çà àíòèñèììåòðèè âñëó÷àå �åðìèîíîâ, òàê è èç-çà ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ â êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè (íàïðèìåð, ñ ïðûæêîì äàëåå ÷åì íà ñîñåäíèé óçåë). Ýòà ïðî-áëåìà ìîæåò âîçíèêíóòü è èç-çà çíàêà ïîòåíöèàëüíîé ÷àñòè âçàèìîäåé-ñòâèÿ, åñëè íåîáõîäèìî ðàçëîæåíèå ïî âçàèìîäåéñòâèþ â ñòàòèñòè÷åñêîéñóììå.Îäèí èç ìåòîäîâ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì � ïåðåõîä â íîâûé óäîá-íûé áàçèñ, â êîòîðîì ïðîáëåìà çíàêà îñëàáëåíà.



648 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÏðåäñòàâëåííûé â äàííîì ðàçäåëå ìåòîä CTWL â èìïóëüñíîì ïðåä-ñòàâëåíèè ðàññìîòðèì ñîãëàñíî ðàáîòå [77℄.Âîçüìåì ãàìèëüòîíèàí òèïà Õàááàðäà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:
H = H0 + V =

∑

p

ǫpa
+
p ap +

∑

p,q,r,s

Upqrsa
+
p a

+
q aras. (12.72)Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì â (12.72) Upqrs = Uq−rδp+q,r+s, ò.å.ó÷òåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.Â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ â àëãîðèòìå áåðåòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå â (12.72),ïî íåìó æå ïðîèñõîäèò ðàçëîæåíèå â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå:

Z =
∞∑

m=0

∑

{n1,...,nm}

β∫

0

(−dτm−1)

τm−1∫

0

(−dτm−2) × · · ·×

×
τ1∫

0

(−dτ0)e−βE0

m∏

j=1

e−τjEj−1 〈nj−1 | V | nj〉 eτjEj , (12.73)ãäå H0 |nj〉 = Ej |nj〉 ; |nj〉 � ÷èñëà çàïîëíåíèÿ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâ-ëåíèè; τm = τ0 + β; nm ≡ n0.�àçëîæåíèå ïîðîæäàåò êèíêè ðàçëè÷íûõ âèäîâ, îíè ïðåäñòàâëåíû íà�èñ. 12.29.Ìíîæèòåëü, ñîîòâåòñòâóþùèé êîíêðåòíîìó êèíêó è âõîäÿùèé â âåñêîí�èãóðàöèè ïîìèìî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ñóì-ìîé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìáèíàöèé Upqrs
√
npnqnrns äëÿ âñåõ íåýêâèâà-ëåíòíûõ ïåðåñòàíîâîê èìïóëüñîâ p, q, r, s. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå Upqrs =

U0δp+q,r+s ñëó÷àÿì, ïîêàçàííûì íà �èñ. 12.29, a, b, ñîîòâåòñòâóþò ìíîæè-òåëè −∆τU0nq(nq−1) è−4∆τU0npnq ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåð ìãíîâåííîéêîí�èãóðàöèè ïðèâåäåí íà �èñ. 12.30.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö â òî÷êå Upqrs =

U0δp+q,r+s (÷òî â óçåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò U0ni↑ni↓), è äèà-ãîíàëüíàÿ ÷àñòü âçàèìîäåéñòâèÿ äàåò âñåãî ëèøü ñäâèã ýíåðãèè, ÷òî ïîç-âîëÿåò óïðîñòèòü àëãîðèòì, èñêëþ÷èâ èç íåãî äèàãîíàëüíûå (ñëó÷àè íà�èñ. 12.29, à, b) êèíêè.
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ο ο

ο ο

(a) (b)

(c) (d)

�èñ. 12.29: Êèíêè (îáîçíà÷åíû êðóæêàìè), ïîðîæäàåìûå äâóõ÷àñòè÷-íûì âçàèìîäåéñòâèåì: a, b � äèàãîíàëüíûå; , d � íåäèàãîíàëüíûå

β0

ο οο ο

ο

1
2
3
4
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6
7
8

�èñ. 12.30: Ïðèìåð ìãíîâåííîé êîí�èãóðàöèè ñî âñåìè òèïàìè êèíêîâ,ïîêàçàííûìè íà �èñ. 12.29. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíû ðàçðåøåííûåèìïóëüñû ñèñòåìû



650 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÎñîáåííîñòè ðàñ÷åòà �åðìèîííîãî çíàêà â èìïóëüñíîì àëãîðèòìå ïî-äðîáíî èçëîæåíû â [77℄.Íà �èñ. 12.31 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíû ïðèìåðû ïðîöåäóð, èñïîëüçóåìûõäëÿ èçìåíåíèÿ êîí�èãóðàöèé ìèðîâûõ ëèíèé.Âàæíî, ÷òî âñå ïðîöåññû, ïîêàçàííûå íà �èñ. 12.31, ëîêàëüíî ñîõðà-íÿþò èìïóëüñ, è, ñëåäîâàòåëüíî, íåñïîñîáíû èçìåíèòü ïîëíûé èìïóëüñ
K ñèñòåìû. Ìîäåëèðîâàíèå â ñåêòîðå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ �èêñè-ðîâàííûì K ñîêðàùàåò âðåìÿ âû÷èñëåíèé ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, õà-ðàêòåðèçóþùèõñÿ îïðåäåëåííûì èìïóëüñîì, îäíàêî äëÿ ðàñ÷åòà òàêèõâåëè÷èí, êàê �óíêöèÿ �ðèíà, ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû íå äîëæåí áûòüïîñòîÿííûì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíûé èìïóëüñ â ñèñòåìå ìîã ïðèíèìàòüïðîèçâîëüíûå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, â ãàìèëüòîíèàí ââîäèòñÿ �èêòèâíîåñëàãàåìîå

η
∑

pqrs

p+ q = r + s

a+
p a

+
q aras,

ïîðîæäàþùåå â ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóþùèå êèíêè. Ñòàòèñòèêà, êàê è âîáû÷íîì àëãîðèòìå CTWL, ñîáèðàåòñÿ â îòñóòñòâèå ýòèõ êèíêîâ, à âåëè-÷èíà η âûáèðàåòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ý��åêòèâíîñòè. Ïîäðîáíîå îïèñàíèåïðîöåäóð îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé ìîæíî íàéòè â [193℄.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ èìïóëüñíûì àëãîðèòìîì, ïðèâåäåííûå â [77℄,ñâèäåòåëüñòâóþò îá îñëàáëåíèè ïðîáëåìû çíàêà. Ñðàâíåíèå ý��åêòèâ-íîñòè èìïóëüñíîãî àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì àëãîðèòìîì CTWLâ óçåëüíîé ñõåìå äëÿ �åðìèîííîé ìîäåëè Õàááàðäà ïîêàçàíî íà �èñ. 12.32.�ðà�èê, ïîêàçàííûé íà �èñ. 12.32, äîñòàòî÷íî ëåãêî îáúÿñíèòü. Â îò-ñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè �åðìè-ñèñòåìû â èìïóëüñ-íîì áàçèñå â ìîäåëè (12.72) �åðìèîííàÿ ïðîáëåìà çíàêà ïîëíîñòüþ îò-ñóòñòâóåò, òàê êàê ãàìèëüòîíèàí â ýòîì ñëó÷àå äèàãîíàëåí. Â òî æå âðåìÿâ óçåëüíîì áàçèñå ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä
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�èñ. 12.31: Ïðîöåäóðû èçìåíåíèÿ íåäèàãîíàëüíûõ êèíêîâ: ñîçäàíèå-óíè÷òîæåíèå ïàðû êèíêîâ (a); ïðåâðàùåíèå îäíîãî êèíêà â äâà (b); ïå-ðåïóòûâàíèå êèíêà è ïðÿìîãî ó÷àñòêà òðàåêòîðèè (); ñäâèã êèíêà ÷åðåçñîñåäíèé (d)
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�èñ. 12.32: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çíàêà îò òåìïåðàòóðû ïðè ðàñ÷åòå îä-íîìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà â óçåëüíîì è èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè



652 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
H = −t

∑

〈ij〉σ

(
a+
iσajσ + h.c.

)
+ U

∑

i

ni↑ni↓, (12.74)è ïðîáëåìà çíàêà èìååò ìåñòî. Ïðè âêëþ÷åíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè U/t≪
1 âîçìóùåíèå áóäåò ∼ (U/t)2, ÷òî òàêæå ñèëüíî îñëàáëÿåò ïðîáëåìó çíà-êà â èìïóëüñíîì âàðèàíòå.Èìïóëüñíûé àëãîðèòì òàêæå ñ óñïåõîì ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ìîäåëèðîâà-íèÿ ñèñòåìû îäíîìåðíûõ âðàùàþùèõñÿ àòîìîâ ñ ïðèòÿæåíèåì, îïèñû-âàþùåé áîçå-êîíäåíñàò àòîìîâ 7Li â ìàãíèòîîïòè÷åñêîé ëîâóøêå [77℄:

H = ~ωc
∑

k

(
k − ω

2ωc

)2

nk +
g

2

∑

klq

a+
k a

+
l al−qak+q, (12.75)ãäå ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ëîâóøêè; ωc = ~/2MR2 � êðèòè÷åñêàÿóãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ; g = 2a~2

MRS
< 0 � ý��åêòèâíàÿ àìïëèòóäàâçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ; a � äëèíà s-âîëíîâîãî ðàññåÿíèÿ; M � ìàññààòîìà; S = πr2 � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñèñòåìû. �àìèëüòîíèàí(12.75) àíàëîãè÷åí ãàìèëüòîíèàíó (12.72).Óäàåòñÿ ïðîìîäåëèðîâàòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå òàêîé ñèñòåìû è ïî-ëó÷èòü êâàíòîâàíèå âðàùàòåëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâèè ñý��åêòîì Õåññà � Ôåðáåíêà (�èñ. 12.33, 12.34).12.1.7.2. Îáîáùåííûé àëãîðèòì CTWLÂ ïîñëåäíåå âðåìÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ ðàññìàòðèâàþò-ñÿ âñå áîëåå ñëîæíûå ñèñòåìû ñ ñèëüíûì ìåæ÷àñòè÷íûì âçàèìîäåéñòâè-åì è ñìåøàííîé ñòàòèñòèêîé [74℄ � äîñòàòî÷íî óïîìÿíóòü áîçîííûå îï-òè÷åñêèå ðåøåòêè, ðåàëèçóþùèåñÿ â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ ïðè ñâåðõíèç-êèõ òåìïåðàòóðàõ. Êàê èçâåñòíî [75, 76℄, ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå òàêèõñèñòåì àäåêâàòíî ìîäåëè ðåøåòî÷íûõ áîçîíîâ ñ íåíóëåâûì ñïèíîì. Ñî-îòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì ìîäåëè Áîçå �Õàááàðäà äëÿ áîçîíîâ ñî ñïèíîì S = 1 [75℄:



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà653

0 1 2
ω / ω

-0.32

-0.28

-0.24

-0.20

-0.16

E
 / 

N

c

0

1

2

3

4
5

6

7

8

9

10

�èñ. 12.33: Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñèñòåìû èç äåñÿòè ÷àñòèöïðè ðàçëè÷íûõ ìîìåíòàõ âðàùåíèÿ (ïîêàçàíû ÷èñëàìè ó êðèâûõ).
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�èñ. 12.34: Çàâèñèìîñòü âðàùàòåëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû â îñíîâíîì ñî-ñòîÿíèè îò ñêîðîñòè âðàùåíèÿ äëÿ ñèñòåìû èç 5, 10 è 20 ÷àñòèö. Íàêëîí-íûì ïóíêòèðîì ïîêàçàíà ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü
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H = −t

∑

〈ij〉

∑

α

(
a+
iαajα + a+

jαaiα
)
−
∑

i

µini+

+
U0

2

∑

i

ni (ni − 1) +
U2

2

∑

i

(−→
S

2

i − 2ni

)
, (12.76)ãäå ni ≡ ∑

α

niα � îïåðàòîð ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö íà óçëå i; α = 0;±1 �ïðîåêöèÿ ñïèíà áîçîíà;−→S i � îïåðàòîð ïîëíîãî ñïèíà íà óçëå i. Ïîñëåäíååñëàãàåìîå â (12.76) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
−→
S

2

i − 2ni = 2ni1ni0 + 2ni0ni,−1 − 2ni1ni,−1 − ni1 − ni,−1+

+ n2
i1 + n2

i,−1 + 2a+
i1a

+
i,−1ai0ai0 + 2a+

i0a
+
i0ai1ai,−1. (12.77)×àñòî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äîïîëíèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è îãðà-íè÷èòüñÿ òîëüêî íóëåâîé ïðîåêöèåé ñïèíà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî, íàïðèìåð,äëÿ àòîìîâ 23Na ñîîòíîøåíèå êîíñòàíò âçàèìîäåéñòâèÿ â ãàìèëüòîíè-àíå (12.76) U2

U0
= 0.04 [194℄. Îäíàêî ó÷åò íåíóëåâîãî ñïèíà ïðèâîäèò êáîëåå áîãàòîé �àçîâîé êàðòèíå: ïðè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ â ñèñòå-ìå ñóùåñòâóåò �åððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå, è èìååò ìåñòî �àçîâûé ïåðå-õîä ïåðâîãî ðîäà [195, 196℄, ïðè ýòîì àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå (12.76) ñó÷åòîì ñëàãàåìîãî ñ U2 âîçìîæíî òîëüêî â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ.Äðóãîé ïðèìåð � òî÷íûé ó÷åò ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,íàïðèìåð â ìîäåëè Õîëñòåéíà � Õàááàðäà [82℄ ñ îäíîé îïòè÷åñêîé ìîäîé

Ω:
H = −t

∑

〈ij〉σ

(
a+
iσajσ + h.c.

)
+ U

∑

i

ni↑ni↓+

+ Ω
∑

i

nib − α
∑

〈ij〉σ
niσ
(
b+j + bj

)
− µ

∑

iσ

niσ, (12.78)ãäå a � ýëåêòðîííûå îïåðàòîðû; b � �îíîííûå îïåðàòîðû; nib = b+i bi;
niσ = a+

iσaiσ, α � êîíñòàíòà ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ; t, U �



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà655ïàðàìåòðû Õàááàðäà. Äàæå óïðîùåííàÿ ìîäåëü ñ îäíîóçåëüíûì ýëåêòðîí-�îíîííûì âçàèìîäåéñòâèåì −α∑
iσ

niσ
(
b+i + bi

) íå èìååò êîððåêòíûõ àíà-ëèòè÷åñêèõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Èìåþùèåñÿ ÷èñëåííûå ïîäõîäû äëÿýòîé ìîäåëè î÷åíü ïðèáëèæåííî ó÷èòûâàþò êîëåáàíèÿ ðåøåòêè [197,198℄, ÷àñòî èñïîëüçóþò èçâåñòíûå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ [199℄,óïðîùàþùèå â ðÿäå ñëó÷àåâ çàäà÷ó.Äëÿ ìîäåëè (12.78) ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ òàêæå èç-çà àíòèñèììåò-ðèè ýëåêòðîííîé âîëíîâîé �óíêöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå çíàêà â÷èñëåííîé ïðîöåäóðå ÌÊ è íåâîçìîæíîñòè êîððåêòíîãî ðàñ÷åòà. Ýòóïðîáëåìó ìîæíî áûëî áû îñëàáèòü, åñëè ïåðåéòè ê èìïóëüñíîìó áàçèñó,êàê îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, â êîòîðîì óïðîùåííàÿ ìîäåëü âîäíîìåðíîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä:
H = −2t

∑

qσ

cos
2πq

m
a+
qσaqσ − µ

∑

qσ

nqσ + Ω
∑

q

b+q bq+ (12.79)
+
U

m

∑

qq′q′′

a+
q′↑aq′+q,↑a

+
q′↓aq′−q,↓ −

α√
m

∑

qq′σ

(
a+
q′σaq′+q,σb

+
q + a+

q′σaq′−q,σbq
)
,

m � ÷èñëî óçëîâ. Îñëàáëåíèå ïðîáëåìû çíàêà â èìïóëüñíîì áàçèñå ñâÿçà-íî ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñîñòîÿíèé ïî îäíî÷àñòè÷íûì ýíåðãèÿì εq = −2tcos (2πq/m),è, ñîîòâåòñòâåííî, èõ ñâîåîáðàçíîé ïðåäâàðèòåëüíîé ¾ñîðòèðîâêîé¿ ïîñòàòèñòè÷åñêèì âåñàì â ïðîöåäóðå ÌÊ.Ìîæíî åùå óïîìÿíóòü ñïèí-�îíîííûå ìîäåëè, òîæå èíòåíñèâíî èñ-ñëåäóåìûå â ïîñëåäíåå âðåìÿ [83℄, à òàêæå ìîäåëè òèïà �àøáû � Ïåêàðà[84℄ äëÿ ñèñòåìû ýêñèòîí-ïîëÿðîíîâ.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòà òàêèõ ìîäåëåé ñî ñìåøàííîé ñòàòèñòèêîéè ñèëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì íåîáõîäèì äîñòàòî÷íî ãèáêèé ìåòîä ñòîõà-ñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ðàáîòàòü ñ ïðîèçâîëüíûì äèñ-êðåòíûì áàçèñîì (óçåëüíûì, èìïóëüñíûì èëè äðóãèì), à òàêæå ñ ïðî-èçâîëüíîãî âèäà äèàãîíàëüíûìè è íåäèàãîíàëüíûìè ñëàãàåìûìè â ãà-ìèëüòîíèàíå.



656 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÎñíîâíûå ïðèíöèïû, çàëîæåííûå â ðàáîòå [107℄ è ðàññìîòðåííûå âû-øå, à òàêæå ðàçâèòûå íà êîíêðåòíûõ ìîäåëÿõ â ðÿäå ïîñëåäóþùèõ ðàáîò[17, 69, 72, 77, 78, 79, 80, 81, 85, 108, 192℄, íå âñåãäà ïîçâîëÿþò ðåøèòüïðîáëåìû êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè îáùåé ñõåìû [107, 108℄. Â ýòîì ðàçäå-ëå ðàññìîòðåí ìåòîä êâàíòîâîãî àëãîðèòìà ÌÊ, îñíîâàííûé íà CTWL-àëãîðèòìå [107, 108℄, ïîçâîëÿþùèé ðàññ÷èòûâàòü ïðîèçâîëüíûé ãàìèëü-òîíèàí îáùåãî âèäà è ðàáîòàòü â ðàçëè÷íûõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèÿõ. Ïðèýòîì ñõåìà èç [107℄ ñóùåñòâåííî îáîáùåíà, ââåäåíû äîïîëíèòåëüíûå ïðî-öåäóðû îáíîâëåíèÿ �àçîâûõ ñîñòîÿíèé, ñóùåñòâåííî ðàñøèðåíî ïîíÿòèå¾äèñêðåòíûé áàçèñ¿.12.1.7.2.1. Ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèñêðåòíî-ãî áàçèñà�àçîáüåì ãàìèëüòîíèàí H ðàññìàòðèâàåìîé �èçè÷åñêîé ñèñòåìû â ïðåä-ñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ íà îñíîâíóþ (çàòðàâî÷íóþ) ÷àñòü H0 è âîç-ìóùåíèå V . Êàê è â ñòàíäàðòíîì ìåòîäå CTWL, â çàâèñèìîñòè îò êîí-êðåòíîãî ãàìèëüòîíèàíà H âûáèðàåòñÿ âîçìóùåíèå V è íàáîð ïðîöåäóð,îáåñïå÷èâàþùèé ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ ìãíîâåííûõ êîí�èãó-ðàöèé.�àññìîòðèì îïåðàòîð ýíåðãèè �èçè÷åñêîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî îáùå-ãî âèäà:
H =

∑

〈kln1n2n3n4〉
tn1n2n3n4
kl (An1n2

k An3n4
l + h.c.) +

∑

〈kln1n2〉
Un1n2
kl Mn1n2

kl +

+
∑

〈kn1n2〉
Bn1n2
k (An1n2

k + h.c.) +
∑

〈kn〉
Cn
kN

n
k +

+
∑

〈kln1n2n3〉
Dn1n2n3
kl Nn3

l (An1n2
k + h.c.), (12.80)ãäå k, l � íóìåðàöèÿ ¾óçëîâ¿ äèñêðåòíîãî áàçèñà; n1, n2, . . . � ñîñòîÿíèÿ,ðåàëèçóåìûå íà êîíêðåòíîì óçëå; An1n2

k � îïåðàòîðû ïåðåõîäà óçëà k



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà657èç ñîñòîÿíèÿ n1 â ñîñòîÿíèå n2; Nn
k , Mn1n2

kl � äèàãîíàëüíûå îïåðàòîðû(â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè). Âñå ïàðàìåòðû ãàìèëüòîíèàíà, õàðàêòåðè-çóþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, àìïëèòóäû ïåðåõîäîâ t, äèàãîíàëüíûå ìåæ÷à-ñòè÷íûå âçàèìîäåéñòâèÿ U è îòêëèê íà âíåøíèå ïîïåðå÷íûå (B,D) èïðîäîëüíûå (C) ïîëÿ, ìîãóò áûòü óíèêàëüíû äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿè óçëà, à òàêæå ìîãóò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ðàññ÷èòàííûå çàðàíåå ìàòðè÷-íûå êîý��èöèåíòû. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè êîý��è-öèåíòû óæå ó÷èòûâàþò âñå îñîáåííîñòè ñòàòèñòèêè (áîçå, �åðìè, ñïèíî-âîé), â ÷àñòíîñòè ó÷èòûâàþò ìíîæèòåëè âèäà √n (äëÿ áîçå-ñòàòèñòèêè),√
(S + SZ) (S − SZ + 1) (äëÿ ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ), èëè (−1)

P

k

nk (äëÿ�åðìèîíîâ). Ñîîòâåòñòâåííî, äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ íà áàçèñíûå �óíêöèèïðèâîäÿò ëèáî ê ïåðåõîäó â íîâûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ íåäèàãîíàëüíûõ äëÿäàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ, ëèáî îñòàâëÿþò èõ áåç èçìåíåíèÿ âñëó÷àå äèàãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ:
An1n2

k

∣∣ . . . nk1 . . .
〉

=
∣∣ . . . nk2 . . .

〉
;

Nn1
k

∣∣ . . . nk1 . . .
〉

=
∣∣ . . . nk1 . . .

〉
; (12.81)

Mn1n2
kl

∣∣ . . . nk1 . . . nl2 . . .
〉

=
∣∣ . . . nk1 . . . nl2 . . .

〉
.Ïîä ñîñòîÿíèÿìè óçëà nk ïîíèìàþòñÿ òàêæå è ÷àñòè÷íî äèàãîíàëè-çîâàííûå (àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî) ñîñòîÿíèÿ, òàê ÷òî êàæäûé óçåëìîäåëè (12.80) èñõîäíî ìîã áûòü ñîñòàâëåí èç íåñêîëüêèõ óçëîâ ïåðâè÷-íîé ìîäåëè, íî ïîñëå äèàãîíàëèçàöèè òàêèõ ïåðâè÷íûõ êëàñòåðîâ â ãà-ìèëüòîíèàí â íîâîì ïðåäñòàâëåíèè èäåò èí�îðìàöèÿ òîëüêî îá ýíåðãèÿõäèàãîíàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé è ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ ïåðåõîäîâ ìåæäóíèìè è ìåæäó ñîñåäíèìè êëàñòåðàìè. Ýòî ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ, îñëà-áèòü ïðîáëåìó çíàêà (åñëè îíà èìååòñÿ), òàê êàê ïåðâè÷íàÿ äèàãîíàëè-çàöèÿ îòñîðòèðóåò ñîñòîÿíèÿ ïî ýíåðãèè, è, âî-âòîðûõ, íå ó÷èòûâàòü âû-



658 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎñîêîýíåðãåòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ, çàâåäîìî íå äàþùèå âêëàä â ñòàòèñòèêó.¾Îáðåçàíèå¿ âûñîêîýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé àíàëîãè÷íî ìåòîäó ïðî-ñòðàíñòâåííîé ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû.Èñõîäÿ èç âûøåñêàçàííîãî, ïðîöåäóðå ÌÊ ìîæåò â îáùåì ñëó÷àåïðåäøåñòâîâàòü òî÷íàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ èñõîäíûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (ïîñîñòîÿíèÿì êîíêðåòíûõ óçëîâ èëè ãðóïï óçëîâ) è ïîñòðîåíèå ãàìèëüòî-íèàíà (12.80). Ïåðåõîä â íîâûé áàçèñ ìîæåò áûòü òî÷íûì, åñëè ó÷èòûâà-þòñÿ âñå èñõîäíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, èëè ïðèáëèæåííûì, åñëè ïðîèñõî-äèò îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïîëó÷èâøåãîñÿ óçëà, â ýòîì ñëó÷àåãàìèëüòîíèàí (12.80) áóäåò ý��åêòèâíûì ãàìèëüòîíèàíîì.Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè (12.80) ñ êîíêðåòíûì îïèñàíèåì îäíî÷àñòè÷-íûõ è äâóõ÷àñòè÷íûõ ñëàãàåìûõ, êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â�èçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå óäîáíîé è ïîçâîëÿåò ñðà-çó èñïîëüçîâàòü ìåòîä äëÿ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì,÷òî áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçëîæå-íèÿ (12.21) èñõîäíûé (íóëåâîé) ãàìèëüòîíèàí è âîçìóùåíèå âûáèðàþòñÿåñòåñòâåííûì îáðàçîì:
H0 =

∑

〈kln1n2〉
Un1n2
kl Nn1

k Nn2
l +

∑

〈kn〉
Cn
kN

n
k ; (12.82)

V =
∑

〈kln1n2n3n4〉
tn1n2n3n4
kl (An1n2

k An3n4
l + h.c.)+

+
∑

〈kn1n2〉
Bn1n2
k (An1n2

k + h.c.) +
∑

〈kln1n2n3〉
Dn1n2n3
kl Nn3

l (An1n2
k + h.c.),òàê ÷òî âîçìóùåíèå âêëþ÷àåò âñå íåäèàãîíàëüíûå ñëàãàåìûå, à äèàãî-íàëüíàÿ ÷àñòü ó÷èòûâàåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ýíåðãèè â ýêñïîíåíòàõ ðàçëî-æåíèÿ (12.21).



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà65912.1.7.2.2. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ ìãíîâåííûõ êîí�èãóðàöèé â�àçîâîì ïðîñòðàíñòâåÇäåñü áóäóò îïèñàíû âñå ïðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé, êîòîðûåíåîáõîäèìû äëÿ ýðãîäè÷íîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû.Íàïîìíèì, ÷òî îñíîâíàÿ èäåÿ CTWL-àëãîðèòìà [107, 108℄ çàêëþ÷à-åòñÿ â òîì, ÷òîáû ñîâîêóïíîñòü ñîñòîÿíèé, ñîäåðæàùèõ çàìêíóòûå òðà-åêòîðèè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, äîïîëíèòü �èêòèâíûìè ñîñòîÿíèÿìè,âêëþ÷àþùèìè ðàçðûâû òðàåêòîðèé. Â óçåëüíîé ñõåìå ýòî ýêâèâàëåíòíîäîáàâëåíèþ ê ãàìèëüòîíèàíó �èêòèâíûõ ñëàãàåìûõ âèäà
∑

i

(
b+i + bi

)
. (12.83)Â ïðåäñòàâëåííîì çäåñü ìåòîäå òàêæå èìåþò ìåñòî è �èêòèâíûå ðàç-ðûâû òðàåêòîðèé. Îäíàêî áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ ÿâíûõñëàãàåìûõ òèïà (12.83), íàïðèìåð ñëàãàåìûõ, îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåé-ñòâèå ñèñòåìû ñ âíåøíèìè ïîïåðå÷íûìè ïîëÿìè:

∑

〈kn1n2〉
Bn1n2
k (An1n2

k + h.c.) +
∑

〈kln1n2n3〉
Dn1n2n3
kl Nn3

l (An1n2
k + h.c.), (12.84)÷àñòî íåò íåîáõîäèìîñòè äîáàâëÿòü �èêòèâíûå ÷ëåíû â îïåðàòîð ýíåð-ãèè, è âñå êîí�èãóðàöèè ÿâëÿþòñÿ ðåàëüíûìè �èçè÷åñêèìè, äàþùèìèâêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó. Â ýòîì ñëó÷àå â ñõåìå âîçìîæíû ñîñòîÿ-íèÿ ñ ëþáûì êîëè÷åñòâîì ðàçðûâîâ, è èõ êîëè÷åñòâî äèêòóåòñÿ âåëè÷è-íàìè âçàèìîäåéñòâèé B,D. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñëàãàåìûõòèïà (12.84) â ãàìèëüòîíèàíå èõ âñå ðàâíî íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü â êà÷å-ñòâå �èêòèâíûõ äëÿ îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé ñ ïåðåõîäàìè n1 ↔ n2,ïðèñóòñòâóþùèõ â ïåðâîì íåäèàãîíàëüíîì ñëàãàåìîì â (12.82), ïðè ýòîìíàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà êîëè÷åñòâî �èêòèâíûõ ÷åðâåé. Îêîí÷à-òåëüíî â ñõåìå âîçìîæíû êàê ðåàëüíûå, òàê è �èêòèâíûå ÷åðâè, ïðèýòîì âñå îíè îáíîâëÿþòñÿ ïî åäèíîé ñõåìå Ìåòðîïîëèñà.
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i

j
n1 n2 n3 n4 n5

n6
n7 n8 n9

t1

n1 n3 j-d n5

n6
n9

t2

n4 j-d

n8 i-d
n9 i-d

dj=n -n2 1

di=n -n7 6

n5 j-d

i

i

i

i

ai

n1 n2 n3 n4 n5 n1

d=n -n2 1

n4-d n5n3-d n5-dn1

n1

n1

б
n1

�èñ. 12.35: Ïðîöåäóðà move äëÿ êèíêà, ñâÿçûâàþùåãî äâà óçëà i è j (à);ïðîöåäóðà move äëÿ äâèæåíèÿ ÷åðâÿ (á )Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðîöåäóðû îá-íîâëåíèÿ ñîñòîÿíèé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, àíàëîãè ïðîöåäóð kink-antikink,move, jump, reonnetion, reation-annihilation â àëãîðèòìå CTWL,íà �èñ. 12.35 � 12.38 ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåíû ýòè ìîäè�èöèðîâàííûåïðîöåäóðû.Íà �èñ. 12.35 ïîêàçàíà ïðîöåäóðà move � äâèæåíèÿ ëèáî êèíêà, ñâÿ-çûâàþùåãî äâà óçëà, íåîáÿçàòåëüíî ñîñåäíèõ (�èñ. 12.35, à), ëèáî ðàç-ðûâà òðàåêòîðèè � ÷åðâÿ (�èñ. 12.35 á ). Ïåðåìåùåíèå êèíêà âîçìîæíîíåîáÿçàòåëüíî ñ �èêñèðîâàííûìè èçìåíåíèÿìè ÷èñåë çàïîëíåíèÿ δi, δj,êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, âîçìîæåí âàðèàíò ñ âåðîÿòíîñòíûì âûáîðîìòèïà êèíêà â êàæäîì èíòåðâàëå ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé τ . Ýòî îäíàèç âàæíåéøèõ ïðîöåäóð äëÿ ý��åêòèâíîãî îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé:èç-çà áîëüøîãî ðàçíîîáðàçèÿ â îáùåì ñëó÷àå òèïîâ êèíêîâ íåîáõîäèìûèõ ïîñòîÿííûå ïåðåñòàíîâêè ïî øêàëå ìíèìîãî âðåìåíè.Íà �èñ. 12.36 ïîêàçàíà ìîäè�èöèðîâàííàÿ ïðîöåäóðà kink-antikink (èîáðàòíàÿ ê íåé), íà �èñ. 12.37 � ïðîöåäóðà jump-antijump, àâòîìàòè÷å-ñêè âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ â äàííîì àëãîðèòìå è ïðîöåäóðó reonnetion-antireonnetion [107℄, íà �èñ. 12.38 � àíàëîã ïðîöåäóðû reation-annihilation.Îáùåå çàìå÷àíèå ïî ýòèì ïðîöåäóðàì: äëÿ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ â ýòîì ìå-
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n1 n3 n1n1

n2

j

i
t1 t2

n2 n4 n2
i

i

i

i�èñ. 12.36: Ïðîöåäóðà kink-antikink, èçìåíÿþùàÿ ñîñòîÿíèå áåç ðàçðûâàòðàåêòîðèéòîäå íåò ïîíÿòèé ¾÷àñòèöà¿ è ¾äûðêà¿, ÷òî áûëî ñóùåñòâåííî ïðè ðå-àëèçàöèè CTWL-àëãîðèòìà äëÿ óçåëüíûõ ìîäåëåé òèïà Õàááàðäà. Òåìíå ìåíåå, â äàííîì ïîäõîäå âñå ïðîöåäóðû óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íàäâà êëàññà: ¾ýëåêòðîííîïîäîáíûå¿ è ¾äûðî÷íîïîäîáíûå¿ (íàïðèìåð, ñ
n1 > n3 è ñ n1 < n3 äëÿ ïðîöåäóðû kink-antikink íà �èñ. 12.36), ÷òîîáëåã÷àåò ñîñòàâëåíèå êîððåêòíûõ ñîîòíîøåíèé äåòàëüíîãî áàëàíñà.Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìû òàêæå äîïîëíèòåëüíûå ïðîöåäóðû, ó÷èòûâà-þùèå âîçìîæíîñòü ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ èçìåíåíèÿ óçåëüíûõ ñîñòîÿíèé.Ýòè ïðîöåäóðû ïîêàçàíû íà �èñ. 12.39; â ÷àñòíîì ñëó÷àå n3 = n1 + 1 =

n2 + 2 íà ÿçûêå óçåëüíîãî áàçèñà èõ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðå-õîäû ñîñòîÿíèé
a (τ1) . . .

(
a+(τ2)

)2 ↔ a+ (τ1) . . . ; (12.85)
(τ1) . . .

(
a+(τ2)

)2 ↔ a (τ2) . . . ,ïðè ýòîì ìåíÿþòñÿ êîëè÷åñòâî è ñîðòà îáðûâîâ òðàåêòîðèé. Ïðèìåðìãíîâåííîé êîí�èãóðàöèè ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè ðàçðûâàìè òðàåêòî-ðèé äëÿ 12-óçåëüíîãî êëàñòåðà â ïðîöåññå ñ÷åòà ïðåäñòàâëåí íà �èñ. 12.40.�àñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿ-ìè âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðèíöèïàì, èçëîæåííûì â �àçäåëå 12.1.2, ñ ó÷åòîìóðàâíåíèé äåòàëüíîãî áàëàíñà, âåðîÿòíîñòåé îáðàùåíèé ê ïðîöåäóðàì
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n1 n4 n1

n1

n2

j

i
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t
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t

i
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i

i

�èñ. 12.37: Ïðîöåäóðà jump-antijump. Ýòà æå ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü èïðîöåäóðîé reonnetion-antireonnetion, îòëè÷àþùåéñÿ îò ïåðâîé òîëü-êî çàìåíîé �äûðêà � ÷àñòèöà�
t1 t2

n1 n2 n1n1n1

n1

n1

n1

�èñ. 12.38: Ïðîöåäóðà reation-annihilation. Ïîíÿòèå ¾÷àñòèöà¿ (¾äûð-êà¿) çäåñü ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì îáîçíà÷åíèÿì ñèòóàöèè n1 < n2 (n1 > n2)
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t1 t2

t1

t2

n1 n2 n3

n1 n3

n1 n3

n1

n1

n1

n1

�èñ. 12.39: Äîïîëíèòåëüíûå ïðîöåäóðû, ïðèâîäÿùèå ê èçìåíåíèþ ÷èñåëè ñîðòîâ ðàçðûâîâè äðóãèõ íåîáõîäèìûõ àòðèáóòîâ ñòîõàñòè÷åñêîé ñõåìû äëÿ êîððåêòíîéðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Ìåòðîïîëèñà, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà îñî-áåííîñòÿõ ðàñ÷åòà ïðèìåíèòåëüíî äëÿ äàííîãî àëãîðèòìà. Çàìåòèì, ÷òîäëÿ ó÷åòà ñëàãàåìûõ âèäà
∑

〈kln1n2n3〉
Dn1n2n3
kl Nn3

l (An1n2
k + h.c.) (12.86)íåîáõîäèìî ïðè ëþáîì äâèæåíèè èëè èçìåíåíèè ÷åðâÿ An1n2

k ó÷èòûâàòüâçàèìîäåéñòâèå Dn1n2n3

kl ñ óçëîì l â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ óçëà n3.Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ïðîöåäóðàõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðûâàìè òðàåêòî-ðèé, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òàêîå âçàèìîäåéñòâèå (ò.å. âñå ðàçðûâû òðàåêòî-ðèé âñå âðåìÿ íàõîäÿòñÿ â ïîñòîÿííî ìåíÿþùåìñÿ ïîëå âçàèìîäåéñòâèÿ
Dn1n2n3

kl ) è ïåðåñ÷èòûâàòü àìïëèòóäû ÷åðâåé An1n2

k ñòàðîãî è íîâîãî ñî-ñòîÿíèé ñ ó÷åòîì ïàðàìåòðà D. Äàëåå, òî÷íî ðàññ÷èòûâàþòñÿ âñå èçìå-íåíèÿ ýíåðãèé â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì H0 (12.82), íåçàâèñèìî îòäàëüíîäåéñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèé. Äëÿ ýòîãî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ îáîá-ùàþòñÿ íà ñëó÷àé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî äåéñòâèÿ, ïîðîæäåííîãî ïîòåí-öèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè óçëàìè, íà �îíå êîòîðîãî ïðîèñõîäÿòâñå èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèé íà âûáðàííûõ óçëàõ.Çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ êîí�èãóðàöèè ïîÿâëÿåòñÿ ïðèðàùåíèå ýíåðãèè
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x�èñ. 12.40: Òèïè÷íàÿ ìãíîâåííàÿ êîí�èãóðàöèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâåïðè ìîäåëèðîâàíèè îáîáùåííûì ìåòîäîì ÌÊ äëÿ 12-óçåëüíîãî êëàñòå-ðà. Çàíÿòûå ñîñòîÿíèÿ îòìå÷åíû ÷åðíûìè ëèíèÿìè. Âåðòèêàëüíûå ëè-íèè � ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè � êèíêè. Òî÷êàìè ïîêàçàíû îáðûâûòðàåêòîðèé, îòâå÷àþùèå ñëàãàåìûì òèïà An1n2
i , A+n1n2

j â ãàìèëüòîíèàíå



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà665
δE(τ) � êóñî÷íàÿ �óíêöèÿ ìíèìîãî âðåìåíè τ , îïðåäåëÿåìàÿ âñåìè äèà-ãîíàëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè H0 (�èñ. 12.41). Ñ ó÷åòîì ýòîãî â ïðîöå-äóðå kink-antikink (�èñ. 12.41, à), êàê è â reation-annihilation, îòíîøåíèåñòàòèñòè÷åñêèõ âåñîâ íîâîãî è ñòàðîãî ñîñòîÿíèé èìååò âèä

[
Wnew

Wold

]

i,j

=





Q1 (τi)Q1 (τj) exp

[
−

τj−1∫
τi+1

δE (τ)

]
∏j

k=i δVk, i 6= j;

Q2 (τi) δVi, i = j;

δVk =
V new
k

V old
k

; (12.87)
Q1 (τi) =

τi+1∫

τi

dτ ′ exp [−δE (τ ′) (τ − τ ′)];

Q2 (τi) =

τi+1∫

τi

dτ ′
τ ′∫

τi

dτ ′′exp [−δE (τ ′) (τ ′ − τ ′′)] ,à â ïðîöåäóðå jump (�èñ. 12.41, á ):
[
Wnew

Wold

]

i

= Q1 (τi) exp


−

τN∫

τi+1

δE (τ) dτ




N∏

k=i

δVk; (12.88)ãäå Vk � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò íåäèàãîíàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (12.82),ìåíÿþùåãî áàçèñíóþ �óíêöèþ ïðè ìíèìîì âðåìåíè τk. Â ÷àñòíîñòè,â ïðîèçâåäåíèå ∏j
k=i δVk âõîäÿò è ìíîæèòåëè îò ïîÿâèâøèõñÿ äîïîëíè-òåëüíûõ êèíêîâ èëè ÷åðâåé (ñì. �èñ. 12.41):

(
tn1n2n3n4
ij

)2
, äëÿ ïðîöåäóðû kink-antikink,

tn1n2n3n4
ij Bn3n2

j , äëÿ ïðîöåäóðû jump. (12.89)Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîöåäóðà âûáîðà êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé τ ′, τ ′′ (ñì.�èñ. 12.41) ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ.



666 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ1. Ñ ó÷åòîì äåòàëüíîãî áàëàíñà îöåíèâàåòñÿ ñóììàðíàÿ ñòàòèñòè÷å-ñêàÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ â èíòåðâàëå τ0 − τN íîâîãî ñîñòîÿíèÿâèäà, ïîêàçàííîãî íà �èñ. 12.41:
[
Wnew

Wold

]

kink−antikink

=
∑

i,j

[
Wnew

Wold

]

i,j

; (12.90)
[
Wnew

Wold

]

jump

=
∑

i

[
Wnew

Wold

]

i

.2. Åñëè âîçìîæíî ïîÿâëåíèå òàêîãî ñîñòîÿíèÿ, òî âçâåøèâàåòñÿ îòíî-ñèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè êèíêîâ óæå â êîíêðåòíûõ èí-òåðâàëàõ τj+1 − τj , τi+1 − τi, ò.å. âçâåøèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé ñëàãàå-ìûå â ñóììàõ (12.89).3. Âíóòðè èíòåðâàëîâ τj+1−τj , τi+1−τi ïðîèñõîäèò âûáîð êîíêðåòíûõçíà÷åíèé τ ′, τ ′′ ñîãëàñíî ðàñïðåäåëåíèÿì âåðîÿòíîñòåé � ïîäûíòå-ãðàëüíûì �óíêöèÿì â âûðàæåíèÿõ Q1,2 (τ).12.1.7.2.3. �àñ÷åò ìîäåëè Õîëñòåéíà � ÕàááàðäàÄàëåå â ýòîì è ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ïðèìåíå-íèÿ îáîáùåííîãî àëãîðèòìà CTWL äëÿ ðàñ÷åòà íåáîëüøèõ �èçè÷åñêèõñèñòåì. Âûáîð ìàëûõ êëàñòåðîâ ïðîäèêòîâàí íåîáõîäèìîñòüþ òî÷íîéïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ ÌÊ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ãà-ìèëüòîíîâîé ìàòðèöû.Îáîáùåííûé àëãîðèòì áûë ïðîòåñòèðîâàí íà ìîäåëè Õîëñòåéíà �Õàááàðäà (12.78) äëÿ ÷åòûðåõ óçëîâ â ïåðèîäè÷åñêèõ óñëîâèÿõ. Äëÿ êîí-êðåòíîé ðåàëèçàöèè èñïîëüçîâàëèñü êàê óçåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (12.78),òàê è èìïóëüñíîå (12.79). Ïîêàæåì, êàê îäíó è òó æå çàäà÷ó ìîæíîïðåäñòàâèòü äëÿ ñõåìû (12.80) â ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íîì âèäå.Óçåëüíàÿ êîäèðîâêà ÿâëÿåòñÿ, â îáùåì, ñòàíäàðòíîé äëÿ òàêèõ ìî-äåëåé. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî èìåþò ìåñòî òðè òèïà óçëîâ � äâà òèïà
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t�èñ. 12.41: Ïðîöåäóðû kink-antikink (à) è jump (á ), ðåàëèçóþùèåñÿ íà�îíå êóñî÷íîé �óíêöèè δE(τ) � ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè îò äèàãîíàëüíûõñëàãàåìûõ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ



668 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎýëåêòðîííûõ (äëÿ êàæäîé ïðîåêöèè ñïèíà) ñ çàïîëíåíèåì n = 0; 1, èáîçîííûå ñ çàïîëíåíèåì nb = 0; 1; . . . ;Nmax (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
Nmax = 4). Òàêèì îáðàçîì, èìååì 12-óçåëüíûé êëàñòåð èç ðàçëè÷íîãîòèïà óçëîâ.Êîäèðîâêà ñîñòîÿíèé â èìïóëüñíîì áàçèñå ïîêàçàíà íà �èñ. 12.42.Øåñòíàäöàòü âîçìîæíûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé (äëÿ îäíîé ïðîåêöèèñïèíà) ïðåäñòàâëåíû êàê ¾÷èñëà çàïîëíåíèÿ¿ n îò 0 äî 15 è ïîìåùåíûíà îäèí ¾ýëåêòðîííûé óçåë¿, à �îíîíû îñòàþòñÿ â ñòàíäàðòíîì óçåëü-íîì ïðåäñòàâëåíèè (íà ÷åòûðåõ óçëàõ), ïðè÷åì ðàçðåøåííûå ñîñòîÿíèÿ�îíîíîâ nb = 0; 1; . . . ; 4. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìåòîäà ÌÊ èìååì øåñòü ý�-�åêòèâíûõ óçëîâ: äâà ýëåêòðîííûõ ñ 16 ñîñòîÿíèÿìè äëÿ êàæäîãî ñïèíà,è ÷åòûðå áîçîííûõ, êàæäûé ñ ïÿòüþ âîçìîæíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Óäîá-ñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé îäíèì ý��åêòèâíûì óçëîìñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â (12.79) ñ ó÷åòîì àíòèñèì-ìåòðèè çàðàíåå ðàññ÷èòûâàþòñÿ è çàêëàäûâàþòñÿ â ñõåìó ÌÊ. Åñëè èñ-õîäíî â (12.79) ïðèñóòñòâóþò ÷åòûðåõ�åðìèîííûå ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûåñ ÷åòûðüìÿ ðàçëè÷íûìè èìïóëüñàìè, òî â êîíå÷íîì âûðàæåíèè (12.80)ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû ãàìèëüòîíèàíà, ñâÿçûâàþùèå ëèáî äâà ý�-�åêòèâíûõ ýëåêòðîííûõ óçëà, ëèáî îäèí ýëåêòðîííûé óçåë è îäèí áî-çîííûé, ÷òî óêëàäûâàåòñÿ â ñõåìó ïðîöåäóð îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé,ïðèâåäåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Áîëåå òîãî, ìîæíî è â óçåëüíîéñõåìå îáúåäèíÿòü �åðìèîíû â ý��åêòèâíûå óçëû, ñóùåñòâåííî óïðî-ùàÿ ìîäåëèðîâàíèå.Íà �èñ. 12.43 ïðåäñòàâëåíû äàííûå èç [190℄ äëÿ ÷èñëà �îíîíîâ êàê�óíêöèè êîíñòàíòû ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (äàííûå ñîâ-ïàäàþò â îáåèõ êîäèðîâêàõ), ïðè ýòîì ÷èñëî ýëåêòðîíîâ âûäåðæèâàëîñüðàâíûì ïîëîâèííîìó çàïîëíåíèþ ïî óçëàì. �åçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâó-þò î âîçðàñòàíèè êîëè÷åñòâà �îíîíîâ ñ ðîñòîì âçàèìîäåéñòâèÿ, êàê èïðåäïîëàãàþò òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè. Ñðàâíåíèå ñ äàííûìè òî÷íîé äèà-ãîíàëèçàöèè ñâèäåòåëüñòâóåò î ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòàÌÊ è òî÷íûõ äàííûõ.
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ш�èñ. 12.42: Êîäèðîâêà èìïóëüñîâ äëÿ îäíîé ïðîåêöèè ñïèíà ýëåêòðîíîââ ìîäåëè Õîëñòåéíà � Õàááàðäà
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�èñ. 12.43: �àñ÷åò îáîáùåííûì ìåòîäîì ÌÊ ÷èñëà �îíîíîâ Nb â çàâèñè-ìîñòè îò âåëè÷èíû ýëåêòðîí-�îíîííîãî ïàðàìåòðà α â ìîäåëè Õîëñòåé-íà � Õàááàðäà (ñïëîøíûå êðóãè). ×èñëî óçëîâ Na = 4, ïåðèîäè÷åñêàÿîäíîìåðíàÿ öåïî÷êà. Ïàðàìåòðû ìîäåëè: t = 1.4; U = 0.5; Ω = 1; µ = 0.5;
β = 10. Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû äàííûå ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçà-öèè, äàííûå âçÿòû èç [190℄



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà671Êîíå÷íî, ïðîáëåìà çíàêà, òèïè÷íàÿ äëÿ �åðìèîíîâ, èìååò ìåñòî èçäåñü. Îäíàêî â èìïóëüñíîì áàçèñå ñîñòîÿíèÿ óæå ïåðâè÷íî îòñîðòèðî-âàíû ïî äèàãîíàëüíûì ýíåðãèÿì âèäà∑
q

εqa
+
q aq, ÷òî ñóùåñòâåííî îñëàá-ëÿåò ïðîáëåìó. Êðîìå òîãî, ïðè ïðàêòè÷åñêè ïîëîâèííîì çàïîëíåíèè íàóçëå (äëÿ �åðìèîíîâ), èç-çà ñèììåòðèè ÷àñòèöà-äûðêà ïðîáëåìà çíàêàòàêæå îñëàáëåíà.12.1.7.2.4. �àñ÷åò ìîäåëè Áîçå � ÕàááàðäàÑ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî ìåòîäà èññëåäîâàëàñü òàêæå ìîäåëü S = 1 áî-çîíîâ (12.76) � íàèáîëåå àäåêâàòíàÿ ìîäåëü äëÿ áîçå-ãàçà â ìàãíèòîîï-òè÷åñêèõ ëîâóøêàõ ïðè ñâåðõíèçêîé òåìïåðàòóðå.Ñïîñîáû êîäèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà �èñ. 12.44.Çàìåòèì, ÷òî ñàìàÿ ïðîáëåìíàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà (12.76) � ñëàãàå-ìûå âèäà a+

1 a
+
−1a0a0 (ñì. (12.77)), òàê êàê îíè ñâÿçûâàþò òðè ïðîåêöèèñïèíà, ò.å. òðè óçëà, åñëè áû îòäåëüíî ó÷èòûâàëàñü êàæäàÿ ïðîåêöèÿ.Îáúåäèíÿÿ ñîñòîÿíèÿ ñ äâóìÿ (èëè ñî âñåìè òðåìÿ) ïðîåêöèÿìè ñïèíà âñîñòîÿíèÿ îäíîãî ý��åêòèâíîãî óçëà (ñì. �èñ. 12.44), ñõåìó ÌÊ ìîæíîóïðîñòèòü, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû áîçîíîâ

S = 1. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïðåäëîæåííîé âûøå ñõåìå îá-íîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé. Ñóùåñòâåííî, ÷òî äëÿ îäíîé è òîé æå ìîäåëèìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå êîäèðîâêè, èñõîäÿ èç óäîáñòâà ðàñ÷åòîâ.Äàííûå äëÿ ýíåðãèè è ÷èñëà áîçîíîâ ïîêàçàíû íà �èñ. 12.45 [190℄. Îíèòàêæå áûëè ïðîòåñòèðîâàíû ìåòîäîì òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè. Äëÿ ðàñ-÷åòà ìàêñèìàëüíûå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ áîçîíîâ áûëè ñóùåñòâåííî îãðàíè-÷åíû (nb = 0; 1; 2), ÷òî äèêòîâàëîñü âîçìîæíîñòÿìè ìåòîäà ÌÒÄ. Çàìå-òèì, ÷òî äëÿ êîððåêòíîé ïðîâåðêè íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå òðè ïðîåêöèèñïèíîâ áîçîíîâ â ÌÊ-ðàñ÷åòå èìåëè òå æå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ, ÷òî è ïðèðàñ÷åòå ìåòîäîì ÌÒÄ. Ìåíÿÿ õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû, ìîæíî äîñòè÷üñîâïàäåíèÿ ÷èñåë áîçîíîâ â ìåòîäàõ ÌÊ è ÌÒÄ è ïîêàçàòü, ÷òî ñîâïà-äàþò â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè è ýíåðãèè ñèñòåìû, ðàññ÷èòàííûå ýòèìèìåòîäàìè.
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�èñ. 12.44: Äâà òèïà êîäèðîâêè íà óçëå äëÿ ìîäåëè S = 1 áîçîíîâ ïðè
Nmax = 2: 1) îáúåäèíåíèå âñåõ ïðîåêöèé â îäèí ý��åêòèâíûé óçåë ñ÷èñëîì ñîñòîÿíèé 27; 2) ïðåäñòàâëåíèå â âèäå äâóõ óçëîâ � ñ íåíóëåâûìèè íóëåâîé ïðîåêöèÿìè ñïèíà, ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé 9 è 3 ñîîòâåòñòâåííî×èñëà áîçîíîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîåêöèé ñïèíà, (ñì. �èñ. 12.45) êàê�óíêöèè ïàðàìåòðà âçàèìîäåéñòâèÿ èñïûòûâàþò èçëîì ïðè U ∼ 4, òàê÷òî â ýòîé òî÷êå ïðîèñõîäèò ðåçêîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå áîçîííîé ïëîòíî-ñòè ìåæäó íóëåâîé ïðîåêöèåé ñïèíà è íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè.12.2 Êîíòèíóàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå â íåïðåðûâíîìâðåìåíèÎäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàñ÷åòà ñèñòåì ñ äî-ñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûì ïîòåíöèàëîì ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ � êâàíòî-âûé àëãîðèòì ÌÊ â òåðìèíàõ êîíòèíóàëüíûõ èíòåãðàëîâ, PIMC (PathIntegral Monte Carlo) [102, 103, 179℄, êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ìîäåëè-ðîâàíèÿ ñâîéñòâ 4He è äðóãèõ áîçîííûõ ñèñòåì [73, 102, 103, 104, 179,180, 181, 182℄. PIMC îòíîñèòñÿ ê äèñêðåòíûì ïî ìíèìîìó âðåìåíè êâàí-òîâûì ìåòîäàì ÌÊ è èìååò îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ òðóäíîñòÿìè îá-íîâëåíèÿ òðàåêòîðèé, íåîáõîäèìîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåíèé ïðè
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�èñ. 12.45: �àñ÷åò îáîáùåííûì ìåòîäîì ÌÊ S = 1 áîçîííîé ìîäåëè íàòðåõ óçëàõ. Ìàêñèìàëüíîå çàïîëíåíèå óçëà Nmax = 2 (òðè ñîñòîÿíèÿ íàóçëå äëÿ îäíîé ïðîåêöèè ñïèíà). Ïàðàìåòðû ìîäåëè: t = 1; µ = 0.5;
U2 = −0.5; β = 10. Ïðîâåäåíà ïåðåêîäèðîâêà ñîñòîÿíèé ñî ñïèíàìè ±1,òàê ÷òî â ðàñ÷åòå �èãóðèðóåò ý��åêòèâíûé óçåë ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé
3 × 3 = 9. à � ýíåðãèÿ ñèñòåìû êàê �óíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ U ; á �ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîåêöèé ñïèíà. Äàííûå èç[190℄



674 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎðàñ÷åòå ýêñïîíåíòû îò âçàèìîäåéñòâèÿ. Âñå ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïðèâîäÿòê âîçìîæíîñòè ðàñ÷åòà ëèøü ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ ñèñòåì (. 100÷àñòèö [102, 103℄).Ïîÿâëåíèå íåïðåðûâíûõ ïî âðåìåíè àëãîðèòìîâ, ñâîáîäíûõ îò îøèá-êè ðàçëîæåíèÿ Ñóäçóêè�Òðîòòåðà, ñòèìóëèðîâàëî ðàçâèòèå íîâûõ ïîä-õîäîâ è â PIMC-ñõåìàõ. Â [85℄ áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò PIMC â íåïðåðûâ-íîì âðåìåíè, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ âñå ïðåèìóùåñòâà äèñêðåòíîãî ïîäõîäàCeperley [102, 179℄ è ý��åêòèâíîñòü ÷åðâÿ÷íîãî àëãîðèòìà CTWL. Ýòîòàëãîðèòì, à òàêæå åãî íåñêîëüêî èíîé âàðèàíò, íàïðÿìóþ ñóììèðóþùèéðÿäû ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ äàëåå.12.2.1. Àëãîðèòì PIMC-WAÔîðìóëèðîâêà àëãîðèòìàÑëåäóÿ ðàáîòå [85℄, ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåííûé àâòîðàìè àëãîðèòì PIMC-WA (Path Integral Monte Carlo Worm Algorithm).�àññìîòðèì d-ìåðíóþ çàäà÷ó â êóáå V = Ld ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè. ×èñëî ÷àñòèö N ìàññîé m â ñèñòåìå ìåíÿåòñÿ âñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè áîëüøîãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ, è ãàìèëü-òîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä
H = −λ

N∑

i=1

∇2
i +

∑

i<j

v (|−→ri −−→rj |), (12.91)ãäå λ = ~
2/2m; v(r) � ïîòåíöèàë ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñòåïåíÿìèñâîáîäû ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿ âñåõ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå: R ≡

(−→r 1,
−→r 2, . . . ,

−→r N).Íàïîìíèì, ÷òî îñíîâíàÿ èäåÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå êâàíòîâûõ àë-ãîðèòìîâ ÌÊ � ñî÷åòàíèå êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòûõìèðîâûõ ëèíèé (íàçîâåì åãî, ñîãëàñíî [85℄, Z-ñåêòîðîì), íåîáõîäèìî-ãî äëÿ ðàñ÷åòà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí (ýíåðãèè, ïðîñòðàíñòâåííî-ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö è äð.), è êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñäâóìÿ ðàçîìêíóòûìè ìèðîâûìè ëèíèÿìè (G-ñåêòîð), íåîáõîäèìîãî äëÿ



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà675ðàñ÷åòà �óíêöèè �ðèíà è äðóãèõ âðåìåííûõ è íåäèàãîíàëüíûõ êîððå-ëÿöèîííûõ �óíêöèé. �àññìîòðèì ýòè äâà ïîäïðîñòðàíñòâà â ïîñòàíîâêåìîäåëè (12.91).
Z-ñåêòîð ñîñòîèò èç ñîâîêóïíîñòè çàìêíóòûõ ìèðîâûõ ëèíèé ÷àñòèöâ �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå (êîîðäèíàòà)⊗(ìíèìîå âðåìÿ). Åñëè øêàëóìíèìîãî âðåìåíè ñäåëàòü äèñêðåòíîé ñ ìàëûì øàãîì ε = β/P ; P → ∞,òî òàêóþ ñîâîêóïíîñòü ìîæíî îïèñàòü êàê X ≡ (R0, R1, R2, . . . , RP );

RP ≡ R0 (èñêëþ÷àÿ ïîêà ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò ÷àñòèö çà ñ÷åò òîæäå-ñòâåííîñòè), à ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Z = Tre−βK ≈

∞∑

N=0

eβµN
∫
dX A(X, ε)e−U(X);

K = H − µN ; dX = dR0dR1 . . . dRP−1; (12.92)
A (X, ε) =

P−1∏

j=0

ρF (Rj , Rj+1, ε) ,

ρF åñòü ïðîèçâåäåíèå ïðîïàãàòîðîâ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö:
ρF (Rj , Rj+1, ε) =

N∏

i=1

ρ0 (−→r ij,−−→rij+1, ε), (12.93)ïðè ýòîì
ρ0

(−→r ,−→r ′, ε
)

= (4πλε)−d/2exp

(
−
(−→r −−→r ′

)2

4λε

)
. (12.94)�åøåíèå (12.92) � òèïè÷íûé êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë ïî �àçîâîìóïðîñòðàíñòâó ñèñòåìû. Ôóíêöèÿ U(X) â (12.92) äîëæíà âêëþ÷àòü â ñåáÿêîððåëÿöèè â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå è ìíèìîì âðåìåíè, âîçíèêà-þùèå èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, è âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû â ïðåäåëå

ε→ 0 ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíûõ òðàåêòîðèé X àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëè-æàëîñü ê ïðàâèëüíîìó êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó. Îäíèì èç ïðîñòåéøèõâàðèàíòîâ âûáîðà �óíêöèè U(X) ÿâëÿåòñÿ
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U =

P−1∑

j=0

∑

〈ajbj〉
u
(−→raj

−−→rbj
)
; (12.95)

u (r) = v(r)ε.Ñèìâîëàìè aj è bj â (12.95) îòìå÷åíû òî÷êè � êîîðäèíàòû ÷àñòèö íàâðåìåííîì ñðåçå j, à 〈ajbj〉 îáîçíà÷àåò âñå ïàðû òî÷åê íà âðåìåííîì ñðåçå
j. Ñîîòâåòñòâåííî,

e−U =
∏

j

∏

〈ajbj〉
e−u(

−→raj−
−→rbj ). (12.96)Îïèñàíèå âðåìåííîé øêàëû � äèñêðåòíîå, êàê ó Ceperley, íî äëÿ äî-ñòàòî÷íî ìàëîãî øàãà ε → 0 òî÷íîñòü àëãîðèòìà ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷-íîñòè àëãîðèòìà ñ íåïðåðûâíîé øêàëîé ìíèìîãî âðåìåíè, ïðàêòè÷åñêèîòñóòñòâóþò îøèáêè ðàçáèåíèÿ. Ïðè ýòîì íàëè÷èå â àëãîðèòìå íåäèà-ãîíàëüíûõ êîí�èãóðàöèé (÷åðâåé) ðåàëèçóåò â äàííîì ïîäõîäå âñå âîç-ìîæíîñòè ìåòîäà CTWL, íî â êîíòèíóàëüíîì ïî êîîðäèíàòå áàçèñå.Ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîí�èãóðàöèè W (X) ≡ A(X, ε)e−U(X), à ñàìàêîí�èãóðàöèÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê N çàìêíóòûõ ìèðîâûõ ëèíèéíà äèñêðåòíîì èíòåðâàëå ìíèìîãî âðåìåíè [0, β]. Êàæäàÿ ìèðîâàÿ ëè-íèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü èç P òî÷åê íà âðåìåííûõ ñðåçàõ

j = 0, . . . , P − 1; òî÷êè íà ñîñåäíèõ âðåìåííûõ ñðåçàõ ñîåäèíåíû ìåæäóñîáîé ëèíèÿìè. Â ïðåäåëå ε → 0 òî÷êè è ëèíèè ñëèâàþòñÿ â íåïðå-ðûâíóþ òðàåêòîðèþ. Áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæåíèå i-é ÷àñòèöû íà j-ìâðåìåííîì ñðåçå â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå êàê rij . Ìèðîâûå ëèíèè ìîãóòîáõîäèòü âðåìåííîé öèëèíäð β íåñêîëüêî ðàç, ïðåæäå ÷åì çàìêíóòü-ñÿ, ïðè ýòîì â êîí�èãóðàöèè áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü íåíóëåâûå windingnumbers.
G-ñåêòîð �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå îäíî÷à-ñòè÷íîé ìàöóáàðîâñêîé �óíêöèè �ðèíà
G (−→r 1,

−→r 2, τ) =
〈
T
{
ψ (−→r 1, τ)ψ

+(−→r 2, 0)
}〉

≡ g (−→r 1,
−→r 2, τ)

Z
, (12.97)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà677ãäå ψ (−→r 1, τ) � ïîëåâûå îïåðàòîðû, à óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò òåðìîäè-íàìè÷åñêîå óñðåäíåíèå.Ñòðóêòóðà íåäèàãîíàëüíûõ êîí�èãóðàöèé äëÿ ðàñ÷åòà g (−→r 1,
−→r 2, τ)ïîõîæà íà ñòðóêòóðó äèàãîíàëüíûõ êîí�èãóðàöèé äëÿ ðàñ÷åòà, íàïðè-ìåð, ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû Z, ðàçíèöà ëèøü â òîì, ÷òî â íåäèàãîíàëü-íûõ êîí�èãóðàöèÿõ ïðèñóòñòâóåò ÷åðâü (worm) � ðàçîðâàííàÿ òðàåê-òîðèÿ, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ èóíè÷òîæåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè (−→rJ , τJ ) è (−→r M, τM), îïðåäåëÿþ-ùèå ñòàòèñòèêó �óíêöèè g (−→r J ,−→r M, τJ − τM), ÿâëÿþòñÿ ¾ãîëîâîé¿ è¾õâîñòîì¿ ÷åðâÿ. Òàêîå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó êîí�èãóðàöè-îííîãî ïðîñòðàíñòâà àëãîðèòìà CTWL, íî â íåïðåðûâíîì áàçèñå.Ôîðìàëüíî ïîëíîå êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî àëãîðèòìà âêëþ-÷àåò â ñåáÿ êàê Z-ñåêòîð, òàê è G-ñåêòîð, à ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîí�èãó-ðàöèé ñîîòâåòñòâóåò îáîáùåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå

ZW = Z + Z ′, (12.98)ãäå
Z ′ = C

∑

jJ ,jM

∫
d−→r J d−→r M g (−→r J ,−→r M, ε(jJ − jM)). (12.99)Ïîñòîÿííàÿ C ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè â ïðåäåëå

−→r J → −→r M, τJ → τM, à â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ñîáèðàåòñÿ ãèñòîãðàììàäëÿ ñòàòèñòèêè �óíêöèè �ðèíà.Äëÿ óäîáñòâà â [85℄ ïðè ðàñ÷åòå �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðåäëàãàåòñÿââåñòè èíäåêñ, �èêñèðóþùèé ìãíîâåííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ñåêòîðàõ�àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà:
δ(Z) =

{
1, åñëè ñèñòåìà â ñåêòîðå Z;

0, åñëè ñèñòåìà â ñåêòîðå G, (12.100)
δ(G) =

{
0, åñëè ñèñòåìà â ñåêòîðå Z;

1, åñëè ñèñòåìà â ñåêòîðå G. (12.101)



678 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÒîãäà î÷åâèäíû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ:
〈
δ(Z)

〉
MC

=
Z

ZW
, (12.102)

〈
δ(G)

〉
MC

=
CP

ZW

P−1∑

j=0

∫
d−→r1 d−→r2 g (−→r1 ,−→r2 , εj) . (12.103)Â ÷àñòíîñòè,

〈
δ(G)

〉
MC

〈δ(Z)〉MC

= CP
P−1∑

j=0

∫
d−→r1 d−→r2 G (−→r1 ,−→r2 , εj) . (12.104)Îöåíêà äëÿ �óíêöèè �ðèíà g(−→r , τ), τ = εj èìååò âèä

〈
δ(G)δj,(jJ−jM)δ (−→r1 −−→rJ ) δ (−→r2 −−→rM)

〉
MC

=
CP

ZW
g (−→r1 ,−→r2 , εj) . (12.105)12.2.1.2. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé. Â [85℄ ïðåäëàãàåò-ñÿ äëÿ îáíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé íàáîð ýëåìåíòàðíûõ ïðîöåäóð. Âñå îíèïîõîæè íà ïðîöåäóðû àëãîðèòìà CTWL è ñâÿçàíû ñ äâèæåíèåì ÷åðâÿ.Èòàê, ðàññìîòðèì òî÷êè, îáðàçóþùèå ìèðîâûå ëèíèè â �àçîâîì ïðî-ñòðàíñòâå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñâÿçàíà ñî ñâîèìè äâóìÿ ñîñåäÿìè ïî ìè-ðîâîé ëèíèè íà β-öèëèíäðå, êàê ïîêàçàíî íà �èñ. 12.46.Âñå òî÷êè â àëãîðèòìå ïðîíóìåðîâàíû. Äëÿ äàííîé òî÷êè α ìîæ-íî îïðåäåëèòü åå ñîñåäåé ïî ìèðîâîé ëèíèè � ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êó

next(α), íàõîäÿùóþñÿ íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì ñðåçå, è òî÷êó prev(α),ðàñïîëîæåííóþ íà ïðåäûäóùåì âðåìåííîì ñðåçå. Óäîáíî òàêæå ââåñòèäâå �óíêöèè, next è prev, ñäâèãàþùèå òî÷êó íà îäèí øàã ïî âðåìå-íè (íà âåëè÷èíó ε) âïåðåä èëè íàçàä, ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàöèÿ σ =

nextm(α) îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà σ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì m-êðàòíîãî ïðè-ìåíåíèÿ �óíêöèè next ê òî÷êå α; ñîîòâåòñòâåííî, α = prevm(σ).Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà óäîáíî âåñü êîí�èãóðàöè-îííûé îáúåì ñèñòåìû ðàçáèòü íà ìåëêèå ÷àñòè ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿäèñêðåòíîãî øàãà ïî âðåìåíè (j = 0, 1, 2, . . . , (P − 1)) è äèñêðåòíîãî



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà679

�èñ. 12.46: Òî÷êè íà ìèðîâûõ ëèíèÿõ è èõ ñîñåäèðàäèóñà-âåêòîðà−→R. Êàæäàÿ ÷àñòü ïîëíîãî êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí-ñòâà Ω (íàçîâåì åå ýëåìåíòàðíûì �àçîâûì îáúåìîì) ñîäåðæèò èí�îð-ìàöèþ î ÷èñëå òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â íåé, è ñâÿçÿõ ìåæäó íèìè.Çàìåòèì, ÷òî ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ìîæåò áûòü è èíîé,îïðåäåëÿåìîé óäîáñòâîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ.1. Ïðîöåäóðà ðîæäåíèÿ êóñêà òðàåêòîðèè (open). Ýòà ïðîöåäóðà ðå-àëèçóåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå îñòàëüíûå òðàåêòîðèè çà-ìêíóòû. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëó÷àéíîì âûáîðå òî÷êè α, à çàòåì ââûáîðå ÷èñëà òî÷åêM , êîòîðûå íåîáõîäèìî óíè÷òîæèòü. ×èñëîMñëó÷àéíî âûáèðàåòñÿ èç �èêñèðîâàííîãî èíòåðâàëà [1,M ], M<P ,êîòîðûé �èêñèðîâàí â ïðîöåññå âñåãî ðàñ÷åòà. Çàòåì M − 1 òî÷åê,ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèÿì next(α), next2(α), . . . , next(M−1)(α),óíè÷òîæàþòñÿ, ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ ÷åðâü ñ íà÷àëîì â òî÷êå J ≡ αè êîíöîì â òî÷êå M ≡ nextM(α).Ñîãëàñíî àëãîðèòìó Ìåòðîïîëèñà, âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ
Popen = min

{
1,
CMNpe

△U−µMε

ρ0(
−→r α,−→r σ,Mε)

}
, (12.106)



680 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎãäå △U = U (X) − U(X∗) � ðàçíèöà â çíà÷åíèÿõ �óíêöèè U â íà-÷àëüíîé X è ïðåäïîëàãàåìîé íîâîé X∗ êîí�èãóðàöèÿõ; Np � ïîë-íîå ÷èñëî òî÷åê â íà÷àëüíîé äèàãîíàëüíîé êîí�èãóðàöèè, ðàâíîåïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà ÷àñòèö íà ÷èñëî âðåìåííûõ ñðåçîâ, Np = NP .Â ñëó÷àå M = 1 íèêàêèå òî÷êè íå óíè÷òîæàþòñÿ, òîëüêî ñâÿçüìåæäó òî÷êàìè α è σ èñ÷åçàåò.2. Ïðîöåäóðà óíè÷òîæåíèÿ êóñêà òðàåêòîðèè (lose). Ýòà ïðîöåäó-ðà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ïðîöåäóðå ðîæäåíèÿ è ðåàëèçóåòñÿ, ñîîò-âåòñòâåííî, äëÿ íåäèàãîíàëüíîé êîí�èãóðàöèè (êîí�èãóðàöèè G-ñåêòîðà), ïðè íàëè÷èè ÷åðâÿ.Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îòñ÷åò èäåò â ïîëîæèòåëüíîì ïî âðåìåíè íà-ïðàâëåíèè îò íà÷àëà ÷åðâÿ J äî êîíöà M (ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íî-ñòè íà β-öèëèíäðå). Ïóñòü ðàññòîÿíèå M âî âðåìåííûõ ñðåçàõ îòíà÷àëà äî êîíöà ÷åðâÿ 0 < M ≤ M , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîöå-äóðà íå ðåàëèçóåòñÿ. Ïðè M > 1 âûáèðàþòñÿ M − 1 íîâûõ òî÷åê
−→r 1,

−→r 2, . . . ,
−→r M−1 íà ñîîòâåòñòâóþùèõ âðåìåííûõ ñðåçàõ ìåæäóêîíöàìè ÷åðâÿ; âûáîð êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êè −→r ν ïðîèñ-õîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè, ðàâíîé ñâîáîäíî-ìó ïðîïàãàòîðó ρ0(

−→r ν−1,
−→r ν , ε) ïðè óñëîâèè óæå âûáðàííîé òî÷êè

−→r ν−1, òàê ÷òî äëÿ âñåé òðàåêòîðèè èìååì ïðîèçâåäåíèå ïîñëåäî-âàòåëüíûõ ñâîáîäíûõ ïðîïàãàòîðîâ ∏M
ν=1 ρ0(

−→r ν−1,
−→r ν , ε), ïðè ýòîì

−→r 0 ≡ −→r J , −→r M ≡ −→r M. Âûáîð ñëó÷àéíûõ òî÷åê ïðîèçâîäèòñÿ âñîîòâåòñòâèè ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì (ñì. �àçäåë 10.1.2).Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû lose, ñîãëàñíî àëãî-ðèòìó Ìåòðîïîëèñà, ðàâíà
Pclose = min

{
1,
ρ0(

−→r J ,−→r M,Mε)e△U+µMε

CMNp

}
, (12.107)ãäå Np � ÷èñëî òî÷åê â êîíå÷íîé äèàãîíàëüíîé êîí�èãóðàöèè.



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà6813. Ïðîöåäóðà insert. Ýòà ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé ïðîöå-äóðå open, îíà òàêæå ïîçâîëÿåò ïîÿâèòüñÿ ÷åðâþ â êîí�èãóðàöèè.�àçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷åðâü ïîÿâëÿåòñÿ êàê íîâûé îòðåçîêìèðîâîé ëèíèè ñðåäè óæå èìåþùèõñÿ, à íå çà ñ÷åò óíè÷òîæåíèÿ÷àñòè èìåþùåéñÿ ëèíèè. Èñõîäíàÿ ñèòóàöèÿ � äèàãîíàëüíàÿ, ñ çà-ìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè. Âûáèðàåòñÿ äëèíà ÷åðâÿ M â åäèíèöàõâðåìåííûõ ñðåçîâ, 1 < M ≤M , à ïîëîæåíèå êîíöà ÷åðâÿ M âûáè-ðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Îñòàëüíûå òî÷êè ÷åðâÿ ãåíåðèðóþòñÿñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâåäåíèþ M ñâî-áîäíûõ ïðîïàãàòîðîâ. Âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ýòîé ïðîöåäóðû
Pinsert = min

{
1, CV PMe

△U+µMε
}
, (12.108)ãäå V � ïîëíûé îáúåì ñèñòåìû â åäèíèöàõ Ω.4. Ïðîöåäóðà remove. Ýòà ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé ïðîöå-äóðå lose è ïðèâîäèò ê óíè÷òîæåíèþ ÷åðâÿ äëèíîé M (1 ≤ M ≤

M), ðàñïîëîæåííîãî ìåæäó òî÷êàìè J è M. Âåðîÿòíîñòü ðåàëè-çàöèè ïðîöåäóðû remove
Premove = min

{
1, e△U−µMε/CV PM

}
. (12.109)Íåîïðåäåëåííóþ êîíñòàíòó C â (12.106) � (12.109) ïðåäëàãàåòñÿ âû-áðàòü â âèäå

C =
C0

V PM
, C0 ∼ O (1) , (12.110)òàê ÷òî âñå ïðîöåäóðû open, lose, insert, remove èìåþò áëèçêèåçíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ý��åêòèâíîãî îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðà-öèé.5. Ïðîöåäóðà advane. Ýòà ïðîöåäóðà îòâå÷àåò ïåðåäâèæåíèþ íà÷àëà÷åðâÿ J âïåðåä ïî âðåìåíè íà ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñðåçîâ M (è ðîæ-
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�èñ. 12.47: Ïðîöåäóðà swap: âíèçó � èñõîäíàÿ êîí�èãóðàöèÿ, ââåðõó �êîí�èãóðàöèÿ ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðûäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà òî÷åê). Ýòà ïðîöåäóðà ïîõîæà íàïðîöåäóðó insert, åå âåðîÿòíîñòü
Padvance = min

{
1, e△U+µMε

}
. (12.111)6. Ïðîöåäóðà reede. Ýòà ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê ïåðåäâèæåíèþ íà÷àëà÷åðâÿ J íà ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñðåçîâ M íàçàä ïî âðåìåíè è óíè÷òî-æåíèþ M òî÷åê ÷åðâÿ, 1 ≤M ≤M . Âåðîÿòíîñòü ýòîé ïðîöåäóðû

Precede = min
{
1, e△U−µMε

}
. (12.112)7. Ïðîöåäóðà swap. Ýòà âàæíàÿ ïðîöåäóðà îïèñûâàåò ïåðåêëþ÷åíèåòðàåêòîðèé, ñâÿçàííîå ñ òîæäåñòâåííîñòüþ ÷àñòèö. Ïðîöåäóðà swapðåàëèçóåòñÿ òîëüêî â íåäèàãîíàëüíîé êîí�èãóðàöèè è ïîêàçàíà íà�èñ. 12.47.Ïóñòü íà÷àëî ÷åðâÿ J íàõîäèòñÿ íà âðåìåííîì ñðåçå j è îòíîñèòñÿê ýëåìåíòàðíîìó �àçîâîìó îáúåìó (

−→RJ , j). Ñ ó÷åòîì β-ïåðèîäè÷íîñòèíàéäåì âðåìåííîé ñðåç (j +M
) è âñå òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå íà



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà683ýòîì ñðåçå è ñâÿçàííûå òðàåêòîðèÿìè ñ òî÷êàìè â ýëåìåíòàðíîìîáúåìå (
−→RJ , j) èëè â áëèæàéøèõ òàêèõ ýëåìåíòàðíûõ îáúåìàõ �ñîñåäÿõ ïî âðåìåííîìó ñðåçó j. Ñ�îðìèðóåì ñïèñîê LJ âñåõ òàêèõòî÷åê íà ñðåçå (j +M

) è èç ýòîãî ñïèñêà ñëó÷àéíî âûáåðåì òî÷êó
α (�èñ. 12.47), ñ âåðîÿòíîñòüþ

Pα =
ρ0(

−→r J ,−→r α,Mε)

ΣJ
; (12.113)

ΣJ =
∑

σ∈LJ

ρ0(
−→r J ,−→r σ,Mε). (12.114)Åñëè ïîëó÷èëîñü òàê, ÷òî êàêàÿ-ëèáî èç òî÷åê α, prev (α) , prev2 (α) , . . . , prevM(α)ñîâïàäàåò ñ êîíöîì ÷åðâÿ M, ïðîöåäóðà íå ðåàëèçóåòñÿ.�àññìîòðèì òî÷êó ζ = prevM(α) è ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòàð-íûé îáúåì (

−→Rζ , j). Åñëè ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïîëîæåíèå òî÷êè αñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïîëîæåíèåì (
−→Rζ, j) èëè åãî áëè-æàéøèìè ñîñåäÿìè ïî ñðåçó j, òî ïðîöåäóðà íå ðåàëèçóåòñÿ.Äàëåå ñ�îðìèðóåì âòîðîé ñïèñîê Lζ òî÷åê, ñîäåðæàùèõñÿ â ýëå-ìåíòàðíîì îáúåìå (

−→Rζ , j+M) èëè åãî áëèæàéøèõ ñîñåäÿõ ïî âðå-ìåííîìó ñðåçó. Ïîñëå ýòîãî íà âðåìåííûõ ñðåçàõ ìåæäó òî÷êàìè
J è α ãåíåðèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷åê
−→r 1,

−→r 2, . . . ,
−→r M−1, ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèÿì prev (α), prev2 (α),. . ., prev(M−1)(α), àíàëîãè÷íî ïðîöåäóðå lose.Òàêèì îáðàçîì, ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå (reonnetion) êóñêà òðà-åêòîðèè � ÷àñòü òðàåêòîðèè ìåæäó òî÷êàìè ζ è α ñòèðàåòñÿ, àìåæäó òî÷êàìè J è α ïîÿâëÿåòñÿ. Âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ýòîéïðîöåäóðû

Pswap = min

{
1, e△U

ΣJ
Σζ

}
, (12.115)

Σζ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (12.114) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïèñêà Lζ.



684 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÒàêîå ïåðåêëþ÷åíèå òðàåêòîðèé îáåñïå÷èâàåò ó÷åò òîæäåñòâåííî-ñòè ÷àñòèö ïðè ìîäåëèðîâàíèè êâàíòîâûõ áîçå-ñèñòåì (íàïðèìåð,ïðè èññëåäîâàíèè æèäêîé è òâåðäîé �àç êâàíòîâîãî àíñàìáëÿ 4 He.12.2.1.3. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé. �àñ÷åò �èçè÷å-ñêèõ âåëè÷èí. Âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ âåëè÷èí, ðàññ÷èòûâàåìûõ â Z-ñåêòîðå, ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû �èçè÷åñêèì ñðåäíèì äëÿ îáû÷íîãîPIMC-àëãîðèòìà. Îïèñàíèå ïðîöåäóðû ðàñ÷åòà äèàãîíàëüíûõ �èçè÷å-ñêèõ âåëè÷èí â äàííîì àëãîðèòìå ïîäðîáíî îïèñàíî â [85℄. �àññìîòðèìçäåñü ìåòîä ðàñ÷åòà ìàöóáàðîâñêîé �óíêöèè �ðèíà
G (−→r , τ) =

1

V

∫
dr′ G (−→r + r′, r′, τ) , (12.116)óñðåäíåííîé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì òðàíñëÿöèÿì. Áåç ïîòåðè îáùíîñòèìîæíî �îðìàëüíî îäèí èç êîíöîâ ÷åðâÿ ïîìåñòèòü íà íóëåâîé ñðåç ïîâðåìåíè, íàïðèìåð, ïîëîæèâ jM = 0, è ñîáèðàòü ñòàòèñòèêó äëÿ äðóãîãîêîíöà J :

g (−→rJ , jJ ) =
∑

ξ

Dξ(
−→rJ , jJ ), (12.117)ãäå Dξ(

−→rJ , jJ ) � âêëàä îò ìãíîâåííîé êîí�èãóðàöèè ξ (èñêëþ÷àÿ çàìêíó-òûå). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàáèðàòü ñòàòèñòèêó òî÷íî ïðè çàäàííûõ jJ è
−→r J , ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó ïåðåâçâåøèâàíèÿ (ñì. [200℄, à òàê-æå �àçäåë 12.9): åñëè èìååòñÿ íåêîòîðàÿ êîí�èãóðàöèÿ Dξ0(

−→r 0, j0), òîåå ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü (¾upgrade¿) â êîí�èãóðàöèþ Dξ(
−→r , j), j > j0, äî-áàâèâ ê êîíöó ÷åðâÿ J êóñîê òðàåêòîðèè äëèíîé M = j− j0, àíàëîãè÷íîïðîöåäóðå advane, òîãäà

Dξ (−→r , j) = Dξ0 (−→r 0, j0)Rj0j(
−→r 0,

−→r ), j0 < j; (12.118)
Rj0j (−→r 0,

−→r ) = e△U+µMε

M∏

ν=1

ρ0(
−→r ν−1,

−→r ν , ε), (12.119)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà685ãäå ξ = (ξ0,
−→r 1,

−→r 2, . . . ,
−→r M−1); −→r M ≡ −→r ; △U = Uξ0 − Uξ; Uξ0 è Uξ îòâå-÷àþò êîí�èãóðàöèÿì Dξ0 è Dξ, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

g (−→r , εj) =
∑

ξ0

∫
d−→r 0 . . . d

−→r M−1 Dξ0 (−→r 0, j0)Rj0j(
−→r 0,

−→r ) = (12.120)
=

1

M

∑

ξ0,j0

∫
d−→r 0 . . . d

−→r M−1 Dξ0 (−→r 0, j0)Rj0j(
−→r 0,

−→r )δ
(M)
j0j

,ãäå
δ
(M)
j0j

=

{
1, åñëè j0 ∈ [j −M, j − 1

]
;

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. (12.121)Ôàêòè÷åñêè, ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ íåîáõîäèìîãîâðåìåííîãî ñðåçà j èç èìåþùåãîñÿ â ìãíîâåííîé êîí�èãóðàöèè ñðåçà
j0 ∈

[
j −M, j − 1

], íå äîæèäàÿñü ñîâïàäåíèÿ (èëè ïî÷òè ñîâïàäåíèÿ) jè j0, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ìàëîâåðîÿòíûì ñîáûòèåì è ïðèâîäèò ê ðîñòó ïîãðåø-íîñòåé è íåý��åêòèâíîìó íàáîðó ñòàòèñòèêè.Â [85℄ ïðåäëîæåíû òàêæå åùå áîëåå ý��åêòèâíûå ìåòîäû ñáîðà èí-�îðìàöèè; èõ èçëîæåíèå âûõîäèò çà ðàìêè êíèãè.12.2.1.4. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì PIMC-WA. Æèäêèå èòâåðäûå �àçû ãåëèÿ. Ñâåðõòåêó÷åñòü, supersolid, äå�åêòû â òâåð-äîì ãåëèè, êðèñòàëëè÷åñêèå ãðàíóëû 4He.Íèæå äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî áîëü-øèì ñèñòåìàì, îïèñûâàþùèì äâóìåðíûé è òðåõìåðíûé 4He. Íà �èñ. 12.48ïîêàçàí ðàñ÷åò ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû â äâóìåðíîì 4He äëÿ ðàçëè÷-íîãî ðàçìåðà ñèñòåìû. Âèäíî, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ðàñ-ñ÷èòàòü äîñòàòî÷íî ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ñèñòåìó èç 2500 àòîìîâ, òàê ÷òîðåçóëüòàòû �àêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïðåäåëîì.Íà �èñ. 12.49 ïðîäåìîíñòðèðîâàí ñêà÷îê �óíêöèè �ðèíà â òî÷êå
τ = 0, ïîëó÷èòü êîòîðûé ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî ïðè èñïîëüçîâàíèèäðóãèõ ìåòîäîâ.
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�èñ. 12.48: Ñâåðõòåêó÷àÿ ïëîòíîñòü â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû èç[85℄ äëÿ äâóìåðíîé ñèñòåìû 4He ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì àòîìîâ

�èñ. 12.49: Ôóíêöèÿ �ðèíà èç [85℄ äëÿ òðåõìåðíîé ñèñòåìû èç 1000 àòî-ìîâ ïðè òåìïåðàòóðå T = 1 Ê



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà687Íà �èñ. 12.50 ïîêàçàí ÌÊ-ðàñ÷åò îäíî÷àñòè÷íîé ìàòðèöû ïëîòíî-ñòè äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùåãî 4He. �åçóëüòàòû �àêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ�îðìóëîé Áîãîëþáîâà äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îäíî÷àñòè÷íîéìàòðèöû ïëîòíîñòè â ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ:
n (r) = n0exp

(
T

8πλnρsr

)
. (12.122)Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòàõ ïðîäåìîíñòðèðîâàíàâîçìîæíîñòü ìåòîäà, ñ ëåãêîñòüþ ðàññ÷èòûâàþùåãî áîçå-ñèñòåìó èç íåñêîëü-êèõ òûñÿ÷ ÷àñòèö ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, è ïîêàçàíà âîçìîæíîñòüñêåéëèíãà äàííûõ ïî íåäèàãîíàëüíûì �èçè÷åñêèì âåëè÷èíàì ê òåðìî-äèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó. Ïîêàçàíî ñîâïàäåíèå äàííûõ ÌÊ ñ àñèìïòîòà-ìè ðåøåíèÿ Áîãîëþáîâà.Â ðàáîòàõ [237, 238℄ ìåòîäîì PIMC-WA áûëè ïîëó÷åí öåëûé ñïåêòðäàííûõ ïî òâåðäîé �àçå 4He è ñìåñè òâåðäîé è æèäêîé �àç. Â [237℄ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíèöû ãðàíóë êðèñòàëëè÷åñêîãî ãåëèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâåðõ-òåêó÷èìè ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåðèòü, ðàçðóøàåòñÿ ëè ãðàíèöà çåðíà, êîãäà ïðî-èñõîäèò êîíòàêò ñ æèäêîñòüþ, áûëî âûïîëíåíî ïðÿìîå ìîäåëèðîâàíèåäâóõ êðèñòàëëèòîâ â êîíòàêòå ñ æèäêîñòüþ, ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëåííûõíà �èñ. 12.51. Ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîêàçàííàÿ â äåòàëÿõ íà �èñ. 12.52,ñîñòîèò èç äâóõ óñå÷åííûõ ïèðàìèä òâåðäîé �àçû ñî ñëó÷àéíîé îðèåí-òàöèåé êðèñòàëëèòîâ, îñòàëüíàÿ ÷àñòü îáúåìà çàïîëíåíà æèäêîñòüþ.Òàê êàê öåëü ýòîé ÷àñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èçó÷èòüñòàáèëüíîñòü ãðàíèöû çåðíà, ìîæíî ðàáîòàòü ïðè îòíîñèòåëüíî âûñîêîéòåìïåðàòóðå, T = 0.8 Ê, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ðàáîòó àëãîðèòìà:ðàçìåð êîí�èãóðàöèè ïî øêàëå ìíèìîãî âðåìåíè óìåíüøàåòñÿ, è ðåëàê-ñàöèîííûå ïðîöåññû íà ãðàíèöå æèäêîñòü � òâåðäîå òåëî è òâåðäîå òåëî� òâåðäîå òåëî ÷èñëåííî îáëåã÷àþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè Ìîíòå-Êàðëî.Ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíåíî â áîëüøîì êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå, ñ õèìè÷å-ñêèì ïîòåíöèàëîì, �èêñèðîâàííûì â òî÷êå ñîñóùåñòâîâàíèÿ �àç. �àâ-íîâåñíîå ÷èñëî àòîìîâ â ñèñòåìå áûëî ðàññ÷èòàíî è ðàâíî 13660. Äëÿ



688 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 12.50: Îäíî÷àñòè÷íàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè èç [85℄ äëÿ ñèñòåìû èç 64(ñïëîøíûå êâàäðàòû) è 2048 (îòêðûòûå êâàäðàòû) àòîìîâ

�èñ. 12.51: Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ðàâíîâåñíîé êîí�èãóðàöèè äâóõêðèñòàëëèòîâ â êîíòàêòå ñ æèäêîñòüþ



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà689

�èñ. 12.52: Èñõîäíàÿ ñèñòåìà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàíèöû çåðíà â êîí-òàêòå ñ æèäêîñòüþ. Äâå óñå÷åííûå ïèðàìèäû ïîñòàâëåíû îäíà íà äðóãóþâåðøèíàìè. Áàçîâàÿ ïëîñêîñòü ó îáåèõ ïèðàìèä � êâàäðàò ñ ðàçìåðîì
Lx×Ly = L×L ñ L = 24. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïèðàìèäû èìåþò ðàçëè÷íûåñëó÷àéíûì îáðàçîì ñìîäåëèðîâàííûå êðèñòàëëè÷åñêèå îðèåíòàöèè, âû-ñîòà îáåèõ ïèðàìèä Lz = L/2. Âåðõíÿÿ ÷àñòü óñå÷åííûõ ïèðàìèä � êâàä-ðàòû èñõîäíîãî ðàçìåðà L/2×L/2, îíè �îðìèðóþò ãðàíèöó çåðíà ìåæäóýòèìè äâóìÿ êðèñòàëëèòàìè. Æèäêîñòü çàïîëíÿåò îáúåì âíå êðèñòàë-ëèòîâ. Èñïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íàïðàâëåíèÿõ
x è ó, â òî âðåìÿ êàê àòîìû â ïëîñêîñòÿõ z = 0 è z = L çàêðåïëåíû



690 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 12.53: �àñïðåäåëåíèå êîíäåíñèðîâàííîé îáëàñòè ñèñòåìû ñ äâóìÿïèðàìèäàìè. �èñóíîê ñîîòâåòñòâóåò (÷åì ãóùå òî÷êè, òåì áîëüøå çíà-÷åíèå) âîëíîâîé �óíêöèè êîíäåíñèðîâàííîé �àçû â ñëîå x ∈ [0.4L, 0.6L]ñ óñðåäíåíèåì ïî òîëùèíå. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îòìå÷åíî øòðèõî-âûìè ëèíèÿìèñòàáèëèçàöèè òâåðäîé �àçû â ñèñòåìå àòîìû â òâåðäîì ñîñòîÿíèè îêîëîîñíîâàíèÿ ïèðàìèä �èêñèðóþòñÿ, ò.å. îíè íå ó÷àñòâóþò â îáíîâëåíèÿõÌîíòå-Êàðëî.Íà �èñ. 12.53 ïîêàçàíà îáëàñòü êîíäåíñàöèè ñèñòåìû. Âèäíî, ÷òî ãðà-íèöà çåðåí ìåæäó äâóìÿ êðèñòàëëèòàìè � êâàíòîâàÿ îáëàñòü øèðèíîéîêîëî 3 åäèíèö (ñì. òàêæå �èñ. 12.55), îíà íå èñ÷åçàåò âî âðåìÿ âñåãî ïðî-öåññà ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò ê ñîñòîÿíèþ, â êîòîðîìæèäêàÿ è òâåðäàÿ �àçà ñîñóùåñòâóþò. Ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíîé êîí-�èãóðàöèåé �îðìû êðèñòàëëèòîâ (âêëþ÷àÿ óãëû) çàìåòíî èçìåíèëèñü.Ýòî íå óäèâèòåëüíî, òàê êàê îïòèìàëüíàÿ �îðìà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäóêðèñòàëëîì è æèäêîñòüþ çàâèñèò îò îðèåíòàöèè îñåé êðèñòàëëèòîâ ïîîòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòè, ãðàíè÷àùåé ñ æèäêîñòüþ.Óñòàíîâèâ ñòàáèëüíîñòü è ñâåðõòåêó÷åñòü íà ãðàíèöå çåðåí â èññëåäó-åìîé ñèñòåìå, ìîæíî ïðîâåñòè áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå ñâîéñòâãðàíèö çåðåí. Ìîäåëèðîâàíèå ãðàíèöû çåðíà ìåæäó äâóìÿ óñå÷åííû-ìè ïèðàìèäàìè ñ äëèíîé îñíîâàíèÿ L = 24 ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäîåìêèìâû÷èñëåíèåì, òàê êàê òðåáóåò ó÷åñòü 13660 àòîìîâ. Ñîêðàùåíèå ðàçìå-



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà691

�èñ. 12.54: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû äâóõ êóáè÷å-ñêèõ êðèñòàëëèòîâ ñ ðàçëè÷íûìè ñëó÷àéíûìè îðèåíòàöèÿìè, ïîìåùåí-íûõ äðóã íà äðóãà. Áàçîâàÿ ïëîñêîñòü îáîèõ êóáîâ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîìñ ðàçìåðîì Lx × Ly = L × L, L = 12. Âûñîòà îáîèõ êóáîâ Lz/2 = 7, âðåçóëüòàòå ãðàíèöû çåðåí ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòÿõ z = 0 è z = Lz/2.Äâèæåíèå ÷åðåç xz-ãðàíèöó ïîäàâëÿåòñÿ, òàê êàê âñå àòîìû íà ðàññòî-ÿíèÿõ, ìåíüøèõ 0.75 îò ïëîñêîñòåé y = 0 è y = Ly, çàêðåïëåíû. Ýòîãàðàíòèðóåò, ÷òî ëþáîé ñâåðõòåêó÷èé îòêëèê â íàïðàâëåíèè x áóäåò ðå-àëèçîâûâàòüñÿ òîëüêî áëàãîäàðÿ ñâåðõòåêó÷åñòè äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõãðàíèö çåðíà. Äîïîëíèòåëüíûå ãðàíèöû çåðåí ïîÿâëÿþòñÿ èç-çà ïåðè-îäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ êàæäîãî êðèñòàëëèòà ïðè x = 0 è
x = Lx, íî îíè íå âëèÿþò íà ñâåðõòåêó÷èé îòêëèê â íàïðàâëåíèè xðà ïèðàìèä íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì âûáîðîì, òàê êàê òèïè÷íûé ðàç-ìåð ñâåðõòåêó÷åé ãðàíèöû çåðíà, îöåíåííûé ïî �èñ. 12.53 (ñì. òàêæå�èñ. 12.55), ñîñòàâëÿåò ∼ 3. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå ñ äâóìÿ ïèðàìè-äàìè ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ ÷åì L = 20−30, ãðàíèöàçåðíà áóäåò ïëîõî îïðåäåëåíà, è ñèñòåìà íå áóäåò íàõîäèòüñÿ â ìåòàñòà-áèëüíîì (äâóõ�àçíîì) ñîñòîÿíèè. Íàïðèìåð, â ñèñòåìå ñ L = 12 áûëîîáíàðóæåíî, ÷òî ãðàíèöà çåðíà è äâà êðèñòàëëèòà (êðîìå �èêñèðîâàí-íûõ àòîìîâ), òàþò.Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ãðàíèö çåðíà èñïîëüçîâàëàñü ãåîìåòðèÿ, ïî-



692 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎêàçàííàÿ íà �èñ. 12.54, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà êóáîâ,ðàçìåùåííûõ äðóã íàä äðóãîì.Âàæíûì ðåçóëüòàòîì ðàñ÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íå âñå ãðàíèöû çå-ðåí â êðèñòàëëå 4He ÿâëÿþòñÿ ñâåðõòåêó÷èìè. �ðàíèöû çåðåí, îáëàäàþ-ùèå äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèåé, òàêîé êàê äå�åêòû óïàêîâêè, à òàêæåãðàíèöû çåðåí, íàõîäÿùèõñÿ äðóã ê äðóãó ïîä îïðåäåëåííûìè óãëàìè,ïîäîáíî ïîêàçàííûì íà �èñ. 12.56, ÿâëÿþòñÿ èçîëÿòîðàìè.Êëþ÷åâîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâåðõòåêó÷åñòè ìåæçåðåí-íîé ãðàíèöû. �åçóëüòàòû òèïè÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ T =

0.25 Ê; N = 2000 (÷èñëî ÷àñòèö); n = 0.0287 �A−3 (ïëîòíîñòü), ïîêàçà-íû íà �èñ. 12.55. �àñïðåäåëåíèå ñâåðõòåêó÷åãî ïîòîêà (ðàññ÷èòàííîå èçóñðåäíåíèÿ ñòàòèñòèêè winding numbers) îò÷åòëèâî ïîêàçûâàåò ñâåðõòå-êó÷èå ñâîéñòâà âäîëü íàïðàâëåíèÿ x. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ äîñòàòî÷-íî áîëüøàÿ ñèñòåìà, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íàáëþäàåìûé ñâåðõòåêó÷èéñèãíàë îòðàæàåò ìàêðîñêîïè÷åñêóþ ñâåðõòåêó÷åñòü íà ãðàíèöå çåðíà èíå ÿâëÿåòñÿ àðòå�àêòîì, íàïðèìåð, èç-çà áëèçîñòè ñâåðõòåêó÷åãî âîäî-ðàçäåëà � ïåðåêðûòèÿ ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìîãî çåðíà è äîáàâî÷íîéãðàíèöåé, âûçâàííîé ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ïëîñêî-ñòè x = 0 (x = L).Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïëîòíîñòü â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îòñâåðõòåêó÷èõ ãðàíèö ãðàíóë áëèçêà ê êðèñòàëëè÷åñêîé; ýòî ãîâîðèò îòîì, ÷òî ñâåðõòåêó÷èé ïîòîê âäîëü ãðàíèö ãðàíóë íå ÿâëÿåòñÿ çàïîëíåí-íîé æèäêîñòüþ òðåùèíîé.Íà îñíîâå áîëüøîãî ÷èñëà ñèìóëÿöèé, ñõîæèõ ñ ïðåäñòàâëåííîé íà�èñ. 12.55, è âûïîëíåííûõ ïðè ðàçëè÷íûõ äàâëåíèÿõ, òåìïåðàòóðå, èîðèåíòàöèè îñåé êðèñòàëëèòà, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îáùèå ãðàíèöûçåðåí ÿâëÿþòñÿ ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòüþ ñ òèïè÷íûìè (íå çàâèñÿùè-ìè îò îðèåíòàöèè) òåìïåðàòóðàìè ïåðåõîäà ðàâíûìè ïðèáëèçèòåëüíî
0.5 Ê. Øèðèíà îáëàñòè ñâåðõòåêó÷èõ ãðàíèö çåðíà ñîñòàâëÿåò ∼ 3 åäè-íèö. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ Tc äëÿ ãðàíèöûçåðíà äîëæíà áûòü, ïî êðàéíåé ìåðå, ìåíüøåé, ÷åì òåìïåðàòóðà ïåðåõî-



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà693

�èñ. 12.55: Ôàçîâî-êîãåðåíòíûå ñâîéñòâà (êàðòà winding numbers) ãðà-íèö çåðíà â ñèñòåìå 4He, ïîêàçàííîé íà �èñ. 12.54. Âåðõíèé ðèñóíîê:ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü xy äàííûõ äëÿ âåðõíåé ïîëîâèíû ñèñòåìû, ñî-äåðæàùåé îäíó èç äâóõ ãðàíèö çåðíà. Íèæíèé ðèñóíîê (ñäâèæêà ïî îñè
z): ïðîåêöèÿ äàííûõ íà ïëîñêîñòü xz



694 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 12.56: Áàçîâàÿ ïëîñêîñòü èçîëèðóþùåé ìåæçåðåííîé ãðàíèöû ìåæ-äó äâóìÿ êðèñòàëëèòàìè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîâîðîòîì âîêðóãîñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé áàçîâîé ïëîñêîñòè. Âíå îáâåäåííîãî ïðÿìîóãîëü-íèêà ïîêàçàíî ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñèñòåìû. Äàæå äëÿ ýòîãîíåáîëüøîãî ðàçìåðà ñèñòåìû ÿñíî, ÷òî ãðàíèöà çåðíà íå ñâåðõòåòåêó÷à.Óìåíüøåíèå óãëà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ êðèñòàëëèòàìè óñèëèâàåò èçîëè-ðóþùèé õàðàêòåð. Òàê êàê ãðàíèöà çåðíà ÿâëÿåòñÿ èçîëÿòîðîì, è ìîæåòáûòü ðàññìîòðåíà êàê ðàçðåæåííàÿ ñòåíêà êðàåâûõ äèñëîêàöèé, ìîæíîçàêëþ÷èòü, ÷òî êðàåâûå äèñëîêàöèè âäîëü îñè c òàêæå ÿâëÿþòñÿ èçîëÿ-òîðàìè



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà695äà ñæàòîé äàâëåíèåì æèäêîñòè òîé æå ïëîòíîñòè, ÷òî è êðèñòàëë. Ìî-äåëèðóÿ ñâåðõòåêó÷èå ñâîéñòâà æèäêîñòè ïîä äàâëåíèåì, ìîæíî íàéòèòåìïåðàòóðó ïåðåõîäà ïðè ïëîòíîñòè n = 0.0287 �A−3, ðàâíóþ 1.5(1) Ê.Ýòî çíà÷åíèå ìîæíî âçÿòü êàê âåðõíèé ïðåäåë Tc ãðàíèöû çåðíà ïðèäàâëåíèè òàþùåé ñìåñè.×òîáû ïðîâåðèòü íàäåæíîñòü ïîëó÷åííûõ äàííûõ, òîò æå ñàìûé ðàñ-÷åò ïðè òàêèõ æå íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ áûë ïîâòîðåí ñ çàìåíîé ãåëèÿ íàìîëåêóëÿðíûé ïàðà-âîäîðîä. Â ýòîì ñëó÷àå îòäåëüíûå ÷àñòèöû èìåþòìàññó â ïîëîâèíó ìàññû àòîìà ãåëèÿ, â òî âðåìÿ êàê ïîòåíöèàë âçà-èìîäåéñòâèÿ ïðèáëèçèòåëüíî â 3 ðàçà áîëüøå. Íèêàêèõ äîêàçàòåëüñòâñâåðõòåêó÷åñòè íå íàáëþäàëîñü â ýòîì ñëó÷àå, â ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåí-òàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè [239℄.Ñóììèðóÿ äàííûå î ñâåðõòåêó÷åñòè ãðàíèö çåðåí, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òîìîäåëèðîâàíèå ìåòîäîì PIMC-WA ãðàíèöû çåðíà 4He â êîíòàêòå ñ æèä-êîñòüþ ïðè óñëîâèÿõ ñîñóùåñòâîâàíèÿ �àç ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî òàêàÿñèñòåìà òåðìîäèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî ðàçäåëåíèÿ íà äâàêðèñòàëëèòà ñ òðåùèíîé ìåæäó íèìè. Ýòî òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ñîîò-âåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòó Sasaki è äð. [240℄ î íàáëþäåíèè îáùèõ ñâåðõòåêó-÷èõ ãðàíèö çåðåí. �ðàíèöû çåðíà ñ áîëåå âûñîêîé ñèììåòðèåé ÿâëÿþòñÿèçîëÿòîðàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðàíèöû çåðåí äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëü-íîé �îðìû ÿâëÿþòñÿ ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòüþ ñ òèïè÷íûìè òåìïåðàòó-ðàìè ïåðåõîäà ïîðÿäêà 0.5 Ê.Òàêæå íà îñíîâå àëãîðèòìà PIMC-WA èíòåðåñíûå äàííûå î ñæèìàå-ìîñòè, ñâåðõòåêó÷èõ ñâîéñòâàõ, à òàêæå ïî ìèãðàöèè âàêàíñèé è äèñëî-êàöèé â òâåðäîì ãåëèè ïîëó÷åíû â [238℄.Îñîáåííî èíòåðåñåí âîïðîñ î ñâåðõòåêó÷èõ ñâîéñòâàõ â òâåðäîé �àçåãåëèÿ, òàê íàçûâàåìîì ñâåðõòâåðäîì ñîñòîÿíèè (àíãë. supersolid). Âïåð-âûå ìèêðîñêîïè÷åñêèé ìåõàíèçì ñâåðõòåêó÷åãî ñîñòîÿíèÿ òâåðäîé �àçûáûë ïðåäëîæåí â [241℄ è [242℄, êîòîðûé îñíîâûâàëñÿ íà òîì, ÷òî ðàçðå-æåííûé ãàç âàêàíñèé ïîíèæàåò ýíåðãèþ êðèñòàëëè÷åñêîãî ãåëèÿ èç-çàêâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé äåëîêàëèçàöèè âàêàíñèé. Ïðè íèçêîé òåìïåðà-



696 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎòóðå âàêàíñèè èñïûòûâàþò áîçå-ýéíøòåéíîâñêóþ êîíäåíñàöèþ è ïåðå-õîäÿò â ñîñòîÿíèå supersolid.×òî êàñàåòñÿ ýêñïåðèìåíòà, òî â [243℄ íàáëþäàëè íåîæèäàííîå ñíèæå-íèå ïåðèîäà îñöèëëÿöèè êðóòèëüíîãî ìàÿòíèêà â ãåëèè ïðè íèçêèõ òåì-ïåðàòóðàõ. Òàê êàê ïåðèîä ïðîïîðöèîíàëåí ñðåäíåìó îò êâàäðàòà ìîìåí-òà èíåðöèè, ïðè÷èíà ñäâèãà ïåðèîäà ñâÿçûâàëàñü ñ îòäåëåíèåì supersolidîò âðàùàþùåãîñÿ ìàññèâà òâåðäîãî 4He.Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêñïåðèìåíòà, íèêàêîãî ïðîòåêàíèÿ ìàññû ñêâîçüòâåðäóþ �àçó äî íåäàâíåãî âðåìåíè íå áûëî îáíàðóæåíî. Ìîæíî òîëü-êî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóïåðïîòîê ïðîÿâëÿåòñÿ â îñîáåííîñòÿõ ïîâåäå-íèÿ êðèâîé ïëàâëåíèÿ è ñ÷èòàòü, ÷òî îí ðåàëèçóåòñÿ áëàãîäàðÿ êàíàëàìæèäêîñòè, �îðìèðóþùèõñÿ íà ñòåíêàõ ñîñóäà âäîëü ëèíèé êîíòàêòà ñãðàíèöåé çåðíà.Â ðàìêàõ àëãîðèòìà PIMC-WA ñ ïîìîùüþ �åéíìàíîâñêîé �îðìó-ëèðîâêè êâàíòîâîé ìåõàíèêè ÷åðåç èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì â ÷åòû-ðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàòà � ìíèìîå âðåìÿ ìîæíî ïîñòàâèòüâ ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó �åéíìàíîâñêèõ ìèðîâûõ ëèíèé è òî÷íóþ òîïî-ãðà�èþ ñîñòîÿíèé 4He è ðàññ÷èòàòü èõ ÷èñëåííî. Ýíåðãåòè÷åñêóþ ùåëüäëÿ âàêàíñèè è ïðîìåæóòî÷íûå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ìîæíî òîãäàïîëó÷èòü èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñïàäà â ìíèìîì âðåìåíè îäíî÷àñòè÷íîé�óíêöèè �ðèíà ñèñòåìû [244℄.Ïîñëå òîãî, êàê ïîïûòêè îáíàðóæèòü supersolid â 4He ýêñïåðèìåí-òàëüíî ïîòåðïåëè íåóäà÷ó, áûëî ïðåäïîëîæåíî, ÷òî ìåòàñòàáèëüíàÿ ñâåðõ-òåêó÷åñòü òâåðäîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò ñ�îðìèðîâàòüñÿ â êðèñòàëëàõ, èñ-ïûòûâàþùèõ äåêîìïðåññèþ íèæå èõ ïëîòíîñòè ïëàâëåíèÿ nm = 0.0287�A−3 (äëÿ ñðàâíåíèÿ, ïëîòíîñòü çàìåðçàíèÿ ðàâíà nf = 0.0261 �A−3).Ýòó èäåþ îêàçàëîñü íåâîçìîæíî ðåàëèçîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, è òå-ïåðü ìîæíî ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî íåâåðíî, èç äàííûõ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòàÌÊ. Íà �èñ. 12.57 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò ïëîòíîñòè âàêàíñèîííîé èìåæäîóçåëüíîé ùåëåé. Äàííûå ýêñòðàïîëèðóþòñÿ ê íèçêèì ïëîòíîñòÿì
n < nm ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïëîòíî-
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�èñ. 12.57: Ýêñòðàïîëÿöèÿ âàêàíñèîííîé (△V ) è ìåæäîóçåëüíîé (△I)ýíåðãåòè÷åñêèõ ùåëåé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïëîòíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çà-êðûòèþ ùåëè, åñòü ïëîòíîñòü æèäêîé �àçû. Äàííûå, îòìå÷åííûå òî÷êà-ìè � �óíêöèÿ ïëîòíîñòè äëÿ èäåàëüíîé ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè � âçÿòûèç [244℄. µV è µI îáîçíà÷àþò ïîðîãîâûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë äëÿ äî-ïèðîâàíèÿ ñèñòåìû âàêàíñèÿìè è ìåæäîóçëèÿìè, ñîîòâåòñòâåííîñòè. Ìåòàñòàáèëüíûå ãåêñàãîíàëüíûå êðèñòàëëû îñòàþòñÿ èçîëÿòîðàìèâïëîòü äî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè æèäêîé �àçû. Ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî òâåð-äàÿ ñòðóêòóðà áóäåò äîëãîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàòü ïðè ïëîòíîñòÿõ, ðàâ-íûõ ïëîòíîñòè æèäêîñòè, à �àçà supersolid îáðàçóåòñÿ ïðè ïëîòíîñòè
nc = 0.0025 �A−3. �èäðîñòàòè÷åñêîå ñæàòèå, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿòàêîé ïëîòíîñòè, ñîñòàâëÿåò îêîëî (nm

nc
− 1
)1/3

≈ 13.5 %. Åñëè ó÷åñòüñæèìàåìîñòü òâåðäîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè òàÿíèè [245℄, òî ìîæíî îöåíèòü,÷òî íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü äàâëåíèå îêîëî 25 áàð.Ìåòàñòàáèëüíîñòü ñóïåðòâåðäîé �àçû çàâèñèò îò çíàêà ý��åêòèâíî-ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âàêàíñèÿìè. �àç âàêàíñèé ñ ïðèòÿæåíèåì êîë-ëàïñèðóåò ê áîëåå íèçêîé ïî ïëîòíîñòè æèäêîé �àçå. ×òîáû îïðåäåëèòüçíàê è ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âàêàíñèÿìè, íóæíî çíàòü èõ ìàññó



698 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
m∗ è ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ ν(r). Â èäåàëüíîì ãàçå ν(r) âîç-ðàñòàåò íà êîðîòêèõ äëèíàõ â 2 ðàçà îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ íà ïðåäåëåáåñêîíå÷íîãî ðàññòîÿíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ îòòàëêèâàþùèõ (ïðèòÿ-ãèâàþùèõ) âçàèìîäåéñòâèé ν(r) ïîäàâëÿåòñÿ (âîçðàñòàåò) îòíîñèòåëüíîïîâåäåíèÿ â èäåàëüíîì ãàçå. Åñëè ïðèòÿãèâàþùåå âçàèìîäåéñòâèå íà-ñòîëüêî âåëèêî, ÷òî âàêàíñèè �àêòè÷åñêè �îðìèðóþò ñâÿçàííîå ñîñòîÿ-íèå, òîãäà ν(r) ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî, è ïðîñòðàíñòâåííûé ñïàä êîððå-ëÿöèîííîé �óíêöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèèñâÿçè èç ñîîòíîøåíèÿν(r) ∝ exp

(
−2

√
m∗Ebr

) .Íà �èñ. 12.58 ïîêàçàíû äàííûå äëÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿâàêàíñèè. Èç ñðàâíåíèÿ ñ ïðèáëèæåíèåì ñèëüíîé ñâÿçè ïîëó÷åíû çíà÷å-íèÿ àìïëèòóä òóííåëèðîâàíèÿ tz = 0.45(5)Ê, è t⊥ = 0.50(5)Ê è ý��åê-òèâíûõ ìàññ m∗z = 0.45(5) è m∗⊥ = 0.42(5) â åäèíèöàõ ÷èñòîé ìàññû 4He.Ý��åêòèâíàÿ ìàññà îêàçàëàñü ðàâíîé ïðèáëèçèòåëüíî ïîëîâèíå ìàññûàòîìà 4He è ïî÷òè èçîòðîïíîé.Íà �èñ. 12.59 ïîêàçàíà �óíêöèÿ êîððåëÿöèè ìåæäó âàêàíñèÿìè, ýêñ-ïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùàÿ ñ ðàññòîÿíèåì. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî âçàèìî-äåéñòâèå ìåæäó âàêàíñèÿìè ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì è äîñòàòî÷íî áîëü-øèì, ÷òîáû ñ�îðìèðîâàòü ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå. Èç ýêñïîíåíöèàëüíîéàïïðîêñèìàöèè ìîæíî îöåíèòü ýíåðãèþ ñâÿçè Eb = 1.4 (5)Ê. Òàêèì îá-ðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ãåêñàãîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà êèíåòè÷åñêèíåñòàáèëüíà ïðè n = nc îòíîñèòåëüíî êîëëàïñà â æèäêîå ñîñòîÿíèå, asupersolid â äåêîìïðåññèîííîì êðèñòàëëå íåâîçìîæåí â îäíîðîäíîì ñëó-÷àå.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ íàêîïëåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-íûõ ïî äîñòàòî÷íî íåîæèäàííûì ñâîéñòâàì òâåðäîãî 4He ïðè íèçêîéòåìïåðàòóðå, âêëþ÷àÿ ìàññîâûé ñóïåðïîòîê ÷åðåç êðèñòàëë. Íàáëþäàå-ìàÿ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíîé ñòàäèè èçãîòîâëåíèÿ îáðàçöà, óñëîâèé ðî-ñòà, îòæèãà è îõëàæäàþùèõ ïðîöåäóð óêàçûâàþò íà âàæíîñòü äå�åêòîâñòðóêòóðû äëÿ ïîíèìàíèÿ êâàíòîâîé ïðèðîäû òâåðäîãî ñîñòîÿíèÿ. Êðî-ìå îïèñàííûõ âûøå ñâîéñòâ, â [238℄ áûëà èññëåäîâàíà ñâåðõòåêó÷åñòü
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�èñ. 12.58: Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âàêàíñèè â íèçøåé çîíåâäîëü ãëàâíûõ êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèõ íàïðàâëåíèé ðåøåòêè pz è px äëÿñèñòåìû 12×12×12 ÷àñòèö ïðè ïëîòíîñòè n = 0.0292 �A−3 è òåìïåðàòóðå
T = 0.2 Ê. Äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè ñ äâóìÿ àòîìàìè â ýëåìåíòàð-íîé ÿ÷åéêå èìåþòñÿ äâå àìïëèòóäû ïåðåñêîêà, îäíà â áàçîâîé ïëîñêî-ñòè (t⊥) è äðóãàÿ (tz) âäîëü íàïðàâëåíèÿ �A. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõìåòîä Ìîíòå Êàðëî âû÷èñëÿåò òîëüêî ñàìóþ íèçêîýíåðãåòè÷íóþ âåòâüäèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ
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�èñ. 12.59: Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ äâóõ âàêàíñèé íà ðàññòîÿíèè räðóã îò äðóãà. Íà÷àëüíûé ñïàä �èòèðîâàí ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèåé
ν(r) ∝ exp

(
−2

√
m∗Ebr

) ñ Eb = 1.4 (5)Ê. Ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíåíî äëÿãåêñàãîíàëüíîãî êðèñòàëëà ñ ðåøåòêîé 6×6×6 è 214 àòîìàìè ïðè ïëîò-íîñòè n = 0.0292 �A−3 è òåìïåðàòóðå T = 0.5 Ê. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõâåðîÿòíîñòü ν(r) âûõîäèò íà ïëàòî èç-çà êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðíûõ ý�-�åêòîâ.



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà701âäîëü ãðàíèö äå�åêòîâ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû, áûëè îïðåäåëåíûêðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò äåñòàáèëèçèðîâàòüñòðóêòóðó ãåêñàãîíàëüíîãî 4He, çàêðûâàÿ ùåëü ñîñòîÿíèÿ èçîëÿòîðà, èíàéäåíî, ÷òî ýòè ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ìàëû è ìîãóò áûòüïðåâûøåíû â êîðàõ äèñëîêàöèé è ãðàíèöàõ çåðåí.12.2.2. Àëãîðèòì PIMC-WA. Ïðÿìîå ñóììèðîâàíèå äèàãðàìì âêîíòèíóàëüíîì ïðåäñòàâëåíèèÏðåäñòàâèì ñõåìó íåñêîëüêî èíîãî íåïðåðûâíîãî ïî âðåìåíè âàðèàíòààëãîðèòìà Ceperley [102, 103, 179℄, íàïðÿìóþ ñóììèðóþùåãî ðÿäû ðàç-ëîæåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ.�àññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé ñèñòåìû áîçå-÷àñòèö âî âíåøíåìïîëå, â îòñóòñòâèå ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ:
H = −

∑

i

~
2

2m

(
∂2

∂x2
i

)
+
∑

i

V (xi). (12.123)Îáåçðàçìåðèì çàäà÷ó: âñå ðàññòîÿíèÿ áóäåì èçìåðÿòü â áîðîâñêèõ ðàäè-óñàõ aB, à ýíåðãèþ è òåìïåðàòóðó � â ðèäáåðãàõ:
x ≡ xaB; E ≡ E

Ry
; β ≡ βR; aB =

~
2

me2
; R=

e2

2aB
. (12.124)Îáîçíà÷èì ñâîáîäíûé ïðîïàãàòîð êàê K (−→r , τ), êîòîðûé â áåçðàçìåðíîìâèäå ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K (−→r , τ) =
1√
4πτ

e−
−→r 2/4τ . (12.125)Íàïîìíèì åãî îñíîâíîå ñâîéñòâî:

∫
dr2K (r3 − r2, τ3 − τ2)K (r2 − r1, τ2 − τ1) = K (r3 − r1, τ3 − τ1) .(12.126)



702 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ12.2.2.1. Äèàãðàììû ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè â ðÿä òåî-ðèè âîçìóùåíèé ïî ñòåïåíÿì âçàèìîäåéñòâèÿÁóäåì ñ÷èòàòü øêàëó ìíèìîãî âðåìåíè è êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâîíåïðåðûâíûìè è ðàññìîòðèì óæå îáñóæäàåìîå ðàíåå ðàçëîæåíèå ìàò-ðèöû ïëîòíîñòè:
ρ (x, x′, β) =

∫
. . .

∫
exp


−

β∫

0

dτ

(
ẋ2

2

)
×

×


1 −

β∫

0

V (x) dτ +
1

2!




β∫

0

V (x) dτ




2

− 1

3!




β∫

0

V (x) dτ




3

+ ...


 ∂D =

= ρ0−
∫ β∫

0

exp




−

τ∫

0

dτ

(
ẋ2

2

)
V (x) exp


−

β∫

τ

dτ

(
ẋ2

2

)


dτ∂x+ · · · =

= ρ0 −
∫ β∫

0

K (x− y, τ1)V (y)K (y − x, β − τ1)dτ1dy+

+
1

2!

β∫

0

β∫

0

dτ1dτ2

∫∫
K (x− y, τ1)V (y)K (y − z, τ2 − τ1)×

×V (z)K (z − x, β − τ2) dydz + · · · = (12.127)
= ρ0 +

∫ β∫

0

K (x− y, τ1)V (y)K (y − x, β − τ1)dτ1dy+

+

β∫

0

dτ2

∫
dy

τ2∫

0

dτ1

∫
dz V (z)K (y − z, τ2 − τ1)V (y)K (z − y, τ1 − τ2)+....Äàííîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì âûðàæåíèåì.
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�èñ. 12.60: Íóëåâîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòèÄàëüøå ýòî ðàçëîæåíèå óäîáíî ðàññìàòðèâàòü â âèäå ñëåäóþùèõ äèà-ãðàìì. Êàæäûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåòëþ (êîëüöî), íàêîòîðîå íàíèçàíî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî óçëîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå ñòåïå-íè âçàèìîäåéñòâèÿ â àíàëèòè÷åñêîì âûðàæåíèè. Ïåòëÿ ñèìâîëèçèðóåòøêàëó ìíèìîãî âðåìåíè äëèíîé β = 1/T . Êàæäûé óçåë íà êîëüöå õà-ðàêòåðèçóåòñÿ âðåìåíåì è êîîðäèíàòîé.Íóëåâîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ρ0 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ïðîñòî çàìêíóòîå êîëüöî áåç óçëîâ (�èñ. 12.60). Ïåðâûé ÷ëåí ðàçëî-æåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûé ïåðâîé ñòåïåíè âçàèìîäåéñòâèÿ(∼ β∫
0

V (x)dτ

),áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîìó óçëó (íà ÿçûêå äèàãðàìì Ôåéíìàíà ýòîòóçåë íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé) íà êîëüöå (�èñ. 12.61); âòîðîé ÷ëåí∼ 1
2!

(
β∫
0

V (x)dτ

)2

� äâóì óçëàì (�èñ. 12.62) è ò.ä.Ôàêòè÷åñêè èç (12.127) ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè(êîëüöó) ñâîáîäíî (ñ ïðîïàãàòîðîì K) îò îäíîãî ¾óçëà¿ âçàèìîäåéñòâèÿäî äðóãîãî. Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ïîëîæèì äàëåå

−V (x) > 0. (12.128)
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�èñ. 12.61: Ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè

�èñ. 12.62: Âòîðîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà705
�èñ. 12.63: Ïåðåõîä èç êîí�èãóðàöèè ñ äâóìÿ óçëàìè â êîí�èãóðàöèþ ñòðåìÿ óçëàìè12.2.2.2. Ïðîöåäóðû ÌÊ äëÿ îáíîâëåíèÿ äèàãðàìì�àññìîòðèì ïðîñòåéøèé âàðèàíò àëãîðèòìà: áóäåì ïîëàãàòü ÷èñëî ÷à-ñòèö ïîñòîÿííûì, à âñå òðàåêòîðèè � çàìêíóòûìè. Â ïðèíöèïå, îáîáùå-íèå íà ñëó÷àé íåäèàãîíàëüíûõ êîí�èãóðàöèé òàêæå âîçìîæíî.Îáíîâëåíèå òðàåêòîðèé â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå àëãîðèòìà ñâîäèòñÿê ïðîöåäóðå ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ óçëîâ. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé êîí-�èãóðàöèè ìîæíî âûáðàòü ñîâîêóïíîñòü ïåòåëü ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîìóçëîâ, êàæäàÿ ïåòëÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû.�àññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà îäíà èç ïåòåëü èìååò äâà óçëà (r1, τ1)è (r3, τ3) (�èñ. 12.63). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü W2→3 ïåðåõîäàâ íîâîå ñîñòîÿíèå ñ äîïîëíèòåëüíûì óçëîì (r2, τ2) ìåæäó èñõîäíûìèäâóìÿ áóäåò ðàâíà

W2→3 =
ρ3

ρ2
= (12.129)

=

τ3∫
τ1

dτ2
∫
dr2V (r2)K (r2 − r1, τ2 − τ1)K (r3 − r2, τ3 − τ2)

K (r3 − r1, τ3 − τ1)
.Âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óçëà (12.129)íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîì èñõîäíîì ÷èñëå óçëîâ íà ïåòëå.Ñîãëàñíî àëãîðèòìó Ìåòðîïîëèñà, âåðîÿòíîñòè ïðÿìîé è îáðàòíîéïðîöåäóð ïðè èçìåíåíèè ïîëíîãî ÷èñëà óçëîâ n äëÿ âñåõ ïåòåëü íà n± 1ðàâíà
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Pn→n+1 = min

(
1,

nρn+1

(n+ 1)ρn

)
; (12.130)

Pn→n−1 = min

(
1,

(n− 1)ρn−1

nρn

)
.Â âûðàæåíèÿõ (12.130) ó÷òåíû âåðîÿòíîñòè îáðàùåíèÿ ê óçëàì äëÿ ñî-õðàíåíèÿ äåòàëüíîãî áàëàíñà.Åñëè ñîãëàñíî (12.130) ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåäóðà ïîÿâëåíèÿ íîâîãî óçëà,òî êîîðäèíàòû íîâîãî óçëà (r2, τ2) ïðè �èêñèðîâàííûõ òî÷êàõ (r1, τ1) è

(r3, τ3) âûáèðàþòñÿ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
P (r2, τ2) =

V (r2)K (r2 − r1, τ2 − τ1)K (r3 − r2, τ3 − τ2)

K (r3 − r1, τ3 − τ1)
. (12.131)Àëãîðèòì äîïóñêàåò ó÷åò ñòàòèñòèêè ÷àñòèö. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñè-ñòåìà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ áîçå-÷àñòèö. Áåç ó÷åòà òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèöñèñòåìà ïðåäñòàâëÿëà áû ñîáîé ÷åòûðå êîëüöà, âëîæåííûå äðóã â äðóãà(�èñ. 12.64). Ïðè ó÷åòå òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö ïîÿâëÿåòñÿ íåíóëåâàÿâåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ â ñèñòåìå êîëåö, ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì(�èñ. 12.65). Ýòà ñèòóàöèÿ ýêâèâàëåíòíà ïîÿâëåíèþ íåíóëåâûõ windingnumbers â ñèñòåìå. Ó÷åò òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òîòåïëîåìêîñòü ñèñòåìû èç ÷åòûðåõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ áîçå-÷àñòèö ïà-äàåò â ÷åòûðå ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ òåïëîåìêîñòüþ ÷åòûðåõ ñâîáîäíûõêëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, ÷òî ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàåòñÿ ðàñ÷åòàìè.12.2.2.3. �àñ÷åò �èçè÷åñêèõ âåëè÷èíÏîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (â áåçðàçìåðíîì âèäå) ðàññ÷èòû-âàåòñÿ ïî �îðìóëå

K =
∑

i,j

1

4

(ri − rj)
2

(τi − τj)
2 , (12.132)
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�èñ. 12.64: Ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö áåç ó÷åòà òîæäåñòâåííîñòè

�èñ. 12.65: Ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ñ ó÷åòîì òîæäåñòâåííîñòè. Â ñè-ñòåìå ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ñâÿçè ìåæäó êîëüöàìè



708 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÒàáëèöà 12.1: �åçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ àëãîðèòìà ïðÿìîãî ñóì-ìèðîâàíèÿ äèàãðàììÏîòåíöèàë Çíà÷åíèå Êèíåòè÷åñêàÿýíåðãèÿ
Ry

Ïîòåíöèàëüíàÿýíåðãèÿ
RyÊóëîíîâñêèé Òî÷íîå 1 −2�àñ÷åòíîå 0.998 ± 0.027 −1.987 ± 0.026Îñöèëëÿòîðíûé Òî÷íîå 1.5 1.5�àñ÷åòíîå 1.495 ± 0.004 1.502 ± 0.001êàê ñóììà ïî âñåì ñâîáîäíûì ïðîïàãàòîðàì (ëèíèÿì) â êîí�èãóðàöèè.Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû:

U = −n
β
, (12.133)ãäå n � ñóììà âñåõ óçëîâ â êîí�èãóðàöèè.Â òàáë. 12.2 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ àëãîðèòìà äëÿýëåêòðîíà â òðåõìåðíîì êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå è ïîòåíöèàëå òðåõìåð-íîãî îñöèëëÿòîðà â ñðàâíåíèè ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè.12.3 Äåòåðìèíàíòíûé ìåòîä äëÿ �åðìèîíîâ â íåïðå-ðûâíîì âðåìåíèÄëÿ �åðìèîííîé ñòàòèñòèêè ïðàêòè÷åñêè òîëüêî äåòåðìèíàíòíûé ïîä-õîä [212℄ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äàííûå äëÿ íåäèàãîíàëüíûõ êîððåëÿòîðîâè �óíêöèè �ðèíà, â ðàìêàõ òðàåêòîðíûõ àëãîðèòìîâ ýòà çàäà÷à ñóùå-ñòâåííî ñëîæíåå èç-çà ïðîáëåìû çíàêà, âîçíèêàþùåé èç-çà àíòèñèììåò-ðèè âîëíîâîé �óíêöèè. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ðàçâèòü àëãî-ðèòì, îáëàäàþùèé âîçìîæíîñòÿìè äåòåðìèíàíòíîãî ïîäõîäà, â óñëîâè-ÿõ íåïðåðûâíîé øêàëû ìíèìîãî âðåìåíè áåç ïîãðåøíîñòè ðàçëîæåíèÿÒðîòòåðà.



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà709Òàêîé ïîäõîä, îí íàçûâàåòñÿ òàêæå CT-QMC (Continuous Time QMC ),áûë ðåàëèçîâàí â ðàáîòàõ �óáöîâà è ñîàâòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [86, 201,202℄).Ìåòîä CT-QMC ñïîñîáåí ðàáîòàòü ñ íåïðåðûâíûì ìíèìûì âðåìå-íåì. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà ÷àñòèö ðàñòåòêàê N2 (àíàëîãè÷íî îïòèìèçèðîâàííîìó âàðèàíòó äèñêðåòíîãî äåòåðìè-íàíòíîãî ìåòîäà), ïðè ýòîì íå íóæíî ïåðåáèðàòü äîïîëíèòåëüíûå ñïè-íîâûå ïåðåìåííûå, òàê êàê îòñóòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ñòðàòîíîâè÷à.Äëÿ áîðüáû ñ ïðîáëåìîé çíàêà èñïîëüçóåòñÿ ñäâèã ïî âçàèìîäåéñòâèþ.Ìåòîä ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ïðàêòè÷åñêè ñ ëþáûì òèïîì âçàèìîäåéñòâèÿ,âêëþ÷àÿ íåëîêàëüíîå (âîçíèêàþùåå, íàïðèìåð â ìîäåëÿõ, îïèñûâàþùèõäèññèïàöèþ ïðè ïîìîùè çàïàçäûâàþùåãî ïîòåíöèàëà).Ìåòîä CT-QMC ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå ý��åêòèâíûì äëÿ ìîäå-ëèðîâàíèÿ �åðìè-ñèñòåì è äåéñòâèòåëüíî äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíîñòüçíà÷èòåëüíî îñëàáèòü ïðîáëåìó çíàêà. Çàìåòèì, ÷òî áëèçêèé ïî ñóòèïîäõîä äëÿ �åðìèîííîé ñèñòåìû ñ ïðèòÿæåíèåì áûë ïðåäñòàâëåí òàêæåâ [203℄.12.3.1. Îïèñàíèå ìåòîäà�àññìîòðèì �åðìèîííûé ãàìèëüòîíèàí äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà
H = H0 + V ;

H0 =
∑

ii′ss′

tii′ss′a
+
i′s′ais; (12.134)

V =
∑

i1i2i
′
1i
′
2

s1s2s
′
1s
′
2

w
i1i2i

′
1i
′
2

s1s2s
′
1s
′
2

a+
i′1s
′
1
ai1s1a

+
i′2s
′
2
ai2s2,

ãäå i, s � êîîðäèíàòû è ïðîåêöèè ñïèíîâ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì êîîð-äèíàòà ìîæåò áûòü è íåïðåðûâíîé. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ñèñòåìû ïðè
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Z = Tr Te−S, (12.135)

S =

∫∫
trr′a

+
r′ardrdr

′ +

∫∫ ∫∫
wr1r2r′1r′2a

+
r′1
ar1a

+
r′2
ar2dr1dr

′
1dr2dr

′
2,ãäå ñòåïåíè ñâîáîäû r = {τ, s, i} ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ìíè-ìîãî âðåìåíè, êîîðäèíàòû è ïðîåêöèè ñïèíà; T � îïåðàòîð óïîðÿäî÷åíèÿïî âðåìåííîé øêàëå. Î÷åâèäíî òîãäà, ÷òî

∫
dr ≡

∑

i

∑

s

β∫

0

dτ.�àìèëüòîíèàí ñèñòåìû, è, ñîîòâåòñòâåííî, äåéñòâèå (12.135) ìîæíî ðàç-äåëèòü íà íåâçàèìîäåéñòâóþùóþ ÷àñòü S0 è âçàèìîäåéñòâèå W :
S = S0 +W,

S0 =

∫∫
trr′a

+
r′ardrdr

′, (12.136)
W =

∫∫ ∫∫
wr1r2r′1r′2a

+
r′1
ar1a

+
r′2
ar2dr1dr

′
1dr2dr

′
2.Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ðàçëîæåíèÿñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ïî âçàèìîäåéñòâèþ W . Îíî ïðåäñòàâèìî ââèäå âûðàæåíèÿ [86, 201℄

Z =

∞∑

k=0

∫
dr1

∫
dr′1 . . .

∫
dr2k

∫
dr′2kΩk (r1, r

′
1, . . . , r2k, r

′
2k) ; (12.137)

Ωk=Z0
(−1)k

k!
wr1r2r′1r′2 · · · · · wr2k−1r2kr

′
2k−1r

′
2k
Dr1r2...r2kr

′
1r
′
2...r

′
2k
,ãäå
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Dr1...r2kr

′
1...r

′
2k

=
〈
Ta+

r′1
ar1 . . . a

+
r′2k
ar2k

〉
; (12.138)

Z0 = Tr Te−S0 ;

ri çàäàåò ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò ÷àñòèöû i äî èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ; r′i �ïîñëå èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîä äåéñòâèåì â îáùåì ñëó÷àå íåäèàãîíàëü-íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ w (ýòîò ïðîöåññ íàçîâåì ïåðåñêîêîì, èëè êèíêîì,êàê â ìåòîäå CTWL). Èíäåêñ k îçíà÷àåò ñòåïåíü âîçìóùåíèÿ (ñòåïåíüäèàãðàììû).Äëÿ ðàñ÷åòà ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû òðåáóåòñÿ ïåðåáðàòü êîîðäèíà-òû è âðåìåíà êèíêîâ. Òàê êàê ñëàãàåìîå H0 (ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèþ
S0) ÿâëÿåòñÿ îäíî÷àñòè÷íîé áèëèíåéíîé �îðìîé ïî îïåðàòîðàì ðîæäå-íèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ê �îðìóëå (12.138) äëÿ D ïðèìåíèìà òåîðåìà Âèêà[174, 204, 205℄, ðàñùåïëÿþùàÿ ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ íà ñóììó ïðî-èçâåäåíèé îäíî÷àñòè÷íûõ ñîìíîæèòåëåé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå äåòåðìè-íàíòîâ â áàçèñå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ÷åòûðåõ�åðìèîííîãîñëó÷àÿ [174℄:

〈
a+
i1
ai2a

+
i3
ai4
〉

=
〈
a+
i1
ai2
〉 〈
a+
i3
ai4
〉

+
〈
a+
i1
ai4
〉 〈
a+
i2
ai3
〉
. (12.139)Äîêàçàòåëüñòâî (12.139) â îáùåì ñëó÷àå äàíî â ïðèë. 7 [204℄, êîíå÷íîåñîîòíîøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëü îò îäíî÷àñòè÷íûõ îïåðà-òîðîâ. Â èòîãåDr1...r2kr

′
1...r

′
2k
ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòîì ðàçìåðíîñòè 2k×2k:

Dr1...r2kr
′
1...r

′
2k

= det
(
grir′j

)
, i, j = 1, . . . , 2k, (12.140)ãäå ìàòðèöà g ñîñòàâëåíà èç íåâîçìóùåííûõ �óíêöèé �ðèíà

grr′ =
〈
Ta+

r′ar
〉
. (12.141)



712 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÑðàçó îòìåòèì, ÷òî äëÿ áîðüáû ñ ïðîáëåìîé çíàêà ÷ëåí ãàìèëüòî-íèàíà, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå, áåðåòñÿ ñî ñäâèãîì îïåðàòîðîâ âìîäè�èöèðîâàííîì âèäå:
wr1r2r′1r′2a

+
r′1
ar1a

+
r′2
ar2 ⇒ (12.142)

⇒ wr1r2r′1r′2

(
a+
r′1
ar1 − αr1r′1

)(
a+
r′2
ar2 − αr2r′2

)
,ãäå çíà÷åíèÿ α çàâèñÿò îò òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå �îðìóëû(12.138) è (12.140) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

Dr1...r2kr
′
1...r

′
2k

=
〈
T
(
a+
r′1
ar1 − αr1r′1

)
. . .
(
a+
r′2k
ar2k

− αr2kr
′
2k

)〉
, (12.143)

Dr1...r2kr
′
1...r

′
2k

= det
(
grir′j − δ(i− j)αrir′j

)
, (12.144)è âñå îïðåäåëèòåëè ïîëîæèòåëüíûå.12.3.2. Îáíîâëåíèå êîí�èãóðàöèéÂ ïðîöåññå ðåàëèçàöèè ÌÊ-ñèìóëÿöèè ïîñòîÿííî ìåíÿåòñÿ ñòåïåíü ðàç-ëîæåíèÿ k, �ëóêòóèðóÿ îêîëî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ k ∼ 〈W 〉 (ïî îöåíêå[86℄). Äëÿ îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé ðàçðàáîòàíû ïðÿìûå è îáðàòíûåïðîöåäóðû, òàê íàçûâàåìûå ïðîöåäóðû k±1 è k±2, êîòîðûå äîáàâëÿþòèëè óáèðàþò îäèí èëè äâà êèíêà (ñòåïåíè âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàçëîæåíèè(12.137)) â êîí�èãóðàöèè. Íà �èñ. 12.66 óñëîâíî ïîêàçàíû ýòè ïðîöåññû.Îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé ïðèíÿòü è îòâåðãíóòü íîâóþ êîí�èãóðàöèþñ ó÷åòîì ïðîöåññà îáðàùåíèÿ ê êèíêó (pa = 1/k) çàäàåòñÿ îòíîøåíèåì

pK ′→K
pK→K ′

=

∣∣∣∣
ΩK

ΩK ′

∣∣∣∣ (k + 1) p
(
r2k+1, r

′
2k+1, r2k+2, r

′
2k+2

)
, (12.145)ãäå p (r2k+1, r

′
2k+1, r2k+2, r

′
2k+2

) � âåðîÿòíîñòü âûáðàòü êîîðäèíàòû íîâîãîêèíêà â òî÷êàõ r2k+1, r
′
2k+1, r2k+2, r

′
2k+2. Â ïðèíöèïå, ýòó âåðîÿòíîñòü ìîæ-íî âûáðàòü ëþáîé, âïëîòü äî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû, îòâå÷àþùåé ðàâíî-
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Z=Z +...+Z +Z +Z +Z +Z +...0 k-2 k-1 k k+1 K+2

k+1k-1

k+2k-2
I

I

I

I

�èñ. 12.66: Ïðîöåäóðû k ± 1 è k ± 2ìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Äëÿ áîëüøåé ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà ìîæíîîòðàçèòü âêëàä àìïëèòóä âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàçëîæåíèè, è âûáðàòü
p =

wr2k+1r2k+2r
′
2k+1r

′
2k+2

‖w‖ ; (12.146)
‖w‖ =

∫∫ ∫∫
|wrRr′R′ |drdR dr′dR′,òîãäà â (12.145) îñòàþòñÿ òîëüêî îïðåäåëèòåëè D, è îêîí÷àòåëüíî âåðî-ÿòíîñòü â àëãîðèòìå Ìåòðîïîëèñà èìååò âèä

PK→K ′ = min

(
1,

‖w‖
k + 1

∣∣∣∣∣
Dr1...r2k+2r

′
1...r

′
2k+2

Dr1...r2kr
′
1...r

′
2k

∣∣∣∣∣

)
. (12.147)Îáðàòíàÿ ïðîöåäóðà PK ′→K , ñîîòâåòñòâåííî, áóäåò èñïîëüçîâàòü èí-âåðñèþ ñîîòíîøåíèÿ (12.147).Ïðè äîáàâëåíèè îäíîãî êèíêà ìàòðèöà èçìåíÿåò ðàçìåð: k × k ⇒

(k+1)× (k+1). Áûñòðûé ðàñ÷åò îïðåäåëèòåëÿ çà k2 îïåðàöèé âîçìîæåíïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà Øåðìàíà � Ìîððèñà,ïîäðîáíî îïèñàííîãî â [86℄ è [206℄).12.3.3. Ñäâèã âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ óìåíüøåíèÿ ïðîáëåìû çíàêàÅñëè ãàìèëüòîíèàí ñîõðàíÿåò ïîëíûé ñïèí â ñèñòåìå, òî îïðåäåëèòåëü
D �àêòîðèçóåòñÿ â âèäå

D = D↑D↓, (12.148)



714 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎãäå Dσ çàäàåòñÿ �óíêöèÿìè �ðèíà (12.144) äëÿ ñïèíà σ. Äàëåå, åñëèâçàèìîäåéñòâèå èìååò âèä Un↑n↓½ êàê â ìîäåëè Õàááàðäà, òî êîíñòàíòóñäâèãà ñëåäóåò âûáðàòü â âèäå
αisτjs′τ ′ = αsδττ ′δijδss′ (12.149)è äëÿ ñëó÷àÿ ïðèòÿæåíèÿ ìîæíî âçÿòü

α↑ = α↓ = α, (12.150)ãäå α âåùåñòâåííî. Òîãäà
g↓↓ = g↑↑ (12.151)è
D↑ = D↓. (12.152)Â òàêîì ñëó÷àå âåñ ëþáîé êîí�èãóðàöèè áóäåò ïîëîæèòåëåí ïðè ëþáîì

α. Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå α âûáèðàåòñÿ, èñõîäÿ èç ìèíèìèçàöèè îïðåäåëè-òåëÿ (à òåì ñàìûì ñðåäíåé ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ è ñðåäíåãî êîëè÷åñòâàêèíêîâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè, ÷òî ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü âðåìÿ ñõîäèìîñòè).Â ðàáîòå [86℄ ðåêîìåíäóåòñÿ çíà÷åíèå
α↑ = α↓ ≈ 0.5. (12.153)Â ñëó÷àå îòòàëêèâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåîáðàçóåì ÷àñòèöû âäûðêè äëÿ îäíîé èç ïðîåêöèé ñïèíà. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ
α↑ = 1 − α↓ = α; (12.154)â ðàáîòå [86℄ ðåêîìåíäóþòñÿ çíà÷åíèÿ
α↑ = 1 + δ;

α↓ = −δ; (12.155)
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�èñ. 12.67: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çíàêà îò òåìïåðàòóðû èç [86℄ äëÿ äâó-ìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà 2×2 ñ òðåìÿ ýëåêòðîíàìè â ñèñòåìå. Ïàðàìåò-ðû ìîäåëè U = 4; t = 1. Ñïëîøíûìè ñèìâîëàìè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû,ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùè ìåòîäà CT-QMC; îòêðûòûìè � ïðè ïîìîùèêâàíòîâîãî àëãîðèòìà ÌÊ èç ðàáîòû [95℄. Ìåòîä CT-QMC ñòàíîâèòñÿáîëåå ý��åêòèâíûì ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû
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δ ≪ 1.Íà �èñ. 12.67 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìà. Îò-ìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà çíàêà ïðè ýòîì ñíèìàåòñÿ íå ïîëíîñòüþ, à òîëüêîïîäàâëÿåòñÿ.�àñ÷åò �óíêöèè �ðèíà òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ ïî �îðìóëå (12.140):

Grr′ ≡
1

Z

〈
Ta+

r′are
−W 〉 = (12.156)

=
∑

k

∫
dr1

∫
dr′1 . . .

∫
dr′2kgrr′ (r1, r

′
1, . . . , r

′
2k) Ωk (r1, r

′
1, . . . , r

′
2k) ,ãäå

grr′ (r1, r
′
1, . . . , r

′
2k) = (12.157)

=
1

Dr1...r2kr
′
1...r

′
2k

〈
Ta+

r′ar

(
a+
r′1
ar1 − αr1r′1

)
× · · · ×

(
a+
r′2k
ar2k

− αr2kr
′
2k

)〉
.Íà �èñ. 12.68 ïîêàçàíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ �óíêöèè �ðèíà èç[86℄.Ïîëó÷åííûå �óíêöèè �ðèíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âîññòàíîâëå-íèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, êàê ðàññìàòðèâàëîñü ðàíåå äëÿ äèñêðåòíîãîâàðèàíòà; ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîêàçàíû íà �èñ. 12.69. Ïîëó÷åííàÿ òî÷-íîñòü îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ �óíêöèé(ñì. ðàáîòó [207℄).Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äåòåðìèíàíòíàÿ ñõåìà â íåïðå-ðûâíîì âðåìåíè, èñïîëüçóþùàÿ âàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàááàðäà � Ñòðà-òîíîâè÷à [208℄.
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�èñ. 12.68: Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè �óíêöèè �ðèíà èç [86℄ äëÿäâóìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà 2×2 ñ òðåìÿ ýëåêòðîíàìè â ñèñòåìå (êðóãè).Ïàðàìåòðû ìîäåëè U = 4; t = 1; β = 14. Ëèíèÿìè îáîçíà÷åíî ðåøåíèå,ïîëó÷åííîå ìåòîäîì òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè12.4 �åäóöèðîâàííûé äåòåðìèíàíòíûé ìåòîä äëÿ �åð-ìèîíîâ�àññìîòðèì åùå îäèí âàðèàíò äåòåðìèíàíòíîãî àëãîðèòìà â íåïðåðûâ-íîì âðåìåíè, ïðåäñòàâëåííîãî â ðàáîòå [81℄, â ïðèìåíåíèè ê �åðìèîííîéìîäåëè Õàááàðäà â ðàìêàõ ïðîñòîé ñõåìû äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî, ñóììèðóþùåãî �åéìàíîâñêèå äèàãðàììû äëÿ �åðìèîííûõ ïðî-ïàãàòîðîâ àíàëîãè÷íî ñõåìå, èçëîæåííîé â ðàçäåëå 12.3 [207, 246℄.Êàê è â ñõåìå èç [207, 246℄, â äàííîì ïîäõîäå âåñ äèàãðàììû åñòüêâàäðàò äåòåðìèíàíòà, ñîñòîÿùåãî èç �åðìèîííûõ ïðîïàãàòîðîâ ïðè êî-íå÷íîé òåìïåðàòóðå. Áóäåò ïîêàçàíî, êàê ìîæíî ðàññ÷èòàòü îòíîøåíèåäåòåðìèíàíòîâ äëÿ ëîêàëüíûõ îáíîâëåíèé, èñïîëüçóÿ ðåäóöèðîâàííûåìàòðèöû, è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ïðåèìóùåñòâî ïðåäëîæåííîé ñõåìû.



718 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 12.69: Âîññòàíîâëåííàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ìîäåëè Õàááàðäàíà ðåøåòêå Áåòå èç [208℄ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Òî÷êàìè ïîêàçàí ðåçóëüòàò,ïîëó÷åííûé ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà71912.4.1. Ìîäåëü è ìåòîä�àññìîòðèì �åðìèîííóþ ìîäåëü íà ðåøåòêå, îïèñûâàåìóþ ãàìèëüòîíè-àíîì Õàááàðäà H = H0 +H1:
H0 =

∑

−→
k σ

(
ǫ−→
k
− µ

)
c+−→
k σ
c−→
k σ

; (12.158)
H1 = U

∑

x

nx↑nx↓,ãäå c+−→x σ � îïåðàòîð ðîæäåíèÿ �åðìèîíà; n−→x σ = c+−→x σc−→x σ; σ =↑, ↓ � ñïè-íîâûé èíäåêñ; −→x ïðîáåãàåò LD òî÷åê ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè; −→kïðîáåãàåò ïî ñîîòâåòñòâóþùåé çîíå Áðèëëþýíà; ǫ−→
k

= −2t
D∑
α=1

cos (kαa)� çàêîí äèñïåðñèè â ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè; µ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë.Äëÿ îïðåäåëåííîñòè è ïðîâåäåíèÿ ÷èñëîâûõ òåñòîâ, ðàññìîòðèì äâóìåð-íóþ (D = 2) ïðîñòðàíñòâåííóþ ðåøåòêó ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè. Áóäåì îòñ÷èòûâàòü ýíåðãèþ è ëèíåéíûå ìàñøòàáû â åäèíè-öàõ àìïëèòóäû ïåðåñêîêà t è ïîñòîÿííîé ðåøåòêè a, ñîîòâåòñòâåííî.Ñëåäóÿ ðàáîòàì [207, 246℄, çàïèøåì ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð â ïðåä-ñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ:
e−βH = e−βH0Tτexp



−

β∫

0

H1(τ)dτ



 , (12.159)ãäå H1 (τ) = eH0τH1e

−H0τ ; Tτ � îïåðàòîð óïîðÿäî÷åíèÿ ïî âðåìåíè. �àç-ëàãàÿ (12.159) ïî ñòåïåíÿì H1, èìååì:
Z =

∞∑

p=0

(−U)p
∑

−→x 1...
−→x p

∫

τ1<τ2<···<τp<β

(
p∏

i=1

dτi

)
×

×Tr

[
e−βH0

p∏

i=1

c+↑ (−→x iτi) c↑ (
−→x iτi) c

+
↓ (−→x iτi) c↓ (

−→x iτi)

]
. (12.160)Ýòî ðàçëîæåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ïðèâîäèò ê ñòàíäàðòíûì �åé-ìàíîâñêèì äèàãðàììàì. �ðà�è÷åñêè êàæäûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ



720 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎñîâîêóïíîñòüþ âåðøèí ñ ÷åòûðüìÿ ñâÿçÿìè-ëèíèÿìè: äâóìÿ âõîäÿùèìèäëÿ äâóõ ïðîåêöèé ñïèíà, ââåðõ è âíèç, è äâóìÿ âûõîäÿùèìè òàêæåäëÿ äâóõ ïðîåêöèé ñïèíà, êîòîðûå ñîåäèíÿþò ìåæäó ñîáîé âåðøèíû.Êàæäàÿ ëèíèÿ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ �åðìèîííûì ïðîïàãàòîðîì â ìíèìîìâðåìåíè Gσ (−→x i −−→x j, τi − τj ;µ, β) = Tr
[
Tτe−βH0cσ (−→x iτi) c

+
σ (−→x jτj)

]
.Ïðÿìîå ñóììèðîâàíèå äèàãðàìì ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû Ìîíòå-Êàðëîíåâîçìîæíî èç-çà ïðîáëåìû çíàêà. Îäíàêî, åñëè äëÿ äàííîé êîí�èãóðà-öèè p âåðøèí Sp =

{(−→x j, τ j
)
, j = 1, . . . , p

} ïðîñóììèðîâàòü ïî âñåì
(p!)2 ñïîñîáàì ñîåäèíåíèÿ èõ ïðîïàãàòîðàìè, òî ðåçóëüòàò ìîæåò áûòüçàïèñàí êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ äåòåðìèíàíòîâ, îäíîãî äëÿ ñïèíà ââåðõè äðóãîãî äëÿ ñïèíà âíèç (ñì., íàïðèìåð, [204℄). Äè��åðåíöèàëüíûå âå-ñà âåðøèííûõ êîí�èãóðàöèé (èëè âåðøèííûõ äèàãðàìì) òîãäà áóäóòðàâíû

dP (Sp) = (−U)pdetA
↑(Sp) detA

↓(Sp)
p∏

i=1

dτi , (12.161)ãäå A
σ(Sp) � ìàòðèöû ðàçìåðà p×p ñ ýëåìåíòàìè Aσij = Gσ(

−→x i−−→x j, τi−
−τ j). Äëÿ ðàâíîãî ÷èñëà ÷àñòèö ñî ñïèíîì ââåðõ è ñïèíîì âíèç detA

↑ detA
↓ =

(detA )2, è ïðè îòðèöàòåëüíîì U âåñ âåðøèííîé äèàãðàììû âñåãäà ïî-ëîæèòåëåí (ïðè ïîëîâèííîì çàïîëíåíèè, n↑ + n↓ = 1, çíàê U ìîæíîèçìåíèòü, ïåðåõîäÿ â äûðî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îäíîé èç ïðîåêöèéñïèíà, è òàêèì îáðàçîì ýòó ñõåìó ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü è â ìîäåëèÕàááàðäà, îïèñûâàþùåé ñëó÷àé îòòàëêèâàíèÿ).�àñ÷åò ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî â êîí�èãóðàöèîííîì ïðî-ñòðàíñòâå (p,Sp) ìîæåò áûòü âûïîëíåí â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé äåòåðìè-íàíòíîé ñõåìû Ìîíòå-Êàðëî (ñì., íàïðèìåð, [191, 246℄), èñïîëüçóþùåéòîëüêî îäíó ïàðó äîïîëíèòåëüíûõ îáíîâëåíèé D è C: â ñëó÷àå D ñëó÷àé-íûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ îäíà èç âåðøèí è äåëàåòñÿ ïîïûòêà óäàëèòü ååèç êîí�èãóðàöèè; â ñëó÷àå C äåëàåòñÿ ïîïûòêà âñòàâèòü äîïîëíèòåëü-íóþ âåðøèíó â íåêîòîðóþ ñëó÷àéíî âûáðàííóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ÿùèêà β×LD. Ýòè îáíîâëåíèÿ óìåíüøàþò èëè óâåëè÷èâàþòðàíã ìàòðèöû A íà åäèíèöó. Îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé ïðèíÿòèÿ îáíîâ-



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà721ëåíèé D èëè C òîãäà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îòíîøåíèå äâóõ äåòåðìèíàíòîâ
Rp =

detA (Sp+1)

detA (Sp)
, (12.162)ãäå Sp+1 =

{
Sp,
(−→x p+1, τp+1

)} (ñïèíîâûé èíäåêñ îïóùåí äëÿ êðàòêîñòè).Óçêîå ìåñòî ýòîé ïðîñòîé ñõåìû � â ïðîáëåìå îöåíêè Rp, êîãäà pìàêðîñêîïè÷åñêè âåëèêî. Òèïè÷íîå ÷èñëî âåðøèí îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì÷àñòèö, ñèëîé âçàèìîäåéñòâèÿ, è çíà÷åíèåì îáðàòíîé òåìïåðàòóðû, p ∝
NβU . Èäåÿ ðåäóöèðîâàííîé äåòåðìèíàíòíîé ñõåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî-áû âû÷èñëèòü Rp íàìíîãî áûñòðåå (íî, ìîæåò áûòü, çà ñ÷åò òî÷íîñòè),èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ äîãàäêó, èìåþùóþ ñêîðåå �èçè÷åñêóþ, ÷åì ìàòå-ìàòè÷åñêóþ àðãóìåíòàöèþ. Êîí�èãóðàöèÿ âåðøèí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèðòóàëüíûõ ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèöû â ìíîãî÷àñòè÷-íîé ñèñòåìå, è âåðîÿòíî, ÷òî ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ â åå ñòðóêòóðå çàâèñÿòòîëüêî îò áëèæàéøåãî îêðóæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè îáëàñòè èçìå-íåíèÿ â êîí�èãóðàöèè çà ñ÷åò êîíêðåòíîãî îáíîâëåíèÿ. (Îòìåòèì, ÷òîèäåÿ èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíóþ ïðèðîäó �åðìèîí-áîçîííîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ ïðèìåíÿëàñü â [247℄, íî íå áûëà îáîáùåíà íà �åðìèîííûé äåòåð-ìèíàíò). Êîëè÷åñòâåííî, îïðåäåëèì íîðìó ‖. . . ‖ èëè ðàññòîÿíèå ìåæäóâåðøèíàìè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (íåêîòîðûå ïðèìåðû âûáîðîâ îáñóæ-äåíû íèæå), è êîíñòðóèðóåì óñå÷åííóþ (ðåäóöèðîâàííóþ) âåðøèííóþäèàãðàììó S(l)

p òàêóþ, ÷òî âñå òî÷êè â S(l)
p óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

∥∥(−→x j , τ j
)
−
(−→x p+1, τp+1

)∥∥ ≤ l. (12.163)Ñîîòâåòñòâåííî, S(l)
p+1 =

{
S(l)
p ,
(−→x p+1, τ p+1

)}. Òåïåðü ìîæíî èñïîëüçî-âàòü óñå÷åííóþ êîí�èãóðàöèþ, ÷òîáû ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü îòíîøå-íèå (12.162):
R(l)
p =

det A

(
S(l)
p+1

)

detA

(
S(l)
p

) . (12.164)Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè l → L âîññòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íîå îòíîøåíèå. Ïðåä-



722 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎïîëîæèì, ÷òî R(l)
p áûñòðî ñõîäèòñÿ ê Rp, è ñóùåñòâóåò õàðàêòåðíàÿ äëèíà(äëèíà çàëå÷èâàíèÿ) â ïðîñòðàíñòâå (−→x , τ), õàðàêòåðèçóþùàÿ ýòó ñõîäè-ìîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå l ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìèêðîñêîïè÷åñêèé (íåçàâèñÿùèé îò ðàçìåðà ñèñòåìû) ïàðàìåòð, êîíòðîëèðóþùèé òî÷íîñòü èý��åêòèâíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ.Íàäëåæàùèé âûáîð íîðìû ‖. . .‖ çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Âñèëüíîêîððåëèðîâàíîì ñëó÷àå åñòåñòâåííûé ìàñøòàá ðàññòîÿíèÿ è âðå-ìåíè îïðåäåëÿåòñÿ èìïóëüñîì Ôåðìè kF è ýíåðãèåé Ôåðìè ǫF . Òîãäàåäèíñòâåííûì âàðèàíòîì áóäåò

∥∥∥(−→x , τ) −
(−→
x′ , τ ′

)∥∥∥=

√
k2
F

(−→x −
−→
x′
)2

+ ǫ2F (τ − τ ′)2. (12.165)�åîìåòðè÷åñêè ðåçóëüòàòîì ââîäà òàêîé ìåðû áóäåò ðÿä âåðøèí S(l)
p âýëëèïñîèäå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ öåíòðîì â (−→x p+1, τp+1

). Äëÿ äîñòàòî÷-íî ïëîòíûõ ñèñòåì ìåðà ∥∥(−→x , τ) − (−→x ′, τ ′)∥∥ = max
{∣∣−→x −−→x ′

∣∣ , |τ − τ ′|
}òàêæå ïîäõîäèò, è ïðåäñòàâëåííûå íèæå äàííûå äëÿ áîëüøîé ñèñòåìûáûëè ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé ìåðû. Ïðè òåìïåðàòóðàõ, ñîïî-ñòàâèìûõ ǫF , ìîæíî ñîñ÷èòàòü âñå âåðøèíû â τ -íàïðàâëåíèè è ïðîñòîçàïèñàòü ∥∥(−→x , τ) − (−→x ′, τ ′)∥∥

cyl
= kF

∣∣−→x −−→x ′
∣∣. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãåîìåò-ðè÷åñêàÿ �èãóðà åñòü β-öèëèíäð. Òî÷íî òàê æå â íåáîëüøèõ ñèñòåìàõìîæíî ðàññìîòðåòü ðåäóöèðîâàíèå êîí�èãóðàöèé òîëüêî â íàïðàâëåíèèøêàëû âðåìåíè.12.4.2. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÒåñòû äëÿ ðåäóöèðîâàííîãî äåòåðìèíàíòíîãî ìåòîäà áûëè ïðîâåäåíûäëÿ ìîäåëè Õàááàðäà ñ ïðèòÿæåíèåì U = −4; ïàðàìåòðàìè µ = −2;

β = 10 è ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ñíà÷àëà ìîäåëèðî-âàëñÿ ìàëûé êëàñòåð L2 = 42, ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî (èç10 ÷àñòèö) áûëà èçâåñòíà èç äàííûõ ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè [248℄.Òàê êàê ïðîñòðàíñòâåííûé ðàçìåð êëàñòåðà ìàë, ðåäóöèðîâàíèå âåðøèí-íûõ êîí�èãóðàöèé ïðîâîäèëîñü òîëüêî âäîëü øêàëû ìíèìîãî âðåìåíè.



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà723

�èñ. 12.70: Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè è ïëîòíîñòè ÷àñòèö îò ñòåïåíè ðåäóöè-ðîâàíèÿ ìíèìîãî âðåìåíè äëÿ ìîäåëè Õàááàðäà äëÿ L = 4. Òî÷êè ïðåä-ñòàâëÿþò äàííûå Ìîíòå-Êàðëî; ñïëîøíûå ëèíèè � òî÷íûå ðåçóëüòàòûäèàãîíàëèçàöèè äëÿ 10 ÷àñòèö (ñîãëàñíî [248℄)



724 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÍà �èñ. 12.70 ïîêàçàíî, êàê ðåçóëüòàò äëÿ ýíåðãèè ñõîäèòñÿ ê òî÷íî-ìó çíà÷åíèþ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íà âñåõ ñòàäèÿõ ìîäåëèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî íå èñïîëüçóåòñÿ ïîëíûé äåòåðìèíàíò êîí�èãóðàöèè, ðàíã êîòî-ðîãî ïðèáëèçèòåëüíî â 2.5 ðàçà áîëüøå, ÷åì òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ p äëÿðàäèóñà ðåäóöèðîâàíèÿ 2.Íà �èñ. 12.71 ïðåäñòàâëåíû äàííûå äëÿ áîëüøîé ñèñòåìû L2 = 1002ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåäóöèðîâàíèÿ äåòåðìèíàíòà è â ïðîñòðàíñòâå, è âîâðåìåííîì íàïðàâëåíèè ñîãëàñíî (12.165). Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ñõîäèìîñòüäîñòèãàåòñÿ ïðèìåðíî ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ðàäèóñà ðåäóöèðîâàíèÿ, êàêè äëÿ ìàëîé ñèñòåìû, ÷òî äîêàçûâàåò, ÷òî êîìïüþòåðíàÿ òðóäîåìêîñòüýëåìåíòàðíîãî îáíîâëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé, çàâèñÿùåé îòñòåïåíè ìàñøòàáèðîâàíèÿ ê ìàêðîñêîïè÷åñêîìó ïðåäåëó. Ïîëåçíî ðàñ-ñìîòðåòü, êàê ñõîäèìîñòü äàííûõ äëÿ ýíåðãèè êîððåëèðóåò ñ òèïè÷íû-ìè ïîãðåøíîñòÿìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ èç-çà ïðèáëèçèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ
Rp. Íà �èñ. 12.72 ïîêàçàíû ïðèìåðû çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû Rp îò ðàäè-óñà ðåäóöèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ÌÊ-êîí�èãóðàöèé. Âèäíî,÷òî âåñüìà áîëüøèå ñíà÷àëà �ëóêòóàöèè â Rp ñòàòèñòè÷åñêè óñðåäíÿþò-ñÿ â êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå äëÿ ýíåðãèè. Íà ýòîò ìîìåíò íåèçâåñòíî íè îêàêîì äðóãîì ìåòîäå, ïîçâîëÿþùåì ìîäåëèðîâàòü �åðìèîííûå ñèñòåìûñîïîñòàâèìîãî ðàçìåðà.Êðîìå òîãî, ÷òî äàííûì ìåòîäîì ìîæíî òî÷íî âîñïðîèçâåñòè òåñòî-âûå äàííûå ïî ìîäåëè Õàááàðäà, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèåóñå÷åííûõ äåòåðìèíàíòîâ äëÿ ñëó÷àéíî îòîáðàííîé âåðøèííîé êîí�è-ãóðàöèè óñêîðÿåò âû÷èñëåíèå Rp.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé çäåñü ìåòîä áûë ñóùåñòâåííîîáîáùåí ïîçæå â ðàáîòå [249℄. Îäíèì èç èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ïðè-ìåíåíèþ äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ àíàëèç êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñó÷åòîì êðîññîâåðà ìåæäó ðåæèìîì ñïàðèâàíèÿ ÁÊØ è Áîçå-Ýéíøòåéíîâñêîéêîíäåíñàöèè [250℄, êîòîðûé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â äâóõêîìïîíåíòíûõ�åðìè-ñèñòåìàõ, èññëåäóåìûõ â óëüòðàõîëîäíûõ ãàçàõ ùåëî÷íûõ ìåòàë-ëàõ â ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ëîâóøêàõ.



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà725

�èñ. 12.71: Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îò ðàäèóñà ðåäóöèðîâà-íèÿ äëÿ ìîäåëè Õàááàðäà äëÿ L = 100

�èñ. 12.72: Îòíîøåíèå îïðåäåëèòåëåé R
(l)
p êàê �óíêöèÿ l äëÿ ñëó÷àéíîîòîáðàííûõ ÌÊ-êîí�èãóðàöèé äëÿ ñèñòåìû ñ L = 100



726 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ12.5 Äèàãðàììíûå ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî�àññìîòðèì êâàíòîâûå àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî, îñíîâàííûå íà ïðÿìîì÷èñëåííîì àñèìïòîòè÷åñêîì ñóììèðîâàíèè ðàçëîæåíèÿ òåìïåðàòóðíîé(ìàöóáàðîâñêîé) �óíêöèè �ðèíà âî âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìå ñ íåïðå-ðûâíîé øêàëîé ìíèìîãî âðåìåíè. Ýòè àëãîðèòìû î÷åíü óäîáíû äëÿñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, äëÿ ðàñ÷åòà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è äèñïåðñèè âîç-áóæäåíèé. Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ, ðàçâèòûõ â ðà-áîòàõ [78, 79, 84, 191, 197, 234, 235, 236, 251℄ è ñóùåñòâåííî îáîáùåííûõâ ðàáîòàõ [252, 253, 254℄.Ïðåäñòàâëåííûå ìåòîäû áëèçêè ê ðàññìîòðåííûì ðàíåå â ýòîé êíèãåòðàåêòîðíûì ìåòîäàì â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, êîòîðûå òàêæå ìîæíî íà-çûâàòü äèàãðàììíûìè àëãîðèòìàìè Ìîíòå-Êàðëî. Îäíàêî èìåííî ê îá-ñóæäàåìûì íèæå àëãîðèòìàì áîëåå ïîäõîäèò íàçâàíèå ¾äèàãðàììíûå¿,òàê êàê â íèõ ðåàëèçóåòñÿ ÷èñëåííîå ñóììèðîâàíèå äèàãðàìì, �èãóðèðó-þùèõ â ñòàíäàðòíîé äèàãðàììíîé òåõíèêå, îïèñàííîé â èçâåñòíîé êíèãåÀáðèêîñîâà, �îðüêîâà è Äçÿëîøèíñêîãî [188℄.Äèàãðàììíûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî (ÄÌÊ) áóäåò ðàññìîòðåí íà ïðè-ìåðå íåñêîëüêèõ âàæíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷: îïòè÷åñêèé ñïåêòð ïîëÿ-ðîíà Ôðåëèõà, êëàññè÷åñêèé ýêñèòîí, äèýëåêòðè÷åñêèé ýêñèòîí �àøáû �Ïåêàðà, ñïåêòð äûðêè â t-J-ìîäåëè, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ îïòè÷åñêèìè�îíîíàìè.12.5.1. ÂâåäåíèåÏî÷åìó âàæíû òàêèå ÷èñëåííûå ìåòîäû ïðè èññëåäîâàíèè ñëîæíûõ êâàí-òîâûõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì? Äåëî â òîì, ÷òî çàäà÷à èññëåäîâàíèÿâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ÷àñòèö, êîòîðûå ñèëü-íî âçàèìîäåéñòâóþò ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìîé, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èçñàìûõ òðóäíûõ çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè. Ïåðâîíà÷àëüíî çàäà÷à îñèëüíîì âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö ñî ñðåäîé âîçíèêëà êàê ïðîáëåìà ïîëÿ-ðîíîâ [255℄. Îäíàêî, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé ñìûñë âëîæåí â ïîíÿ-òèÿ ÷àñòèöà, ñðåäà è âçàèìîäåéñòâèå, êîíöåïöèÿ ïîëÿðîíîâ îïèñûâàåò



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà727ñâîéñòâà øèðîêîãî ñïåêòðà ðàçíîîáðàçíûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé [256℄. Âòî âðåìÿ êàê äëÿ èññëåäîâàíèÿ îñíîâíîãî, íèçøåãî ïî ýíåðãèè, ñîñòî-ÿíèÿ óæå ñóùåñòâóåò îãðîìíîå ÷èñëî òåîðåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êàê àíà-ëèòè÷åñêèõ (âàðèàöèîííûé, òåîðèè âîçìóùåíèé è ðàçëîæåíèÿ ïî ïàðà-ìåòðó ñèëüíîé ñâÿçè), òàê è ÷èñëåííûõ (ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè ìåòî-äà ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû), ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ èí�îðìàöèÿ îá îñ-íîâíîì ñîñòîÿíèè íîñèò êîñâåííûé, îïîñðåäîâàííûé õàðàêòåð. Ñ äðóãîéñòîðîíû, ïðÿìóþ ýêñïåðèìåíòàëüíóþ èí�îðìàöèþ î ñâîéñòâàõ âîçáóæ-äåííûõ ñîñòîÿíèé ëåãêî ïîëó÷èòü ïðè èçìåðåíèè, íàïðèìåð, îïòè÷åñêîéïðîâîäèìîñòè èëè ñïåêòðîâ �îòîýìèññèè ñ óãëîâûì ðàçðåøåíèåì [257℄.Òàêèì îáðàçîì, â òåîðåòè÷åñêîé ñïåêòðîñêîïèè ñèñòåì, â êîòîðûõñóùåñòâóåò ñèëüíîå, èëè ïðîìåæóòî÷íîå ïî ñèëå ñâÿçè, âçàèìîäåéñòâèå÷àñòèö ñî ñðåäîé, ñëîæèëàñü ñèòóàöèÿ, êîãäà äîñòàòî÷íî íàäåæíîå òåî-ðåòè÷åñêîå îïèñàíèå âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé èìåëîñü òîëüêî â ðåæèìåñëàáîé è ñèëüíîé ñâÿçè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áóðíîå ðàçâèòèå ýêñïåðèìåí-òàëüíûõ ìåòîäîâ ïðèâåëî ê îòêðûòèþ öåëîãî êëàññà ñèñòåì, êîòîðûåâïîñëåäñòâèè áûëè íàçâàíû ñèëüíîêîððåëèðîâàííûìè [258℄. Õîòÿ êîí-êðåòíûå êëàññû ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì (ñèñòåìû ñ íåñòàáèëü-íîé âàëåíòíîñòüþ íà îñíîâå ëàíòàíîèäîâ [259℄, ñèñòåìû ñ êîëîññàëüíûììàãíåòîñîïðîòèâëåíèåì íà îñíîâå ìàðãàíöà [258℄, êâàçèîäíîìåðíûå Ïà-åðëñîâñêèå ïðîâîäíèêè íà îñíîâå ìîëèáäåíà [260℄, âûñîêîòåìïåðàòóð-íûå ñâåðõïðîâîäíèêè íà îñíîâå ìåäè [261℄ è ò.ä.) èìåþò ñîâåðøåííî ðàç-ëè÷íûå õèìè÷åñêèå ñòðóêòóðû è �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà, èõ îáúåäèíÿþòòðè îáùèõ ñâîéñòâà. Âî-ïåðâûõ, ïðåäëîæåííàÿ Ë.Ä. Ëàíäàó êîíöåïöèÿêâàçè÷àñòèö, ÿâëÿâøàÿñÿ â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò îñíîâíûì èíñòðóìåí-òîì òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè, â ýòèõ ñèñòåìàõ íå ðàáîòàåò. Ïðè÷èíîé ýòî-ãî ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå âçàèìîäåéñòâèå çàòðàâî÷íûõ ÷àñòèö, êîòîðîåäåëàåò áåññìûñëåííûì ñàìî ïîíÿòèå êâàçè÷àñòèöû. Âî-âòîðûõ, ãëîáàëü-íûå �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì ÷ðåçâû÷àéíî÷óâñòâèòåëüíû ê íè÷òîæíûì èçìåíåíèÿì âíåøíèõ óñëîâèé, òàêèõ êàêäàâëåíèå, òåìïåðàòóðà, îñâåùåííîñòü ïîâåðõíîñòè è ò.ä. Ýòî ñâîéñòâî



728 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎíåîïðîâåðæèìî óêàçûâàåò íà òîò �àêò, ÷òî âçàèìîäåéñòâèÿ, îïðåäåëÿ-þùèå �àçîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè ïî ñèëåñâÿçè, ò.å. ñèñòåìà íàõîäèòñÿ òàê áëèçêî ê òî÷êå ðàçäåëà ðåæèìîâ ñëà-áîé è ñèëüíîé ñâÿçè, ÷òî íè÷òîæíîå èçìåíåíèå âíåøíèõ óñëîâèé èëèõèìè÷åñêîãî ñîñòàâà ìîæåò ãëîáàëüíî èçìåíèòü ñèòóàöèþ.Òàêèì îáðàçîì, â òî âðåìÿ êàê ýêñïåðèìåíò (ðàññåÿíèå íåéòðîíîâ,îïòè÷åñêàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ, �îòîýìèññèÿ ñ óãëîâûì ðàçðåøåíèåì) ñèëü-íîêîððåëèðîâàííûõ ñèñòåì ïîçâîëÿåò óâèäåòü âñå áîëüøå è áîëüøå òîí-êèõ äåòàëåé ñïåêòðîâ, òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà íå ìîãëà ïðåäîñòàâèòü íèîäíîãî íå ñîäåðæàùåãî ïðèáëèæåíèé ìåòîäà ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ ñèñòåì ñïðîìåæóòî÷íîé ñèëîé âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñðåäîé.12.5.2. Äèàãðàììíûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Ïîëÿðîí ÔðåëèõàÄàëüíåéøåå îïèñàíèå ìåòîäà ïðåäïîëàãàåò çíàíèå (èëè õîòÿ áû ïðåä-ñòàâëåíèå) î äèàãðàììíîé òåõíèêå òåìïåðàòóðíûõ (ìàöóáàðîâñêèõ) �óíê-öèé �ðèíà, äåòàëüíî ïðåäñòàâëåííîé, íàïðèìåð, â [38℄ è [188℄. Ñïåê-òðàëüíûå ñâîéñòâà äâóõâðåìåííûõ �óíêöèé �ðèíà äîñòàòî÷íî äåòàëüíîðàññìîòðåíû â èçâåñòíûõ îáçîðàõ [232, 262℄. Íåêîòîðûå äåòàëè òåõíèêèäèàãðàììíûõ ðàçëîæåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ èçëîæåíèÿ, ïðåäñòàâëåíûíèæå.12.5.2.1. Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëèÍàèáîëåå ïîïóëÿðíàÿ ìîäåëü ïîëÿðîíà îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì Ôðå-ëèõà, â êîòîðîì ýëåêòðîí âçàèìîäåéñòâóåò ñ áåçäèñïåðñíûìè îïòè÷åñêè-ìè �îíîíàìè âñëåäñòâèå äèýëåêòðè÷åñêîé ïîëÿðèçàöèè ñðåäû (ïîñòîÿí-íàÿ Ïëàíêà è ìàññà ýëåêòðîíà â ýòîì ðàçäåëå ïîëîæåíû ðàâíûìè åäè-íèöå):
H = He +Hph +He−ph; (12.166)
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. (12.170)Â óðàâíåíèÿõ (12.166) � (12.170) a−→

k
è b−→q � îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ ýëåê-òðîíà ñ èìïóëüñîì −→

k è �îíîíà ñ èìïóëüñîì −→q ; α � áåçðàçìåðíàÿ êîí-ñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ. ×àñòîòà �îíîíîâ ωq ≡ ω0 íå çàâèñèò îò èìïóëüñà
−→q è ïîëîæåíà â äàëüíåéøåì ðàâíîé åäèíèöå. Çäåñü äëÿ îïðåäåëåííîñòèðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíûé ñëó÷àé, õîòÿ ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè.Äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà ãåíåðàöèè äèàãðàìì Ôåéíìàíà äëÿ ïîëó-÷åíèÿ ïîëíîé èí�îðìàöèè î ñòðóêòóðå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì ñîùåëüþ â ñïåêòðå ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé. Ýòà ñõåìà áîëåå îáùàÿ,÷åì ðàçâèòàÿ ðàíåå â ðàáîòå [191℄. Äëÿ ýòîãî â îäíîì åäèíîì ïðîöåññåÄÌÊ ãåíåðèðóåòñÿ N-�îíîííûé íàáîð �óíêöèé �ðèíà (ñ 2N âíåøíèìè�îíîííûìè ïðîïàãàòîðàìè) âìåñòå ñ îáû÷íûìè (0-�îíîííûìè) �óíêöè-ÿìè �ðèíà. Ýòà ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðÿìîé ìåòîä äëÿ ðàñ÷åòàõàðàêòåðèñòèê âîëíîâîé �óíêöèè è ðàçðàáîòàòü ý��åêòèâíûå ýñòèìà-òîðû äëÿ ýíåðãèè, ý��åêòèâíîé ìàññû, Z-�àêòîðà, ãðóïïîâîé ñêîðîñòè,ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èìïóëüñàì â ïîëÿðîííîì îáëàêå è ò.ä. Êðîìå òîãî, èñ-ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà, ïîçâîëÿþùèé èçâëå÷ü �óíê-öèþ Ëåìàíà íà äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòîòàõ èç �óíêöèè �ðèíà íà ìíèìîìâðåìåíè, ïðåäñòàâëåííûé â �àçäåëå 11.2.4. Ýòîò ìåòîä äàåò íàèáîëååïîëíóþ èí�îðìàöèþ î ñïåêòðå âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé è ïîçâîëÿåòèññëåäîâàòü ñèñòåìû, ó êîòîðûõ íåò ùåëè â ñïåêòðå ýëåìåíòàðíûõ âîç-áóæäåíèé.



730 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ12.5.2.2. Ôóíêöèè �ðèíà è äèàãðàììûÑòàíäàðòíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ïîëÿðîíà ñ èìïóëüñîì −→
k â ïðåäñòàâëåíèèìíèìîãî âðåìåíè τ èìååò âèä

G
(−→
k , τ

)
=
〈
vac

∣∣∣ a−→k (τ) a+−→
k
(0)
∣∣∣ vac

〉
, τ ≥ 0, (12.171)ãäå

a−→
k

(τ) = eHτa−→
k
e−Hτ , (12.172)è ñèìâîëîì |vac〉 îáîçíà÷åíî âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå.Ôèçè÷åñêàÿ èí�îðìàöèÿ, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â �óíêöèè �ðèíàG(−→k , τ),ìîæåò áûòü èçâëå÷åíà èç ðàçëîæåíèÿ

G
(−→
k , τ

)
=
∑

ν

∣∣∣
〈
ν
∣∣∣ a+−→

k

∣∣∣ vac
〉∣∣∣

2

e−(Eν(
−→
k )−E0)τ , (12.173)ãäå {|ν〉} � ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ãàìèëüòîíèàíà H âñåêòîðå äàííîãî èìïóëüñà −→

k , ò.å.
H
∣∣∣ν(

−→
k )
〉

= Eν

(−→
k
) ∣∣∣ν(

−→
k )
〉

; (12.174)
H |vac〉 = E0 |vac〉 .Òàê êàê â äàííîé ìîäåëè ìîæíî ïðèíÿòü E0 = 0, ýòî çíà÷åíèå â äàëü-íåéøèõ âûðàæåíèÿõ îïóùåíî. Ïåðåïèñûâàÿ (12.163) â âèäå

G
(−→
k , τ

)
=

∞∫

0

dωL−→
k

(ω) e−ωτ ; (12.175)
L−→
k

(ω) =
∑

ν

δ
(
ω −Eν

(−→
k
)) ∣∣∣

〈
ν
∣∣∣ a+−→

k

∣∣∣ vac
〉∣∣∣

2

, (12.176)ìîæíî îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíóþ �óíêöèþ L−→
k

(ω), êîòîðàÿ èìååò ïîëþ-ñà (îñòðûå ïèêè) íà ÷àñòîòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàáèëüíûì (ìåòàñòà-áèëüíûì) êâàçè÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðè äàííîì



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà731èìïóëüñå k ñóùåñòâóåò ñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå ïîëÿðîíà ñ ýíåðãèåé E(k),ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä
L−→
k

(ω) = Z(
−→
k )δ

(
ω − Eν

(−→
k
))

+ . . . , (12.177)ãäå
Z(
−→
k ) =

∣∣∣
〈
polaron(

−→
k )
∣∣∣ free electron

(−→
k
)〉∣∣∣

2

. (12.178)Áîëåå òîãî, åñëè ïîëÿðîííîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì, åãî ýíåðãèÿ è
Z-�àêòîð �ïðîåêòèðóþòñÿ� àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì �óíêöèè �ðè-íà íà áîëüøèõ ìíèìûõ âðåìåíàõ:

G
(−→
k , τ ≫ ω−1

0

)
→ Z(

−→
k )e−E(

−→
k )τ . (12.179)

Âìåñòå ñî ñòàíäàðòíûìè �óíêöèÿìè �ðèíà ïîëÿðîíà (12.171) èìååòñìûñë ââåñòè N-�îíîííóþ �óíêöèþ �ðèíà
GN

(−→
k , τ ;−→q 1, . . . ,

−→q N
)

= (12.180)
=
〈
vac

∣∣∣ b−→q N
(τ) . . . b−→q 1

(τ) a−→p (τ) a+−→p (0) b+−→q 1
(0) . . . b+−→q N

(0)
∣∣∣ vac

〉
;

−→p =
−→
k −

N∑

j=1

−→q j .Ñîîòíîøåíèÿ (12.173) � (12.179) ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àéN-�îíîííîé�óíêöèè �ðèíà. Â ÷àñòíîñòè, N-�îíîííûé Z-�àêòîð ñòàáèëüíîãî (îñ-íîâíîãî) ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðîíà ñ èìïóëüñîì −→
k

Z
(
−→
k )

N (−→q 1, . . . ,
−→q N) = (12.181)
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=
∣∣∣
〈
polaron(

−→
k )
∣∣∣ free electron (−→p ) + free phonons (−→q 1, . . . ,

−→q N)
〉∣∣∣

2

.(èìïóëüñ (−→p ) îïðåäåëåí êàê â (12.180)) ñâÿçàí ñ N-�îíîííîé �óíêöèåé�ðèíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
GN

(−→
k , τ ≫ ω−1

0 ;−→q 1, . . . ,
−→q N

)
→ Z

(
−→
k )

N (−→q 1, . . . ,
−→q N) e−E(

−→
k )τ . (12.182)

Ïðîöåäóðà ãåíåðàöèè �óíêöèè �ðèíà èñïîëüçóåò ñòàíäàðòíîå äèà-ãðàììíîå ðàçëîæåíèå � òåõíèêó Ìàöóáàðû ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå
T = 0. Äèàãðàììû (�èñ. 12.73 è �èñ. 12.74) ïîñòðîåíû èç ñëåäóþùèõýëåìåíòîâ:1) ñâîáîäíûé ýëåêòðîííûé ïðîïàãàòîð (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)

G(0) (−→p , τ2 − τ1) = exp

[
−p

2

2
(τ2 − τ1)

]
; (12.183)2) �îíîííûé ïðîïàãàòîð (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ)

D (−→q , τ2 − τ1) = exp [−ωq (τ2 − τ1)] ; (12.184)3) �àêòîð V (−→q ) ïðèïèñàí �îíîííîìó ïðîïàãàòîðó (ñ èìïóëüñîì −→q )è äâóì ñîñåäíèì ýëåêòðîííûì ïðîïàãàòîðàì.Âíåøíèå ëèíèè äèàãðàìì âîçíèêàþò èç îïåðàòîðîâ, ñòîÿùèõ â óðàâ-íåíèÿõ (12.171), (12.180) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èìïóëüñàìè. Èìïóëüñûâíóòðåííèõ ëèíèé ïðîèçâîëüíû, è èõ çíà÷åíèÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ òîëü-êî çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â êàæäîé âåðøèíå. ×òîáû ñîáëþñòèçàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, èìïóëüñ �îíîíà ñ÷èòàåòñÿ ïðîèçâîëüíûìè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò èìïóëüñ ýëåêòðîííîãî ïðîïàãàòîðà. Âðåìåíà,ïðèïèñàííûå êîíöàì ëèíèé, ïîä÷èíÿþòñÿ ïðàâèëó õðîíîëîãèçàöèè: âðå-ìÿ ëåâîãî êîíöà ñîîòâåòñòâóåò íóëþ, âðåìÿ ïðàâîãî êîíöà äèàãðàììû �



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà733
�èñ. 12.73: 0-�îíîííàÿ äèàãðàììà

�èñ. 12.74: 2-�îíîííàÿ äèàãðàììà. Â äèàãðàììàõ N-�îíîííûõ �óíê-öèé �ðèíà �îíîííûå ëèíèè, êîòîðûå íå ñâÿçàíû ñ êîíöàìè ïðîïàãàòîðàêâàçè÷àñòèöû (ýòè ïðîïàãàòîðû âîçíèêàþò âñëåäñòâèå �îíîííûõ îïåðà-òîðîâ â îïðåäåëåíèè (12.180)) �óíêöèè GN) âñåãäà ïîÿâëÿþòñÿ ïàðàìè(ìåòêè A è B), îáå ëèíèè â ïàðå èìåþò îäèí è òîò æå èìïóëüñ
τ , à âðåìåíà âåðøèí óâåëè÷èâàþòñÿ âäîëü ãëîáàëüíîé ýëåêòðîííîé ëè-íèè îò íóëÿ äî τ . Êàæäàÿ äèàãðàììà ïîäðàçóìåâàåò èíòåãðèðîâàíèå ïîâñåì âíóòðåííèì ïàðàìåòðàì â ïðåäåëàõ èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.Ïîñëå �îðìóëèðîâêè ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì ïîëåçíî îïðåäå-ëèòü íåïðèâîäèìóþ N-�îíîííóþ �óíêöèþ �ðèíà G̃N , êîòîðàÿ ñîñòîèòòîëüêî èç íåïðèâîäèìûõ äèàãðàìì (íåïðèâîäèìûìè äèàãðàììàìè íà-çûâàþòñÿ òàêèå äèàãðàììû, êîòîðûå íå ñîäåðæàò íå ñâÿçàííûõ ñ ýëåê-òðîííîé ëèíèåé �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ). Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿñíî,÷òî ïðèâîäèìàÿ ÷àñòü N-�îíîííîé �óíêöèè �ðèíà GN − G̃N ÿâëÿåòñÿñóììîé ïðîèçâåäåíèé íåïðèâîäèìûõ �óíêöèé G̃N ′ , N ′ < N , è ñâîáîäíûõ�îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâîäèìàÿ ÷àñòü íå äàåò âêëà-äà â àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå �óíêöèè �ðèíà GN íà áîëüøèõ ìíèìûõ



734 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎâðåìåíàõ (âñëåäñòâèå âîçíèêàþùèõ èç-çà íåñâÿçàííûõ �îíîííûõ ïðî-ïàãàòîðîâ äîïîëíèòåëüíûõ �àêòîðîâ e−ω0τ ), è, â ÷àñòíîñòè, âûðàæåíèå(12.182) òàêæå ñïðàâåäëèâî è äëÿ íåïðèâîäèìîé �óíêöèè �ðèíà G̃N .Ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ �óíêöèþ:
P
(−→
k , τ

)
= G

(−→
k , τ

)
+

∞∑

N=1

d−→q 1 . . . d
−→q N G̃N

(−→
k , τ ;−→q 1, . . . ,

−→q N

)
.(12.185)(Çàìåòèì, ÷òî åñëè G̃N → GN , ýòî âûðàæåíèå áóäåò ñèíãóëÿðíî ïðè

τ → 0 âñëåäñòâèå ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ ïî âíóòðåííèì ïàðàìåòðàìíåñâÿçíûõ �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ.) Ôóíêöèÿ P ìîæåò áûòü ïîëó÷åíààëãîðèòìîì ÄÌÊ è, â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (12.179) è (12.182),óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
P
(−→
k , τ ≫ ω−1

0

)
→ e−E(

−→
k )τ . (12.186)Äëÿ âûâîäà âûøåïðèâåäåííîãî òîæäåñòâà áûëî èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâîïîëíîòû

Z
(
−→
k )

0 +

∞∑

N=1

∫
d−→q 1 . . . d

−→q NZ
(
−→
k )

N (d−→q 1 . . . d
−→q N ) = 1. (12.187)Óðàâíåíèÿ (12.186) è (12.187) ïðåäïîëàãàþò, ÷òî óðîâåíü îñíîâíîãî ñî-ñòîÿíèÿ íåâûðîæäåí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè äîëæíû áûòüó÷òåíû �àêòîðû âûðîæäåíèÿ.12.5.2.3. Äèàãðàììíûé ìåòîä Ìîíòå-ÊàðëîÂ ïåðâûõ ðàáîòàõ ïî ìåòîäó ÄÌÊ [182, 263℄ áûëà ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêàñóììèðîâàíèÿ ñõîäÿùèõñÿ (è â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ) äèàãðàìì-íûõ ðÿäîâ áåç ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê. Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíî êà÷å-ñòâåííîå îïèñàíèå ìåòîäèêè ðàñ÷åòà ðÿäîâ äëÿ ââåäåííûõ âûøå �óíê-öèé �ðèíà (äåòàëüíîå îïèñàíèå ïðèâîäèòñÿ â Ïðèëîæåíèè Ï.8) è âûâå-



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà735äåí ðÿä ýñòèìàòîðîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðàêòè÷åñêè èñ÷åð-ïûâàþùóþ èí�îðìàöèþ îá îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïîëÿðîíà è çíà÷èòåëüíîóâåëè÷èâàþò ý��åêòèâíîñòü ïðîöåññà.Îáùàÿ ñòðàòåãèÿ âû÷èñëåíèÿ äèàãðàììíîãî ðÿäà âûãëÿäèò ñëåäó-þùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èíòåðåñóåìñÿ �óíêöèåé Q({y}),êîòîðàÿ çàâèñèò îò íàáîðà ïàðàìåòðîâ {y} è êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà ââèäå ñóììû èíòåãðàëîâ ñ óâåëè÷èâàþùèìñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè ÷èñëîìïàðàìåòðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ:
Q ({y}) =

∞∑

m=0

∑

ξm

∫
dx1 . . . dxmDm (ξm, {y} , x1, . . . , xm). (12.188)Çäåñü ξm � èíäåêñû ðàçíûõ ÷ëåíîâ / äèàãðàìì îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà

m. ×ëåí ñ m = 0 ïîíèìàåòñÿ êàê îïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ íàáîðà {y}. Êàêâíåøíèå {y}, òàê è âíóòðåííèå {xi} ïàðàìåòðû ìîãóò áûòü êàê íåïðåðûâ-íûìè, òàê è äèñêðåòíûìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ âñìûñëå ñóìì. ÄÌÊ � ýòî ïðîöåññ, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå Ìåòðîïîëèñà[44℄, êîòîðûé ïåðåáèðàåò ðàçëè÷íûå äèàãðàììû â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò-ðîâ ({y} , m, ξm, {x}m) è ñîáèðàåò ñòàòèñòèêó íàáîðà ïàðàìåòðîâ Q({y})òàêèì îáðàçîì, ÷òî îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó îòâå-òó. Ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàçìåðíîñòü èíòåãðàëîâ âðàçëîæåíèè (12.188) ìåíÿåòñÿ.Ñóììèðîâàíèå ðàçëîæåíèÿ Q({y}) � ýòî ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêîé ãå-íåðàöèè äèàãðàìì, îïèñûâàåìûõ �óíêöèÿìè Dm (12.188). Ïðîöåññ ÄÌÊñîñòîèò èç ðÿäà ýëåìåíòàðíûõ îáíîâëåíèé (èçìåíåíèé), êîòîðûå ìîæíîðàçäåëèòü íà äâà êëàññà: (I) îáíîâëåíèÿ, êîòîðûå íå èçìåíÿþò òèïà äèà-ãðàììû (èçìåíÿþò çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ �óíêöèè Dm, íî íå ñàìó �óíê-öèþ); (II) îáíîâëåíèÿ, êîòîðûå èçìåíÿþò ïîðÿäîê äèàãðàììû. Íàáîðýëåìåíòàðíûõ îáíîâëåíèé çàâèñèò îò çàäà÷è, è åäèíñòâåííûìè òðåáî-âàíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ýðãîäè÷íîñòü (äëÿ ëþáûõ äâóõ äèàãðàìì òðåáóåòñÿêîíå÷íîå ÷èñëî îáíîâëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïåðåõîäà îò îäíîé äèà-ãðàììû ê äðóãîé) è äåòàëüíûé áàëàíñ (òî åñòü äèàãðàììû âíîñÿò âêëàä



736 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎâ ñòàòèñòèêó â ñîîòâåòñòâèè ñ îòíîøåíèåì èõ D-�óíêöèé). Â Ïðèëî-æåíèè Ï.8 îïèñàí íàáîð îáíîâëåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ý��åêòèâíûìèäëÿ çàäà÷è î ïîëÿðîíå Ôðåëèõà. Îäíàêî ñóùåñòâóåò îãðîìíàÿ ñâîáîäà âêîíñòðóèðîâàíèè èõ ðàçëè÷íûõ ìîäè�èêàöèé è íåò ñîìíåíèÿ, ÷òî äëÿëþáîé êîíêðåòíîé çàäà÷è îíè ìîãóò áûòü óëó÷øåíû.Õîòÿ �óíêöèÿ �ðèíà ñîäåðæèò, õîòÿ è â íåÿâíîì âèäå, ïîëíóþ èí-�îðìàöèþ î ñïåêòðå ïîëÿðîíà, è ìåòîä ñáîðà ñòàòèñòèêè â ãèñòîãðàììóî÷åâèäåí, ïîëåçíî ââåñòè íåêîòîðûå ïðÿìûå ýñòèìàòîðû äëÿ ðàçëè÷íûõ�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Áîëåå òîãî, ìîæíî âûâåñòè ýñòèìàòîð äëÿñàìîé �óíêöèè �ðèíà, êîòîðûé ëèêâèäèðóåò ïðîáëåìó ñèñòåìàòè÷åñêèõîøèáîê, âîçíèêàþùèõ âñëåäñòâèå êîíå÷íîãî ðàçìåðà ÿ÷ååê ãèñòîãðàì-ìû.12.5.2.3.1. Ýñòèìàòîðû äëÿ ý��åêòèâíîé ìàññû, ãðóïïîâîé ñêî-ðîñòè è ýíåðãèè�àññìîòðèì ãðóïïó ýñòèìàòîðîâ, êîòîðûå ïîñòðîåíû â ñîîòâåòñòâèè ñîñëåäóþùèì ñòàíäàðòíûì ïðàâèëîì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ïðåäñòàâèì,÷òî èìååòñÿ íåêàÿ âåëè÷èíà A, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì äèà-ãðàììíûì ðàçëîæåíèåì:
A =

∑

ν

D(A)
ν , (12.189)ãäå D(A)

ν � äèàãðàììû äëÿ A, êîòîðûå ïàðàìåòðèçóþòñÿ îáîáùåííûìèíäåêñîì ν, à ñóììèðîâàíèå ïî ν ïîíèìàåòñÿ êàê ñóììèðîâàíèå ïî äèñ-êðåòíûì è èíòåãðèðîâàíèå ïî íåïðåðûâíûì ïàðàìåòðàì. Äàëåå ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî âñå �óíêöèè D(A)
ν ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè,è èìååòñÿ ïðîöåññ ÄÌÊ, êîòîðûé ãåíåðèðóåò ν â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîòíî-ñòüþ âåðîÿòíîñòè, çàäàâàåìîé �óíêöèåé D(A)

ν . Åñëè íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà
B îïðåäåëåíà ÷åðåç (ïîõîæåå) äèàãðàììíîå ðàçëîæåíèå

B =
∑

ν

D(B)
ν , (12.190)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà737òî ýñòèìàòîð äëÿ îòíîøåíèÿ B/A äàåòñÿ âûðàæåíèåì
B

A
=

∑
MCA{ν}

Qν

∑
MCA{ν}

1
; (12.191)

Qν =
D(B)
ν

D(A)
ν

. (12.192)Çäåñü îáîçíà÷åíèå MCA {ν} îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð ïàðàìåòðîâ {ν} ãåíå-ðèðóåòñÿ â õîäå ïðîöåäóðû ÄÌÊ. Â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíû A è B âóðàâíåíèè (12.191) ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé èíàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé. Îäíàêî ýòî ïðàâèëî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíîâ íåñêîëüêî äðóãîì êîíòåêñòå. Íàïðèìåð, â íàøåì ñëó÷àå A è B ìîãóòñîîòâåòñòâîâàòü îäíîé è òîé æå �óíêöèè �ðèíà, íî ïðè ðàçíûõ çíà÷å-íèÿõ âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ (ñêàæåì, èìïóëüñàì èëè êîíñòàíòàì ñâÿçè).Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèéâíåøíèõ ïàðàìåòðîâ â õîäå îäíîãî ïðîöåññà ÄÌÊ, âûïîëíåííîãî äëÿîäíîãî �èêñèðîâàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ. Ìîæíî òàêæå â ÿâíîì âèäåâû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíûå ïî âíåøíèì ïàðàìåòðàì. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-ìî àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåë äëÿ îáåèõ ñòîðîíóðàâíåíèÿ (12.191).�àññìîòðèì ñíà÷àëà ýñòèìàòîðû äëÿ ý��åêòèâíîé ìàññû m∗ è ãðóï-ïîâîé ñêîðîñòè −→v
(−→
k
)

= ∂E
(−→
k
)
/∂

−→
k . Çàìåòèì (ïðè τ → ∞, λ → 0),÷òî

P
(−→
k + λ−→e , τ

)

P
(−→
k , τ

) →





exp (−λ2τ/2m∗) , k = 0;

exp
(
−λ2−→e −→v

(−→
k
)
τ
)
, k 6= 0,

(12.193)ãäå −→e � åäèíè÷íûé âåêòîð. �àññìàòðèâàÿ çíàìåíàòåëü è ÷èñëèòåëü ëåâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (12.193) êàê A è B, ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî èñïîëüçîâàòüóðàâíåíèÿ (12.191) è (12.192), ãäå �óíêöèÿ Q äàåòñÿ âûðàæåíèåì
Q =

∏

j

exp

{
−1

2

[(−→p j + λ−→e
)2 −−→p 2

j

]
(△τ)j

}
. (12.194)



738 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÇäåñü j íóìåðóåò ñâîáîäíûå ýëåêòðîííûå ïðîïàãàòîðû äàííîé äèàãðàì-ìû äëÿ P
(−→
k , τ

), −→p j � èìïóëüñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîïàãàòîðó j, à
(△τ)j � äëèíà ýòîãî ïðîïàãàòîðà.Ôîðìóëà (12.194) ñëåäóåò èç òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ðàçëîæåíèå äëÿ
P
(−→
k + λ−→e , τ

) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðàçëîæåíèÿ äëÿ P (−→k , τ) ïðèäîáàâëåíèè èìïóëüñà λ−→e êî âñåì ñâîáîäíûì ýëåêòðîííûì ïðîïàãàòî-ðàì. Â ïðåäåëå λ→ 0 ìîæíî ðàçëîæèòü (12.194) ïî ñòåïåíÿì λ:
Q = 1 − λτ−→e −→p − λ2

2
τ +

λ2

2
τ 2
(−→e −→p

)2

+ O
(
λ3
)
, (12.195)ãäå −→p � ñðåäíèé èìïóëüñ ýëåêòðîíà äëÿ äàííîé äèàãðàììû

−→p =
1

τ

∑

j

−→p j(△τ)j. (12.196)Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå (12.195) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçëîæåíèåì ïðàâîé÷àñòè âûðàæåíèÿ (12.193), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ýñòèìàòîðû:
〈−→p

〉
MC

→ −→v
(−→
k
)

(τ → ∞) ; (12.197)
1 − τ

3

〈(−→p
)2
〉

MC

→ 1

m∗
(τ → ∞) , (12.198)ãäå 〈. . . 〉MC îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî ïðîöåññó LVR â ñîîòâåòñòâèè ñ �îð-ìóëîé (12.193).Òðàêòîâêà âðåìåíè �óíêöèè �ðèíà τ â êà÷åñòâå âíåøíåãî ïàðàìåòðàäèàãðàìì òðåáóåò îñîáîé îñòîðîæíîñòè. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñî-îòíîøåíèÿ (12.191) è (12.192) ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî âíóòðåííèå ïàðàìåòðûäèàãðàìì D(A)

ν è D(B)
ν èìåþò îäíó è òó æå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, òàê êàê âïðîòèâíîì ñëó÷àå îòíîøåíèå (12.192) íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì. Ñ äðóãîéñòîðîíû, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âíóòðåííèõ âðåìåí ïðÿìûì îáðàçîì çà-âèñèò îò âíåøíåãî âðåìåíè τ . ×òîáû îáîéòè ýòó ïðîáëåìó, ìîæíî ââåñòèñêàëèðîâàííûå âíóòðåííèå âðåìåíà ïðè ïîìîùè ïðîñòîãî ñîîòíîøåíèÿ

τi = τ τ̃i, ãäå τ � âíåøíåå âðåìÿ (äëèíà äèàãðàììû); τi � âíóòðåííÿÿ



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà739ïåðåìåííàÿ âðåìåíè (âðåìåííàÿ ïîçèöèÿ ýëåêòðîí�îíîííîé âåðøèíû);à τ̃i ∈ [0, 1] � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñêàëèðîâàííàÿ âðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ,îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé íå çàâèñèò îò âíåøíåãî âðåìåíè τ .Ïîñëå ýòîãî ëåãêî ïîëó÷èòü ýñòèìàòîð ïîëÿðîííîé ýíåðãèè. Äëÿ ýòî-ãî íåîáõîäèìî íà÷àòü ñ ñîîòíîøåíèÿ
P
(−→
k , (1 + λ)τ

)

P
(−→
k , τ

) → e−λE(
−→
k )τ (τ → ∞) (12.199)è äåëàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïîëíîé àíàëîãèè ñ óðàâíåíèÿìè (12.193) �(12.198). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ �óíêöèè Q ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

Q = (1 + λ)N
(
∏

j

exp

{
−λp

2
j

2
(△τ)j

} )(∏

s

exp {−λω0(△τ)s}
)
,(12.200)ãäå èíäåêñû j è s îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ýëåêòðîííûå è �îíîííûåïðîïàãàòîðû, àN � ÷èñëî èíòåãðèðîâàíèé ïî ìíèìîìó âðåìåíè (èëè ÷èñ-ëî âåðøèí âçàèìîäåéñòâèÿ) â äàííîé äèàãðàììå. Çàòåì â ïðåäåëå λ→ 0íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (12.199) è (12.200) äîïðîïîðöèîíàëüíûõ λ ÷ëåíîâ. Íàêîíåö, èñïîëüçîâàíèå �îðìóë (12.191) è(12.192) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ äëÿ ýñòèìàòîðà

1

τ

〈
∑

j

p2
j

2
(△τ)j +

∑

s

ω0(△τ)s −N

〉

MC

→ E
(−→
k
)

(τ → ∞) . (12.201)12.5.2.3.2. ÏåðåâçâåøèâàíèåÂ äàííîì ïîäõîäå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ìåòîäèêà ïåðåâçâåøèâàíèÿ[211, 264℄, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñòàòèñòèêó, ãåíåðèðóåìóþäëÿ íåêîòîðîãî äàííîãî íàáîðà âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ ξ, äëÿ ðàñ÷åòà íà-áëþäàåìûõ âåëè÷èí ïðè äðóãîì íàáîðå âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ ξ′. Â ìåòîäåÄÌÊ ïåðåâçâåøèâàíèå îñíîâàíî íà ñîîòíîøåíèè



740 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
∑

MC{ν}|ξ′

Qν (ξ′) =
∑

MC{ν}|ξ

Dν (ξ′)

Dν (ξ)
Q
ν

(ξ), (12.202)ãäå Qν � âåëè÷èíà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ñáîðå ñòàòèñòèêè Ìîíòå-Êàðëî. Ñîîòíîøåíèå (12.202) ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ñòàòèñòèêà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ íàáîðà ξ′ ñîäåðæèò òå æå ñàìûå (â ñìûñëå ñòðóêòóðû è çíà-÷åíèé âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ) äèàãðàììû, ÷òî è ñòàòèñòèêà äëÿ íàáî-ðà âåëè÷èí ξ. �àçëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â ðàçíîé âåðîÿòíîñòè ãåíåðàöèèäèàãðàììû ñ íàáîðîì ξ ïî ñðàâíåíèþ ñ íàáîðîì ξ′. Ýòî ðàçëè÷èå ìîæåòáûòü ó÷òåíî àíàëèòè÷åñêè ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùåãî îòíîøåíèÿ,âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîãî äàåò �îðìóëà (12.202).Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òèïè÷íûìè âíåøíèìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿ-þòñÿ êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ è èìïóëüñ ïîëÿðîíà: ξ =
(
α,

−→
k
). Ñîîò-âåòñòâóþùåå îòíîøåíèå äèàãðàìì äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Dν

(
α′,

−→
k
′)

Dν

(
α,

−→
k
) =

(
α′

α

)N/2∏

j

e
−

»

“−→
k
′
−−→k

”2
+2−→p j

“−→
k
′
−−→k

”

–

(△τ)j/2
=

=

(
α′

α

)N/2
e
−

»

“−→
k
′
−−→k

”2
/2+−→p

“−→
k
′
−−→k

”

–

τ
. (12.203)Ýòî âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü �èçè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïðè ðàçíûõçíà÷åíèÿõ α′ è −→

k
′ áåç äîïîëíèòåëüíûõ çàòðàò âðåìåíè ïðîöåññîðà ïðèâûïîëíåíèè ÄÌÊ ïðè îäíîì äàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ α è −→

k .Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäèêè ïåðåâçâåøèâà-íèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ïðèâåäåí â êîíöå êíèãè.12.5.2.3.3. Òî÷íûé ýñòèìàòîð äëÿ �óíêöèè �ðèíà�àñ÷åò �óíêöèè �ðèíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèñòîãðàììû ÿâëÿåòñÿ ïðî-ñòûì è åñòåñòâåííûì ïîäõîäîì. Îäíàêî ýòîò ïîäõîä ñîäåðæèò íåäîñòà-òîê, ñâÿçàííûé ñ êîíå÷íîé øèðèíîé ÿ÷åéêè ãèñòîãðàììû. Âñåãäà ñóùå-ñòâóåò ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ïîäàâëåíèåì ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè ïî-ñðåäñòâîì óìåíüøåíèÿ øèðèíû ÿ÷åéêè è óâåëè÷åíèåì ñòàòèñòè÷åñêîé



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà741òî÷íîñòè, ÷òî, íàîáîðîò, òðåáóåò óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðà ÿ÷åéêè. Ýòà ïðî-áëåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïîìîùè òî÷íîãî ýñòèìàòîðà äëÿ �óíêöèè�ðèíà, âûâîä êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí íèæå.Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ A (ξ0) íàáîðà âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ
ξ0, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì) äèàãðàììíûìðàçëîæåíèåì

A (ξ0) =
∑

ν

Dν (ξ0) ≡
∫
dξ
∑

ν

Dν (ξ)δ (ξ − ξ0) , (12.204)(çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ñëó÷àé, êîãäà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îá-ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ν íå çàâèñèò îò ξ), è åñòü ïðîöåññ ÄÌÊ, êîòîðûéãåíåðèðóåò êîí�èãóðàöèè {ν, ξ} ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè, ïðîïîðöèî-íàëüíîé Dν (ξ). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ýñòèìàòîð aξ0 , óñðåäíåíèå êîòîðîãîâ ïðîöåññå ÄÌÊ äàñò (ñ òî÷íîñòüþ äî ãëîáàëüíîé íîðìèðîâêè) �óíêöèþ
A (ξ0). Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ aξ0 â ñëåäóþùåì âèäå:

aξ0 (ν, ξ) =

{
q (ν)Dν (ξ0) /Dν (ξ) , åñëè ξ ∈ Γ0 è Dν (ξ) 6= 0;

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.(12.205)Çäåñü Γ0 � íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïå-ðåìåííûõ ξ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò òî÷êó ξ0, à q (ν) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ,êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëåíà íèæå. (Ïðåäïîëàãàåòñÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðî-öåäóðîé ÄÌÊ, ÷òî Dν (ξ) ≡ 0, åñëè ξ íàõîäèòñÿ âíå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììû.) Èç óðàâíåíèÿ (12.205) ñëåäóåò, ÷òî
〈aξ0〉MC ≡ C

∑

ν

∫
dξaξ0(ν, ξ)Dν(ξ) =

= C
∑

ν

q(ν)Dν(ξ0)

∫

ξ ∈ Γ0

Dν(ξ) 6= 0

dξ (12.206)



742 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎãäå
C−1 =

∑

ν

∫
dξDν (ξ) (12.207)ßâëÿåòñÿ íîðìèðóþùèì �àêòîðîì äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðïåðåìåííûõ (ν, ξ), êîòîðîå îïðåäåëåíî ðàçëîæåíèåì (12.204). Èç âûðà-æåíèÿ (12.206) âèäíî, ÷òî, âûáèðàÿ

q−1 (ν) =

∫

ξ ∈ Γ0

Dν (ξ) 6= 0

dξ (12.208)
(çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.205), îïðåäåëåíèå q(ν) èìååò ñìûñë,òîëüêî åñëè Dν (ξ) 6= 0, è âñëåäñòâèå ýòîãî q−1 (ν) 6= 0, òàê êàê, ïî êðàé-íåé ìåðå, íåáîëüøàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè ξ0 äîëæíà äàâàòü âêëàä â èíòå-ãðàë), èìååì

〈aξ0〉MC = CA (ξ0) . (12.209)Êîíêðåòíóþ �îðìó ýñòèìàòîðà äëÿ �óíêöèè �ðèíà ëåãêî ïîëó÷èòü,ñîïîñòàâëÿÿ ξ ñ τ è çàìå÷àÿ, ÷òî îòíîøåíèå äèàãðàìì â âûðàæåíèè(12.205) äàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâîì (12.200). Òàê êàê îáëàñòü îïðå-äåëåíèÿ ëþáîé äèàãðàììû ïî îòíîøåíèþ ê τ íå çàâèñèò îò ñòðóêòóðûäèàãðàììû (τ ∈ [0,∞]), �àêòîð q â âûðàæåíèè (12.205) ïðîñòî ïðî-ïîðöèîíàëåí îáðàòíîìó ðàçìåðó èíòåðâàëà Γ0. Âûáîð èíòåðâàëà Γ0 äëÿêàæäîãî êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ τ0 ïðîèçâîëåí è ÿâëÿåòñÿ äåëîì âêóñà èóäîáñòâà.12.5.2.3.4. Óëó÷øåííûé ýñòèìàòîð äëÿ ñòàòèñòèêè �îíîíîâÑáîð ñòàòèñòèêè äëÿ �îíîííîãî îáëàêà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷-øåí ïðè ïîìîùè îïèñàííîãî â äàííîì ðàçäåëå ïðèåìà.Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî â ïðåäåëå τ → ∞, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðå-æèìó, îòâå÷àþùåìó îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ, íàáîð âñåõ N-�îíîííûõ äèà-ãðàìì îáëàäàåò íåêîòîðîé ñèììåòðèåé. ×òîáû âûÿâèòü ýòó ñèììåòðèþ,
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�èñ. 12.75: Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñòàíäàðòíûì è êðóãîâûì ïðåäñòàâëåíè-åì äèàãðàììïðåîáðàçóåì äèàãðàììû ê êðóãîâîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïî ïðàâèëàì, êîòî-ðûå ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà �èñ. 12.75.Òðàíñ�îðìàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïîñðåäñòâîì �ñêëåèâàíèÿ� âíåøíèõ êîí-öîâ ýëåêòðîííîé ëèíèè è �ñêëåèâàíèåì� êîíöîâ ïàð (ñîîòâåòñòâóþùèõäðóã äðóãó) âíåøíèõ �îíîííûõ ëèíèé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ïðîöå-äóðà íå ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïðîïàãàòîðîâ (12.183) è (12.184). Âïðåäåëå áîëüøèõ ìíèìûõ âðåìåí τ , êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ âûäåëåíèÿñâîéñòâ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, âåðîÿòíîñòü íàéòè �îíîííûé ïðîïàãàòîðñ äëèíîé > τ/2 ïðåíåáðåæèìî ìàëà. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü îðèåí-òàöèåé è ïîíèìàòü äëèíó �îíîííîãî ïðîïàãàòîðà êàê äëèíó ìåíüøåé èçàðîê ìåæäó åãî êîíöàìè. Ñ òîé æå ñàìîé òî÷íîñòüþ, â ïðåäåëå τ → ∞,ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òàêèìè ïàðàìè �îíîííûõ ëèíèé êàê èçîáðàæåííûå



744 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎíà �èñ. 12.75, , � ýòè ïàðû íå âïèñûâàþòñÿ îäíîçíà÷íî â êðóãîâîå ïðåä-ñòàâëåíèå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðóãîâûå äèàãðàììû åñòåñòâåííûì îá-ðàçîì ïîÿâëÿþòñÿ â òåõíèêå íà êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ (ñì., íàïðèìåð,[265℄), ãäå äëèíà îêðóæíîñòè τ èìååò ñìûñë îáðàòíîé òåìïåðàòóðû.Â êðóãîâîì ïðåäñòàâëåíèè ñèììåòðèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿóëó÷øåííûõ ýñòèìàòîðîâ, î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî, öèðêóëÿðíàÿ äèà-ãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñü êëàññ îáû÷íûõ äèàãðàìì âñëåäñòâèåíåçàâèñèìîñòè öèðêóëÿðíîé äèàãðàììû îò òî÷êè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâó-åò êîíöàì îáû÷íîé äèàãðàììû. Òàêèì îáðàçîì, ãåíåðèðóÿ îïðåäåëåííóþîáû÷íóþ äèàãðàììó è ñîïîñòàâëÿÿ åå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé öèðêóëÿðíîéäèàãðàììîé, ìîæíî ý��åêòèâíî ãåíåðèðîâàòü è âêëþ÷àòü â ñòàòèñòèêóâåñü êëàññ äèàãðàìì.Íà ïðàêòèêå ïðîöåäóðà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü èíäåêñ
i = 1, . . . , Ne îáîçíà÷àåò ýëåêòðîííûå ïðîïàãàòîðû öèðêóëÿðíîé äèà-ãðàììû. Òàêèì îáðàçîì, äèàãðàììà ðàçáèâàåòñÿ íà Ne êóñêîâ, êàæäûéèç êîòîðûõ èìååò äëèíó âî âðåìåíè △τi,

Ne∑
i=1

△τi = τ . Êîãäà öèðêóëÿð-íàÿ äèàãðàììà ðàçðåçàíà ãäå-íèáóäü â èíòåðâàëå △τi, ïîëó÷àåòñÿ âêëàäâ G̃Ni

(−→
k , τ ;−→q (i)

1 , . . . ,
−→q (i)

Ni

), ãäå Ni � ÷èñëî �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ, êî-òîðûå ðàçðåçàíû âìåñòå ñ ýëåêòðîííûì ïðîïàãàòîðîì íà ýòîì èíòåðâàëå;íàáîð {−→q i} � èìïóëüñû �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ýñòè-ìàòîð äëÿ èíòåãðàëüíîãî N-�îíîííîãî Z-�àêòîðà âûãëÿäèò ñëåäóþùèìîáðàçîì:
Z

(
−→
k )

N ≡
∫
. . .

∫ N∏

j=1

d−→q jZ
(
−→
k )

N (−→q 1, . . . ,
−→q N) =

〈
Ne∑

i=1

△τi
τ
δNi,N

〉

MC

,(12.210)ãäå, âñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè öèðêóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïî îòíîøå-íèþ ê ìíèìîìó âðåìåíè, êàæäûé èíòåðâàë âíîñèò âêëàä â ñòàòèñòèêó âñîîòâåòñòâèè ñ åãî äëèòåëüíîñòüþ âî âðåìåíè. Îäíî�îíîííàÿ �óíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ â ìíîãîîáðàçèè N-�îíîííûõ ñîñòîÿíèé äàåòñÿ ñëåäóþ-ùèì âûðàæåíèåì:
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F

(
−→
k )

N (−→q ) ≡
∫
. . .

∫ N∏

j=2

d−→q jZ
(
−→
k )

N (−→q ,−→q 2, . . . ,
−→q N ) ≡ (12.211)

≡ 1

N

N∑

l=1

∫
. . .

∫ N∏

j 6=l
d−→q jZ

(
−→
k )

N (−→q 1, . . . ,
−→q l = −→q , . . . ,−→q N) =

=

〈
Ne∑

i=1

△τi
τ
δNi,N

1

Ni

Ni∑

j=1

δ
(−→q j −−→q

)
〉

MC

.Î÷åâèäíî, ÷òî
Z

(
−→
k )

N =

∫
d−→q F (

−→
k )

N (−→q ). (12.212)Ñóììèðóÿ ïî âñåì N , ïîëó÷èì îäíî�îíîííóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (
−→
k ) (−→q ) =

∞∑

N=1

F
(
−→
k )

N (−→q ). (12.213)12.5.2.3.5. Ñðàâíåíèå äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî è äðó-ãèõ ÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ ê ïðîáëåìå ïîëÿðîíàÂ ïîñëåäíèå ãîäû áûë ðàçðàáîòàí ðÿä ý��åêòèâíûõ è äîñòàòî÷íî òî÷-íûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëÿðîíà. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ïðè-âåäåííûé â äàííîì ðàçäåëå àíàëèç, íè îäèí èç íèõ íå ìîæåò êîíêóðè-ðîâàòü ñ ìåòîäîì ÄÌÊ, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ òðåõìåðíîãî ïîëÿðîíàÔðåëèõà.Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìîæíî âûäåëèòü ïðîñòîé è ý�-�åêòèâíûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè, êîòîðûé ïîç-âîëÿåò äîñòèãàòü âûñîêîé è õîðîøî êîíòðîëèðóåìîé òî÷íîñòè â îäíî-ìåðíîé çàäà÷å ïîëÿðîíà Õîëñòåéíà [266℄. Îäíàêî òàê êàê âàðèàöèîííûéáàçèñ ìåòîäà ïîñòðîåí â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå, ýòîò ìåòîä èñïûòûâàåòòðóäíîñòè ñ äàëüíîäåéñòâóþùèì âçàèìîäåéñòâèåì è ñ ðåøåòêàìè áîëü-øåé ðàçìåðíîñòè ââèäó äðàìàòè÷åñêîãî óâåëè÷åíèÿ ìèíèìàëüíîãî âà-ðèàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà.



746 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÝëåãàíòíàÿ âåðñèÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðà-ëà ïî òðàåêòîðèÿì, êîòîðàÿ ñâîáîäíà îò ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê, áû-ëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ [267, 268℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàìêàõýòîãî ìåòîäà (â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà) ðàçëî-æåíèå èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì ÿâëÿåòñÿ ñóìîé èíòåãðàëîâ êîíå÷íîéðàçìåðíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî äèàãðàììíîìó ðàçëîæåíèþ.Ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòàõ [267, 268℄ ñõåìà â ÿâíîì âèäå îïèðàåòñÿ íà äèñ-êðåòíîñòü ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà è, ñëåäîâàòåëüíî, íåïðèìåíèìà êèñïîëüçîâàíèþ â ìîäåëè Ôðåëèõà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìåòîä ÄÌÊ ìî-æåò áûòü ïðèìåíåí áåç èçìåíåíèÿ ñòðàòåãèè è ê ìîäåëè Õîëñòåéíà. Áî-ëåå òîãî, ìåòîä èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì èíòåãðèðóåò âñå �îíîííûåñòåïåíè ñâîáîäû ñ ñàìîãî íà÷àëà, è èçó÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ êâàíòîâûõñîñòîÿíèé â ìíîãî�îíîííîì îáëàêå íåâîçìîæíî.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä ÄÌÊ íå òðåáóåò áîëüøîé ïàìÿòè êîì-ïüþòåðà äëÿ âû÷èñëåíèé. Ïîðÿäîê ñàìîé áîëüøîé äèàãðàììû, ñ êîòî-ðûì ïðèõîäèëîñü èìåòü äåëî ïðè ðàñ÷åòàõ â ìîäåëè ïîëÿðîíà Ôðåëèõà,íå ïðåâûøàë 104.12.5.2.4. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÂ ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ïîëÿðîííîé ýíåðãèè, ý�-�åêòèâíîé ìàññû, Z-�àêòîðà è ñòðóêòóðû ïîëÿðîííîãî îáëàêà äî çíà-÷åíèé êîíñòàíòû ñâÿçè α = 20.12.5.2.4.1. Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è ý��åêòèâíàÿ ìàññàÍà �èñ. 12.76 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ýíåðãèè äíà ïîëÿðîííîé çî-íû E0 êàê �óíêöèè α â øèðîêîì äèàïàçîíå êîíñòàíò ñâÿçè.Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé α ýíåðãèè ðàññ÷èòàíû ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþâûøå ÷åì 10−3 (è áîëåå ÷åì 10−4 äëÿ α < 3). Äàííûå ñðàâíèâàþòñÿñ ðåçóëüòàòàìè âàðèàöèîííîãî àíàëèçà, ïðîâåäåííîãî Ôåéíìàíîì [269℄.Ýòî ñðàâíåíèå äåìîíñòðèðóåò òî÷íîñòü Ôåéíìàíîâñêîãî ïîäõîäà ê ðàñ-÷åòó ýíåðãèè ïîëÿðîíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ìåæäó
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�èñ. 12.76: Äíî ïîëÿðîííîé çîíû E0 êàê �óíêöèÿ α. Ñòàòèñòè÷åñêèåîøèáêè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ðàçìåðà òî÷åêðåçóëüòàòîì âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé E0 = −α − 1.26
(
α
10

)2è âàðèàöèîííîé îöåíêîé Ôåéíìàíà äëÿ ñèëüíîé ñâÿçè E0 = −α2

3π
− 2.83äàåò âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíîå îïèñàíèå ýíåðãèè äíà çîíû E0 (α).Íà �èñ. 12.77 ïðåäñòàâëåíû äàííûå äëÿ ý��åêòèâíîé ìàññû m∗. Ïðè

α ≤ 9 ñòàòèñòèêà ñîáèðàëàñü ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ α (ïðè ïîìîùè îïè-ñàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðîöåäóðû ïåðåâçâåøèâàíèÿ) è ðàñïðî-ñòðàíÿëàñü íà êîíå÷íûå èíòåðâàëû êîíñòàíò ñâÿçè (ñì. �èñ. 12.77). Äëÿ
α > 9 ïðîöåäóðà ïåðåâçâåøèâàíèÿ îêàçàëàñü íåý��åêòèâíîé.Ñðàâíåíèå äàííûõ äëÿ ý��åêòèâíîé ìàññû m∗ ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðå-çóëüòàòàìè äëÿ ñëàáîé è ñèëüíîé ñâÿçè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îáëàñòüïðèìåíèìîñòè ýòèõ �îðìóë. Ïðè ìàëûõ α �îðìóëà m∗ =

(
1 − α

6

)−1,êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì òåîðèè âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà[270, 271℄, ðàáîòàåò õîðîøî âïëîòü äî α ≈ 2. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ E0,â êîòîðîì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ñèëüíîé ñâÿçè õîðîøî îïèñûâàëîýíåðãèþ, àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ìàññû â ïðåäåëå ñèëüíîé ñâÿçè[272℄m∗ = α4/48 ñóùåñòâåííî ïåðåîöåíèâàåò ý��åêòèâíóþ ìàññó âî âñåìäèàïàçîíå �èçè÷åñêè èíòåðåñíûõ êîíñòàíò ñâÿçè α. Âàðèàöèîííàÿ òåõ-



748 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 12.77: Ý��åêòèâíàÿ ìàññà êàê �óíêöèÿ êîíñòàíòû ñâÿçè. �åçóëü-òàòû ÄÌÊ (êðóæêè, èíòåðïîëèðîâàííûå ñïëîøíîé ëèíèåé; ñòàòèñòè÷å-ñêèå îøèáêè óêàçàíû, íî äëÿ α < 9 îíè ìåíüøå ðàçìåðà òî÷êè è ìåíüøå,÷åì 10−3m∗ äëÿ α < 6) ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðèè âîçìóùåíèéè ñèëüíîé ñâÿçè (øòðèõîâûå ëèíèè), ïðèáëèæåíèåì Ôåéíìàíà (êâàä-ðàòû) è ðåçóëüòàòàìè âàðèàöèîííîãî àíàëèçà Ôåðàí÷óêà ñ ñîàâòîðàìè(ðîìáû)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà749íèêà Ôåéíìàíà ðàáîòàåò ëó÷øå, íî âñå æå ñóùåñòâåííî îòêëîíÿåòñÿ îòòî÷íîãî ðåøåíèÿ (âïëîòü äî 50 %) â îáëàñòè êîíñòàíò ñâÿçè 5 < α < 10.12.5.2.4.2. Ñòðóêòóðà ïîëÿðîííîãî îáëàêàÂ ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ýëåêòðîííîãî Z-�àêòîðàäëÿ −→
k = 0 êàê �óíêöèè êîíñòàíòû ñâÿçè â îáëàñòè ìàëûõ è ïðîìåæóòî÷-íûõ ïàðàìåòðîâ ñâÿçè α (äëÿ α > 10 ýëåêòðîííûé âåñ ïîëÿðîíà â îñíîâ-íîì ñîñòîÿíèè ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàë) è äëÿ α= 1 êàê �óíêöèèèìïóëüñà âïëîòü äî òî÷êè îêîí÷àíèÿ ñïåêòðà. Òàêæå èçó÷åíî, êàê çàâè-ñÿò îò êîíñòàíòû ñâÿçè α ðàñïðåäåëåíèå �îíîíîâ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè

Z
(0)
N è ñðåäíåå ÷èñëî �îíîíîâ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè N =

∞∑
N=1

NZ
(0)
N .�åçóëüòàò òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ìàëûõ α è −→

k = 0 èìååò âèä
F

(0)
1 (−→q ) =

√
2α

4π2
sin θ

(q2/2+1)2
dqdθdϕ;

Z
(0)
0 = α/2.

(12.214)Ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè α < 1 ðåçóëüòàòû òåîðèè âîçìóùåíèé (12.214) îïè-ñûâàþò òî÷íûå äàííûå ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè: ñì. òàêæå �èñ. 12.78è �èñ. 12.80.Äàííûå, ïðèâåäåííûå íà �èñ. 12.78, óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ðåçóëüòà-òû òåîðèè âîçìóùåíèé íåïðèìåíèìû óæå ïðè α > 1, òàê êàê ïðè ýòèõçíà÷åíèÿõ êîíñòàíòû ñâÿçè Z-�àêòîð çàòðàâî÷íîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòî-ÿíèÿ óæå íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì âêëàäîì â âîëíîâóþ �óíêöèþ ïîëÿðîíà.Íàïðèìåð, Z(0)
0 (α = 3) < 0.2. Z-�àêòîð îñíîâíîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿ-íèÿ î÷åíü áûñòðî óìåíüøàåòñÿ ïðè α > 3 (çàâèñèìîñòü Z(0)

0 (α) áûñòðååýêñïîíåíöèàëüíîé) è ñòàíîâèòñÿ < 10−5 äëÿ α ≥ 10. Ïîïûòêè ïîäîãíàòüäàííûå êîíêðåòíîé �óíêöèåé íå ïðîèçâîäèëîñü, òàê êàê â èíòåðâàëå
3 < α < 10 ïîëÿðîííîå ñîñòîÿíèå ïëàâíî ïåðåñòðàèâàåòñÿ ìåæäó äâóìÿêà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûìè ðåæèìàìè ñëàáîé è ñèëüíîé ñâÿçè.Íà �èñ. 12.79 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ìíîãî�îíîííûõ ñîñòîÿíèé âïîëÿðîííîì îáëàêå ïðè k = 0. Âèäíî, êàê ðàñïðåäåëåíèå ïëàâíî ýâî-ëþöèîíèðóåò îò ñëó÷àÿ, îïèñûâàåìîãî òåîðèåé âîçìóùåíèé ïðè ñëàáîé
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�èñ. 12.78: Ýëåêòðîííûé Z(0)
0 -�àêòîð îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êàê �óíêöèÿêîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ: ñïëîøíûå êðóæêè � äàííûå ÄÌÊ (âñëåä-ñòâèå èñïîëüçîâàíèÿ óëó÷øåííîãî ýñòèìàòîðà Z(0)

0 ïîëó÷åí ñ òî÷íîñòüþ,ïðåâûøàþùåé 10−4 â àáñîëþòíûõ åäèíèöàõ); ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ðåçóëü-òàò òåîðèè âîçìóùåíèé (12.214)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà751

�èñ. 12.79: Ïàðöèàëüíûå âêëàäû N-�îíîííûõ ñîñòîÿíèé â îñíîâíîå ñî-ñòîÿíèå ïîëÿðîíà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé α. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïîãðåø-íîñòü, åñëè ÿâíî íå ïîêàçàíà, � ìåíüøå ðàçìåðà òî÷êèñâÿçè, ê ðåæèìó ñèëüíîé ñâÿçè. Äëÿ α > 10 äàííûå ìîãóò áûòü ïîäîãíà-íû ðàñïðåäåëåíèåì �àóññà, íî ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ α ðàñïðåäåëåíèåíåñèììåòðè÷íî: îíî çàòóõàåò áûñòðåå äëÿ N > N ÷åì äëÿ N < N . Çàìå-òèì, ÷òî äàæå äëÿ α = 17 ðàñïðåäåëåíèå ïî ÷èñëó �îíîíîâ â ïîëÿðîí-íîì îáëàêå èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ øèðèíó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàæåïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîé ñâÿçè ïîëÿðîííîå îáëàêî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéñóïåðïîçèöèþ ñîñòîÿíèé ñ ðàçëè÷íûìè N . Ýòî ñâîéñòâî íå ìîæåò áûòüó÷òåíî â âàðèàöèîííîé Ψ4-òåîðèè ñèëüíîé ñâÿçè è, ïî-âèäèìîìó, îáúÿñ-íÿåò ñóùåñòâåííîå îòêëîíåíèå äàííûõ ÄÌÊ äëÿ ý��åêòèâíîé ìàññû îòðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â òåîðèè ñèëüíîé ñâÿçè.Ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ÄÌÊ äàííûå ïî ýëåêòðîííîìó Z-�àêòîðó Z(0)
0
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�èñ. 12.80: Ñðåäíåå ÷èñëî �îíîíîâ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïîëÿðîíà êàê�óíêöèÿ α. Ñïëîøíûå êðóæêè � äàííûå ÄÌÊ (îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòüâûøå 10−3); øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � ðåçóëüòàò òåîðèè âîçìóùåíèé (12.214);ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãîíêà äëÿ ðåæèìà ñèëüíîé ñâÿçèè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà �îíîíîâ Z(0)
N ïëàâíî èçìåíÿþòñÿ ïî α âîâñåì äèàïàçîíå êîíñòàíò ñâÿçè. Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìèðîâàíèå ñîñòîÿíèÿñèëüíîé ñâÿçè ïðîèñõîäèò ïëàâíî, ÷òî äîêàçûâàåò îòñóòñòâèå ÿâëåíèÿàâòîëîêàëèçàöèè â ìîäåëè Ôðåëèõà.12.5.2.5. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèçÑïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ L−→

k
(ω) (12.176) ñîäåðæèò âàæíóþ èí�îðìàöèþî ñèñòåìå, òàê êàê îíà èìååò ïîëþñà (îñòðûå ïèêè) íà ÷àñòîòàõ, êîòî-ðûå ñîîòâåòñòâóþò ñòàáèëüíûì (ìåòàñòàáèëüíûì) êâàçè÷àñòè÷íûì ñî-ñòîÿíèÿì ñèñòåìû. Áîëåå òîãî, òàê êàê âåðîÿòíîñòü ýìèññèè ýëåêòðîíà ñèìïóëüñîì −→

k èç ïîëÿðîííîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîãî ýëåêòðî-íà ïðîïîðöèîíàëüíî ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè, îíà ìîæåò áûòü èçìåðåíàâ ýêñïåðèìåíòàõ ïî �îòîýìèññèè ñ óãëîâûì ðàçðåøåíèåì.Íåñìîòðÿ íà ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ïðîáëåìå ïîëÿðîíà,èí�îðìàöèÿ î âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ ïîëÿðîíà îãðàíè÷åíà ïîïûò-êàìè îöåíèòü ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü èëè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, èëè



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà753âàðèàöèîííûìè ðàñ÷åòàìè â ïðåäåëå ñèëüíîé ñâÿçè. Òàê êàê èçó÷åíèåàñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ �óíêöèè �ðèíà è òåõíèêà ýñòèìàòîðîâ äà-þò èí�îðìàöèþ òîëüêî î ñâîéñòâàõ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, çíà÷åíèå ìå-òîäèêè ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè äëÿ èçó÷åíèÿ âîçáóæäåííûõñîñòîÿíèé òðóäíî ïåðåîöåíèòü.Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü áûëà íåäàâíî ðàññ÷èòàíà äëÿ ìîäåëè Õîë-ñòåéíà [273℄ è îáîáùåííîé ìîäåëè Õîëñòåéíà [274℄. Ïåðâûé ïîäõîä îñíî-âàí íà ïðèáëèæåíèè áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, à âòîðîé ðåçóëüòàò áûëïîëó÷åí äëÿ êîíå÷íîãî êëàñòåðà. Íè îäèí èç ýòèõ ìåòîäîâ íåëüçÿ ïðè-ìåíèòü äëÿ çàäà÷è î òðåõìåðíîì ïîëÿðîíå Ôðåëèõà.Ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ óðàâíåíèÿ (12.174) îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåêîð-ðåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Ïðè íåïîëíîé è øóìíîé èí�îðìàöèè îG(
−→
k , τ)ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõî-äèìî âûáðàòü ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì â ñîîòâåòñòâèè ñíåêèì èçáðàííûì êðèòåðèåì. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè (ÌÌÝ)èùåò íàèáîëåå âåðîÿòíîå ðåøåíèå äëÿ äàííîé èí�îðìàöèè, ñîäåðæà-ùåéñÿ â G(

−→
k , τ) [275, 276℄. Ýòîò ìåòîä ïðåäëàãàåò ðàçóìíóþ ñòðàòåãèþè ìåòîäèêó ðåãóëÿðèçàöèè, êîòîðàÿ ïîäàâëÿåò ïèëîîáðàçíóþ íåóñòîé-÷èâîñòü. Òåì íå ìåíåå, äâå ÷åðòû ýòîãî ìåòîäà íå äàþò âîçìîæíîñòèèñïîëüçîâàòü åãî äëÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà êâàçè÷àñòè÷íîãî ñïåêòðà(ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ÌÌÝ îáñóæäàþòñÿ â [276℄): 1) ïðåäâàðè-òåëüíîå ðàçáèåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êà-òàñòðî�è÷åñêèì, åñëè ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ ñîäåðæèò êàê îñòðûå (δ-�óíêöèîííûå) ïèêè, òàê è ãëàäêèå ÷àñòè ñ îñòðûìè êðàÿìè; 2) �óíêöèÿàïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ ãàóññîâîé, õîòÿ çàêîí �àóññà ìî-æåò ïëîõî îòîáðàæàòü èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå [276℄. Êðîìå òîãî, ïðè-ìåíÿåìàÿ äëÿ ïîäàâëåíèÿ ïèëîîáðàçíîé íåóñòîé÷èâîñòè ðåãóëÿðèçàöèÿïîäàâëÿåò íå òîëüêî ñàìó íåóñòîé÷èâîñòü, íî è ðàçðóøàåò èí�îðìàöèþîá îñòðûõ ïèêàõ è êðàÿõ ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåäñòàâëåííûéâ ðàçäåëå 11.2.4 ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè (ÌÑÎ) âîññòàíàâ-ëèâàåò îäèíàêîâî õîðîøî êàê ïëàâíûå, òàê δ-�óíêöèîííûå îñîáåííîñòè



754 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎñïåêòðàëüíîé �óíêöèè. Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò ïîëó÷àåòñÿ êàê ñðåäíååáîëüøîãî ÷èñëà ïðåäñòàâèòåëüíûõ ðåøåíèé. Êàæäîå ïðåäñòàâèòåëüíîåðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî, íå èñêàæåííîãî ðåãóëÿ-ðèçóþùèìè ÷ëåíàìè, óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà, è îáëàäàåò ïèëîîáðàçíîéíåóñòîé÷èâîñòüþ. Îäíàêî ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ êàæäîãî ïðåäñòàâèòåëü-íîãî ðåøåíèÿ ñòàðòóåò ñî ñëó÷àéíî âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé è, êàêñëåäñòâèå, ïèëîîáðàçíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü óñðåäíÿåòñÿ ïðè ñóììèðîâàíèèñòîõàñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé. Íàèáîëåå âàæíîé ÷åðòîé ìåòîäàÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìåòîä èçáåãàåò êàê èñêàæåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-íèÿ íåëèíåéíûìè ðåãóëÿðèçèðóþùèìè ÷ëåíàìè, òàê è çàðàíåå âûáðàí-íîé äèñêðåòèçàöèè è ω-ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòîò.Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñîâìåñòíîé ïðîâåðêè äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî è íîâîãî ìåòîäà ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà, íèæå ñðàâíèâàþòñÿ ñïåê-òðàëüíûå ïëîòíîñòè, ïîëó÷åííûå â òåîðèè âîçìóùåíèé è íîâûìè ÷èñëåí-íûìè ìåòîäàìè. Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ âûñîêîýíåðãåòè÷åñêîé÷àñòè (ω > 0) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà âçà-èìîäåéñòâèÿ V (|−→q |), êîòîðûé çàâèñèò îò ìîäóëÿ �îíîííîãî èìïóëüñà
|−→q |. Äëÿ íóëåâîãî èìïóëüñà ïîëÿðîíà −→

k = 0 ìíèìàÿ ÷àñòü ëèíåéíîé ïî
α ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòèΣ(0, ω > 0) èìååò âèä

Im Σ (0, ω) = − 1√
2π

√
ω − 1

∣∣∣V
(√

2 (ω − 1)
)∣∣∣

2

θ (ω − 1) . (12.215)Çàòåì, ó÷èòûâàÿ òîëüêî ëèíåéíûå ïî âçàèìîäåéñòâèþ ÷ëåíû è èñ-ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå L0 (ω) = −ImG−→
k =0

(ω)/π, ïîëó÷àåì
L0 (ω > 0) =

1√
2π2

√
ω − 1

ω2

∣∣∣V
(√

2 (ω − 1)
)∣∣∣

2

θ (ω − 1) . (12.216)Âûðàæåíèå äëÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè ñïåêòðà (ω < 0) çàâèñèòîò âèäà ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ; ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò òåîðèè âîç-ìóùåíèé äëÿ êîðîòêîäåéñòâóþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ
V (|−→q |) = i

(
2
√

2απ
)1/2 1√

q2 + κ2
, (12.217)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà755êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê âçàèìîäåéñòâèþ ìîäåëè Ôðåëèõà ïðè κ → 0. Íèçêî-ýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ δ-�óíêöèîííûì ïèêîì
L0 (ω < 0) =

α
(
κ+

√
2
)2 δ

(
ω + α

√
2

κ+
√

2

)
. (12.218)Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè ñïåê-òðà ïîëÿðîíà Ôðåëèõà (κ = 0) äëÿ α = 0.05 è óðàâíåíèÿ (12.218) äå-ìîíñòðèðóåò ïîëíîå ñîãëàñèå ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 10−4 äëÿ ýíåðãèè è

Z-�àêòîðà ïîëÿðîíà. Îäíàêî ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ âûñîêîýíåðãå-òè÷åñêîé ÷àñòè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé (âåðõ-íÿÿ ÷àñòü �èñ. 12.81). Ýòî íåóäèâèòåëüíî, òàê êàê âûðàæåíèå òåîðèè âîç-ìóùåíèé ðàñõîäèòñÿ ïðè ω → ω0 è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ âîçìóùåíèé íåðàáîòàåò. ×òîáû ïðîâåðèòü ñëó÷àé, ãäå òåîðèÿ âîçìóùåíèé ñ î÷åâèäíî-ñòüþ ïðèìåíèìà, ðàññìîòðåí ñëó÷àé êîíå÷íîãî κ = 1. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿïîëó÷åíî ïîëíîå ñîãëàñèå êàê äëÿ íèçêî÷àñòîòíîé, òàê è äëÿ âûñîêî÷à-ñòîòíîé ÷àñòåé ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè L(ω) (íèæíÿÿ ÷àñòü �èñ. 12.81).Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âûñîêî÷àñòîòíàÿ ÷àñòü L(ω) óñïåøíî âîññòàíîâ-ëåíà ðàçðàáîòàííûì ìåòîäîì íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî åå èíòåãðàëüíûé âåñíå ïðåâûøàåò 10−2 äëÿ α = 0.05.12.5.3. Îáîáùåíèå äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî íà çàäà-÷è î âîçáóæäåíèÿõ áîçîííîãî òèïà�àññìîòðèì îáîáùåíèå òåõíèêè äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî èñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè íà ðàçëè÷-íûå ñèñòåìû îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ÷àñòèö â ïîëå ðàçëè÷íûõ áîçîííûõâîçáóæäåíèé. �àçðàáîòàííûé ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ òî÷íîãî ÷èñëåííî-ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îïòè÷åñêîì ñïåêòðå ïîëÿðîíà Ôðåëèõà, ê çàäà÷åî êëàññè÷åñêîì ýêñèòîíå, çàäà÷å î äèýëåêòðè÷åñêîì ýêñèòîíå �àøáû �Ïåêàðà, çàäà÷å î äûðêå â t-J -ìîäåëè, êîòîðàÿ âçàèìîäåéñòâóåò ñ îïòè-÷åñêèìè �îíîíàìè.Ïðîñòåéøèé ãàìèëüòîíèàí ýêñèòîíà ñîñòîèò èç âêëàäîâ âàëåíòíîé
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�èñ. 12.81: Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ (ñïëîøíûå ëèíèè) è ðå-çóëüòàòîâ òåîðèè âîçìóùåíèé (øòðèõîâûå ëèíèè) äëÿ ñïåêòðàëüíîéïëîòíîñòè ìîäåëè Ôðåëèõà äëÿ α = 0.05 (âåðõíÿÿ ÷àñòü) è êîðîòêî-äåéñòâóþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè α = 0.05 è κ = 1 (íèæíÿÿ ÷àñòü)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà757çîíû è çîíû ïðîâîäèìîñòè H0 è âçàèìîäåéñòâèÿ He−h:
H0 =

∑

−→
k

εc(
−→
k )e+−→

k
e−→
k

+
∑

−→
k

εv(
−→
k )h+−→

k
h−→
k
; (12.219)

He−h = − 1

N

∑

−→p −→k −→k
′

U(−→p ,−→k ,−→k
′
)e+−→p +

−→
k
h+
−→p −−→k

h−→p −−→k
′e−→p +

−→
k
′ . (12.220)Çäåñü e−→

k
(h−→

k
) � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà (äûðêè); εc(−→k ) (εv(−→k ))� çàêîí äèñïåðñèè çîíû ïðîâîäèìîñòè (âàëåíòíîé çîíû); N � ÷èñëî óçëîâðåøåòêè; U(−→p ,−→k ,−→k

′
) � ïðèòÿãèâàþùèé ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ.Ýêñèòîí â òâåðäîì òåëå íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì âîçáóæäåíèåìâñëåäñòâèå ñóùåñòâåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

He−ph = (12.221)
= i

∑

−→
k ,−→q

(
b+−→q −b−−→q

) [
γee (−→q ) e+−→

k −−→q
e−→
k

+ γhh (−→q )h+−→
k −−→q

h−→
k

+ γeh (−→q ) h+−→
k −−→q

e−→
k

]
+h.c.ñ áîçîííûì �îíîííûì ïîëåì

Hph =
∑

−→q

ωqb
+−→q b−→q . (12.222)Äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äâóõ÷àñòè÷íóþ�óíêöèþ �ðèíà ñ ñóììàðíûì èìïóëüñîì 2−→p â ïðåäñòàâëåíèè ìíèìîãîâðåìåíè

G
−→
k
−→
k
′

−→p (τ) =
〈
0
∣∣∣ e−→p +

−→
k
′ (τ) h−→p −−→k

′ (τ) h+
−→p −−→k

e+−→p +
−→
k

∣∣∣ 0
〉
, (12.223)(âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå |0〉 ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîé çîíå ïðîâîäèìîñòè è çà-ïîëíåííîé âàëåíòíîé çîíå, à âðåìåííûå çàâèñèìîñòè îïåðàòîðîâ îïðåäå-ëåíû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: h−→p −−→k (τ) = eHτh−→p −−→k e

−Hτ , τ > 0) è ñäåëàòüàíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà âåùåñòâåííûå ÷àñòîòû.



758 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå îïèñàíà òåõíèêà ÄÌÊ â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷åïîëÿðîíà Ôðåëèõà [78, 191, 234℄. Â ïðèíöèïå, ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíå-íèé, ýòà òåõíèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â çàäà÷å, ãäå êâàçè÷àñòè÷íûéãàìèëüòîíèàí H0 ïðåäñòàâëåí îäíîé êâàçè÷àñòèöåé ñ ïðîèçâîëüíîé äèñ-ïåðñèåé ǫ(−→k ),
H0 =

∑

−→
k

ǫ(
−→
k )c+−→

k
c−→
k
, (12.224)à ãàìèëüòîíèàí èìååò ïðîèçâîëüíóþ çàâèñèìîñòü êîíñòàíòû ñâÿçè γ(−→q )îò âîëíîâîãî âåêòîðà [84℄:

He−ph = i
∑

−→
k ,−→q

γ(−→q )
(
b+−→q −b−−→q

)
c+−→
k −−→q

c−→
k

+ h.c. (12.225)Êàê è äëÿ ïîëÿðîíà Ôðåëèõà, äèàãðàììíîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè �ðè-íà G−→p (τ) =
〈
0
∣∣∣ c−→p (τ) c+−→p

∣∣∣ 0
〉 (τ > 0) â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ (12.188)[78, 191, 234℄. Çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ÄÌÊ, îïèñàííûé âûøå. Ñëåäó-åò çàìåòèòü, ÷òî áëàãîäàðÿ ïðîñòîé ñòðóêòóðå äèàãðàìì (�èñ. 12.82, a),âñå òîïîëîãè÷åñêîå ðàçíîîáðàçèå äèàãðàìì ìîæåò áûòü ïðîñóììèðîâà-íî ïðè ïîìîùè òîëüêî äâóõ îáíîâëåíèé: âñòàâêè è óäàëåíèÿ �îíîííî-ãî ïðîïàãàòîðà. Íèæå ïðèâåäåíî êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå îáîáùåíèÿ ýòîéòåõíèêè íà ñóììèðîâàíèå äèàãðàììíûõ ðÿäîâ ñ áîëåå ñëîæíîé òîïî-ëîãèåé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìîòðåí âçàèìîäåéñòâóþùèé ñ �îíîíàìèýêñèòîí, êîòîðûé ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí íåñêîëüêèìè íèæíèìèýëåêòðîííûìè ñîñòîÿíèÿìè. Âî âòîðîì ñëó÷àå ðàññìîòðåíà äâóõ÷àñòè÷-íàÿ ýêñèòîííàÿ çàäà÷à.Ïåðâûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèáëèæåííîå îïèñàíèå ýêñèòîíàâ ïîëå �îíîíîâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíûì ïîäõîäîì ê ïðîáëåìå ýêñèòî-íà ñ ïåðåíîñîì çàðÿäà â îäíîìåðíûõ ñîåäèíåíèÿõ [251℄. Â ýòîì ñëó÷àåìîæíî ðàññìîòðåòü ìîäåëü, â êîòîðîé âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà ýêñèòîíàìîäåëèðóåòñÿ äâóìÿ íèçêîëåæàùèìè ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè
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�èñ. 12.82: Äèàãðàììû Ôåéíìàíà. Ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâó-þò �îíîííûì ïðîïàãàòîðàì D−→q (τ ′ − τ ′′) = exp
[
−ω−→q (τ ′ − τ ′′)

] . (a):òèïè÷íàÿ äèàãðàììà äëÿ çàäà÷è (12.225). Øòðèõîâûå ëèíèè ñîîò-âåòñòâóþò çàòðàâî÷íûì ïðîïàãàòîðàì êâàçè÷àñòèö G
(0)
−→
k

(τ ′ − τ ′′) =

exp
[
−ǫ(−→k ) (τ ′ − τ ′′)

] . (b): òèïû âåðøèí, â êîòîðûõ ðîæäàþòñÿ �îíî-íû, äëÿ çàäà÷è (12.226) � (12.228). Òîëñòûå è òîíêèå øòðèõîâûå ëè-íèè ñîîòâåòñòâóþò çàòðàâî÷íûì ïðîïàãàòîðàì êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòî-ÿíèé G(0)

i,
−→
k

(τ ′′ − τ ′) = exp
[
−ǫi(

−→
k ) (τ ′′ − τ ′)

] ñ �öâåòàìè� i= 1 è i= 2. ():ïðèìåð îáíîâëåíèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ
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H0 =

∑

−→
k

2∑

i=1

ǫi(
−→
k )c+

i,
−→
k
c
i,
−→
k
, (12.226)à ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ

He−ph = i
∑

−→
k ,−→q

2∑

i,j=1

γij(
−→q )
(
b+−→q −b−−→q

)
c+
i,
−→
k −−→q

c
j,
−→
k

+ h.c. (12.227)ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíîìó è íåäèàãîíàëüíîìó ðàññåÿíèþ êâàçè÷àñòè-öû â äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìå, ñîïðîâîæäàþùåìóñÿ èñïóñêàíèåì è ïî-ãëîùåíèåì �îíîíîâ. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü íàáîð äâóõ�óíêöèé �ðèíà [251℄
Gii−→p (τ) =

〈
0
∣∣∣ ci,−→k (τ) c+

i,
−→
k

∣∣∣ 0
〉
, i = 1, 2. (12.228)Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (12.226) � (12.227) òîïîëîãèÿ äèàãðàììíîãî ðàç-ëîæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ãðîìîçäêîé. Â îòëè÷èå îò ïðîñòîé òîïîëîãè÷åñêîéñòðóêòóðû äèàãðàìì (�èñ. 12.82, a) çàäà÷è (12.225), ñóùåñòâóåò ÷åòûðåíåýêâèâàëåíòíûå òîïîëîãèè âåðøèí, â êîòîðûõ ðîæäàåòñÿ �îíîí. Âîç-ìîæíûå òèïû âåðøèí îáîçíà÷åíû êàê 1, 2, 3, è 4 íà �èñ. 12.82,b. Êîì-áèíèðóÿ ýòè âåðøèíû ñ ÷åòûðüìÿ ñîïðÿæåííûìè âåðøèíàìè 1, 2, 3, è

4 (ñîïðÿæåíèå âåðøèí îïðåäåëåíî êàê ïðîöåäóðà îáðàùåíèÿ âî âðåìåíèíàïðàâëåíèÿ �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ), ïîëó÷àåì 16 òîïîëîãè÷åñêè íåýê-âèâàëåíòíûõ êëàññîâ äèàãðàìì. Ýòè äèàãðàììû ìîãóò áûòü ïîäåëåíû íàòðè îñíîâíûõ êëàññà: äèàãîíàëüíûé êëàññ (11, 22, 12, 21), êîòîðûé ñî-äåðæèò òîëüêî äèàãîíàëüíûå âåðøèíû âçàèìîäåéñòâèÿ; íåäèàãîíàëüíûéêëàññ, (33, 44, 34, 43), êîòîðûé ñîäåðæèò òîëüêî íåäèàãîíàëüíûå âåðøè-íû; è ñìåøàííûé êëàññ, êîòîðûé ñîäåðæèò îñòàëüíûå 8 òèïîâ äèàãðàìì,ãäå ïðèñóòñòâóþò è äèàãîíàëüíûå, è íåäèàãîíàëüíûå âåðøèíû.�àññìàòðèâàÿ ñòðóêòóðó äèàãðàìì, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îáíîâëå-íèÿ, èñïîëüçîâàííûå â çàäà÷å (12.225), ïîêðûâàþò òîëüêî äèàãîíàëüíûéêëàññ è íå îáåñïå÷èâàþò ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåññà. Îäíàêî ÷òîáû ïîêðûòü



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà761è íåäèàãîíàëüíûé êëàññ, äîñòàòî÷íî ââåñòè îáíîâëåíèÿ, êîòîðûå, â äî-ïîëíåíèå ê èçìåíåíèþ èìïóëüñà ýëåêòðîííûõ ïðîïàãàòîðîâ ïîä �îíîí-íîé àðêîé, ìåíÿþò ¾öâåò¿ ýëåêòðîííûõ ïðîïàãàòîðîâ (è èçìåíÿþò òèïêîíñòàíò âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì) íà ïðîòèâîïîëîæ-íûé. Ýòà ñõåìà ïîêðûâàåò è ñìåøàííûé êëàññ, åñëè äîáàâèòü ïðîöåññûïåðåêëþ÷åíèÿ (�èñ. 12.82, ñ). È, íàêîíåö, îáíîâëåíèå, êîòîðîå èçìåíÿåò¾öâåòà¿ êâàçè÷àñòè÷íûõ ïðîïàãàòîðîâ (è èçìåíÿåò òèïû êîíñòàíò âçà-èìîäåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì) âî âñåé äèàãðàììå, äåëàåò ñõå-ìó ïîëíîñòüþ ýðãîäè÷íîé, òàê êàê îáåñïå÷èâàåò ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó�óíêöèÿìè �ðèíà G11−→p (τ) è G22−→p (τ) [251℄.ÄÌÊ ìîæåò áûòü îáîáùåí è íà ñëó÷àé äâóõ÷àñòè÷íîé ïðîáëåìû ýê-ñèòîíà â ïðèáëèæåíèè ñòàòè÷åñêîé ýêðàíèðîâêè [79℄. Â ñëó÷àå åñëè âçà-èìîäåéñòâèå äûðêè è ýëåêòðîíà ñ �îíîíàìè îòñóòñòâóåò, ìîæíî òðàê-òîâàòü ãàìèëüòîíèàí H0 (12.219) êàê íåâîçìóùåííûé è ñ÷èòàòü He−h(12.220) âçàèìîäåéñòâèåì. Â ýòîì ñëó÷àå G−→k −→k ′−→p (τ) (12.223) ìîæåò áûòüçàïèñàíà â âèäå ñóììû ëåñòíè÷íûõ äèàãðàìì (�èñ. 12.83, a): ïàðû ãîðè-çîíòàëüíûõ ëèíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîïàãàòîð ýëåêòðîí-äûðî÷íîéïàðû,
G

(0)
−→p

(−→
k , τ ′′ − τ ′

)
= exp

[
−ε(−→k ) (τ ′′ − τ ′)

]
, (12.229)ãäå ε(−→k ) = εc

(−→p +
−→
k
)
− εv

(−→p −−→
k
) � ýíåðãèÿ ïàðû, à ïóíêòèðíûåëèíèè � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ U . Áëàãîäàðÿ ïðîñòîé òîïîëîãèè äèà-ãðàìì ýòà ñõåìà [78, 191, 234℄ ñóììèðîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ (12.225) ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàñ÷åòà äâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèè �ðèíà (12.223)äëÿ ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ çîííûå ýíåðãèè è êóëîíîâñêîåâçàèìîäåéñòâèå îïðåäåëåíî èç ðåàëèñòè÷íîé çîííîé ñòðóêòóðû [79℄.Âçàèìîäåéñòâèå ñ �îíîíàìè (12.221) íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìóóñëîæíåíèþ äèàãðàììíîãî ðàçëîæåíèÿ (�èñ. 12.83, b) è ìîæåò áûòü ëåã-êî äîáàâëåíî â ðàññìîòðåííûé âûøå àëãîðèòì, åñëè äèàãðàììíîå ðàçëî-æåíèå îñòàíåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííûì. Â îòëè÷èå îò çàäà÷è ïîëÿðîíà, ãäåçíàêîïîñòîÿííîñòü ðàçëîæåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ òîïîëîãèåé äèàãðàìì, â
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�èñ. 12.83: Òèïè÷íàÿ äèàãðàììà, äàþùàÿ âêëàä â ðàçëîæåíèå G−→k −→k′−→p (τ) âñëó÷àÿõ, êîãäà âçàèìîäåéñòâèå ñ �îíîíàìè: a) îòñóòñòâóåò; b) èìååòñÿ.Øòðèõîâûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çàòðàâî÷íûì �óíêöèÿì �ðèíà ýëåê-òðîíà è äûðêè, à ïóíêòèðíûå ëèíèè îáîçíà÷àþò êóëîíîâñêèå âåðøèíû



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà763çàäà÷å îá ýêñèòîí-ïîëÿðîíå ïðèñóòñòâóåò êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå,êîòîðîå èçìåíÿåò èìïóëüñ ýëåêòðîíà è äûðêè. Ñëåäîâàòåëüíî, çíàêîïî-ñòîÿííîñòü çàâèñèò îò âèäà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ �îíîíàìè.12.5.4. Îïòè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ïîëÿðîíà ÔðåëèõàÂ äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ÄÌÊ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòè÷åñêîéïðîâîäèìîñòè ïîëÿðîíîâ, è ïðîâåäåíî âû÷èñëåíèå äëÿ ìîäåëè Ôðåëèõàâ ñëàáîì, ïðîìåæóòî÷íîì, è ñèëüíîì ðåæèìàõ ñâÿçè. Â îáùåì ñëó÷àå ãà-ìèëüòîíèàí ïîëÿðîíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå �îðìóë (12.222), (12.224), è(12.225). Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå ìîäåëè. Ìî-äåëü ïîëÿðîíà Õîëñòåéíà õàðàêòåðèçóåòñÿ çàêîíîì äèñïåðñèè êâàçè÷à-ñòèöû ε
(−→
k
)

= 2t
∑

i=x,y,z

cos (ki) ñ àìïëèòóäîé ïåðåñêîêà t, áåçäèñïåðñ-íûìè îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè ω−→q = ω0 è êîðîòêîäåéñòâóþùèì âçàèìî-äåéñòâèåì VH (−→q ) = γ. Êîíòèíóàëüíûé ïîëÿðîí Ôðåëèõà õàðàêòåðèçó-åòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì çàêîíîì äèñïåðñèè ε(−→k ) = k2/2m, áåçäèñïåðñíûìîïòè÷åñêèì �îíîíîì ω−→q = ω0 è äàëüíîäåéñòâóþùèì âçàèìîäåéñòâèåì
VF (−→q ) = iω0

(
2
√

2πα
√
mω0

)1/2
/q (ýíåðãèè îáû÷íî èçìåðÿþòñÿ â åäèíè-öàõ ω0, à äëèíû � â åäèíèöàõ 1/
√
mω0).Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî îïòè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè ïîëÿðîíà ñî-äåðæàò ìàññó ïðîòèâîðå÷èé äàæå â ðåæèìå ñèëüíîé ñâÿçè [277, 278, 279,280, 281℄. Èñòèííàÿ �îðìà êðèâîé îïòè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè ïîëÿðîíàÔðåëèõà äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíà è, ñëåäîâàòåëüíî, âàæíîå çâåíî, ñâÿçû-âàþùåå òåîðèþ è ýêñïåðèìåíò, îòñóòñòâóåò.Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îáîáùàåòñÿ ìå-òîä ÄÌÊ: ãåíåðèðóþòñÿ äèàãðàììû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëîæåíèþ Ôåé-íìàíà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû, ïðîâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå êîððåëÿòîðàòîê-òîê íà ìíèìîì âðåìåíè, ïðè ïîìîùè ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìè-çàöèè (ÌÑÎ) äåëàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êîððåëÿòîðà òîê-òîêíà äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòîòû è îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòð îïòè÷åñêîãî ïîãëî-ùåíèÿ. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà íå ñîäåðæèò ïðèáëèæåíèé è ñèñòåìà-òè÷åñêèõ îøèáîê è ïðèãîäíà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî çàêîíà äèñïåðñèè
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�èñ. 12.84: Òèïè÷íàÿ äèàãðàììà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ïîëÿðîíà.Ñïëîøíàÿ (ïóíêòèðíàÿ) ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðîïàãàòîðó ñâîáîäíîé ÷à-ñòèöû (�îíîííîìó ïðîïàãàòîðó). Â îáùåì ñëó÷àå â ðàçëîæåíèè ñòàòè-ñòè÷åñêîé ñóììû ïðèñóòñòâóþò ïðîïàãàòîðû ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, êîòîðûåñîïðîâîæäàþòñÿ íåñêîëüêèìè �îíîííûìè ïðîïàãàòîðàìè÷àñòèöû, äèñïåðñèè �îíîíà è ïðîèçâîëüíîãî çàêîíà âçàèìîäåéñòâèÿ.Äëÿ ìîäåëè ïîëÿðîíà Ôðåëèõà ïîëó÷åíî, ÷òî ñóùåñòâóþùèå àíàëè-òè÷åñêèå ìåòîäû ñóùåñòâåííî íåäîîöåíèâàþò ìíîãî�îíîííûé ðàñïàä,êîòîðûé óøèðÿåò ðàçíûå ïèêè �ÂÑ äî òàêîé ñòåïåíè, ÷òî èõ âêëàäû âîïòè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü ïåðåêðûâàþòñÿ. Âìåñòî óçêèõ ïèêîâ íàáëþ-äàåòñÿ îäèí øèðîêèé ìàêñèìóì è ïëå÷î.Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü îïòè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè σαβ(ω) ÿâíûì îáðà-çîì ñâÿçàíà ñ êîððåëÿòîðîì òîê-òîê íà ìíèìîì âðåìåíè 〈jβ(τ)jδ(0)〉:
σαβ (ω) =

π

ω
〈jβjδ〉ω, (12.230)ãäå (ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå β = 1/T → ∞)

〈jβ(τ)jδ(0)〉 =

+∞∫

0

dωe−ωτ 〈jβjδ〉ω. (12.231)�åøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (12.231) ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ñòî-



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà765

�èñ. 12.85: Íèçêîýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ïåðåíîðìèðîâàííîãî ñïåêòðà êîð-ðåëÿòîðà �èìïóëüñ-èìïóëüñ� äëÿ ïîëÿðîíà Õîëñòåéíà (êðóæêè) â ñðàâ-íåíèè ñ ðåçóëüòàòîì òåîðèè âîçìóùåíèé (ëèíèè). Âûñîêîýíåðãåòè÷åñêàÿ÷àñòü èçîáðàæåíà íà âðåçêå. Çíà÷åíèå ∑
δ=x,y,z

〈−→
k δ(τ = 0)

−→
k δ(0)

〉 íîðìèðî-âàíî íà åäèíèöóõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè.Äèàãîíàëüíûé â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè êîððåëÿòîð 〈kβ(τ)kδ(0)〉èìååò ïðÿìîé ýñòèìàòîð è ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè ãåíåðàöèè ñòàòèñòè-êè äèàãðàìì Ôåéíìàíà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû
Z = Tr

{
e−βH

}
≡ Tr



e
−βH0Tτexp
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0
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 , (12.232)(ñì. �èñ. 12.84). Êàæäàÿ äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ ïðè ãåíåðàöèè ðàçëîæå-íèÿ τ -óïîðÿäî÷åííîé ýêñïîíåíòû âíîñèò â êîððåëÿòîð ñëåäóþùèé âêëàä:

β−1

β∫

0

dτ ′kβ (τ ′ + τ) kδ (τ ′) . (12.233)
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�èñ. 12.86: Ñðàâíåíèå ìåæäó ðàññ÷èòàííûì â òåõíèêå ÄÌÊ êîððåëÿ-òîðà �òîê-òîê� (êðóæêè) è ðåçóëüòàòû òåîðèè âîçìóùåíèé (ëèíèè) äëÿìîäåëè Ôðåëèõà. Ñòðåëêàìè îáîçíà÷åíû ïîëîæåíèÿ àíîìàëèé, êîòîðûåíàáëþäàëèñü â �óíêöèè Ëåìàíà



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà767Çäåñü −→
k (τ ′) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ íà äèàãðàììíîì êðóãå. Âñå âû÷èñ-ëåíèÿ ñäåëàíû äëÿ êîíå÷íîãî, íî î÷åíü áîëüøîãî βω > 100, ÷òî ïîçâî-ëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûå ïîïðàâêè íà êîíå÷íóþ òåìïå-ðàòóðó ïðåíåáðåæèìî ìàëû.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåðèòü ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è ý��åêòèâíîñòüìåòîäà, áûë ñäåëàí ðàñ÷åò äëÿ òðåõìåðíîãî ïîëÿðîíà Õîëñòåéíà â ðå-æèìå ñëàáîé ñâÿçè (t = 2, ω0 = 0.1, γ = 0.1). Äëÿ ïðîâåðêè ðàññ÷è-òàí ñïåêòð êîððåëÿòîðà èìïóëüñ-èìïóëüñ (à íå ñïåêòð êîððåëÿòîðà òîê-òîê, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè), òàê êàêñïåêòð ýòîãî êîððåëÿòîðà îáëàäàåò, â îòëè÷èè îò êîððåëÿòîðà òîê-òîê,ðåçêèìè îñîáåííîñòÿìè, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ñèíãóëÿðíîñòÿìè Âàí Õîâà.�åçóëüòàòû ÄÌÊ ñðàâíèâàþòñÿ íà �èñ. 12.85 ñ ðåçóëüòàòîì òåîðèè âîç-ìóùåíèé
σαα (ω) = σ (ω) =

γ2

8π2ω

∫

BZ

d3qq2
α δ (ω − ω0 − ε (−→q )) . (12.234)Â âûøåïðèâåäåííîé �îðìóëå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî çîíå Áðèëëþýíà. Îò-ìåòèì, ÷òî ïðîâåäåííûé òåñò íàõîäèòñÿ â ïðåêðàñíîì ñîãëàñèè ñ òåîðèåéâîçìóùåíèé: âîñïðîèçâîäèòñÿ íå òîëüêî íèçêîýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü, íîè ðåçêèå ïèêè â îáëàñòè âûñîêèõ ÷àñòîò.Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïîëÿðîíà Õîëñòåéíà, äëÿ ïîëÿðîíà Ôðåëèõà ðå-çóëüòàò ÄÌÊ íå ñîãëàñóåòñÿ ñ òåîðèåé âîçìóùåíèé äàæå äëÿ î÷åíü ìà-ëåíüêîé êîíñòàíòû ñâÿçè α = 0.01 (ñì. �èñ. 12.86). Ýòî îòêëîíåíèå âîçíè-êàåò áëàãîäàðÿ ñèíãóëÿðíîé 1/q-çàâèñèìîñòè êîíñòàíòû ñâÿçè. Ñëåäóåòîòìåòèòü, ÷òî ïîëîæåíèÿ àíîìàëèé â îïòè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè σ(ω) è�óíêöèè Ëåìàíà L(ω) êîððåëèðóþò. Îòêëîíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé îòòî÷íîãî ðåçóëüòàòà äëÿ �óíêöèè Ëåìàíà L(ω) ìîæíî îáúÿñíèòü êîð-íåâîé ðàñõîäèìîñòüþ ðåçóëüòàòà òåîðèè âîçìóùåíèé L (ω) ∼ 1/

√
ω − ω0âîçëå ïîðîãà. Ïîäîáíûé àðãóìåíò, îäíàêî, íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê îï-òè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà ïîðîãå ïîãëîùåíèÿ

σ(ω) ∼ √
ω − ω0/ω

3. Ñëåäîâàòåëüíî, àíîìàëèè â ñïåêòðàõ õàðàêòåðèñòèê



768 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 12.87: Îïòè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ïîëÿðîíà Ôðåëèõà â ðåæèìå ñëà-áîé ñâÿçè, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ÄÌÊ (îòêðûòûå êðóæêè) â ñðàâíåíèè ñðåçóëüòàòîì òåîðèè âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (ïóíêòèð), è ðåçóëüòà-òû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì ÄÑ� [280℄ (ñïëîøíûå ëèíèè)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà769âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ñëåäóåò ïðèïèñàòü îñîáîé ñòðóêòóðå âîçáóæ-äåííûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðàÿ íå îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé,â ìîäåëÿõ ñ äàëüíîäåéñòâóþùèì ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ. Åñëè íåñ÷èòàòü ñëàáîé àíîìàëèè ïðè ω ∼ 3, ñïåêòð îïòè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòèíàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ òåîðèåé âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêàïðè α = 0.01 (ñì. �èñ. 12.87).Â ðåæèìå ïðîìåæóòî÷íîé ñâÿçè 3 < α < 7 ìîæíî çàìåòèòü (�èñ. 12.88),÷òî ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ñïåêòðà äåéñòâèòåëüíî ñëåäóåò ïðåäñêàçàíè-ÿì ïîäõîäà ÄÑ� [280℄, à òàêæå äðóãèõ ðàáîò [277, 278, 279℄, êîòîðûåïîääåðæèâàþò êîíöåïöèþ �ÂÑ. Êðîìå òîãî, íèçêî÷àñòîòíîå ïîâåäåíèåîïòè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè â ïîäõîäå ÄÑ� òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòà-òàìè ÄÌÊ.12.5.5. Ïîëÿðîí â ìîäåëè �àøáû � ÏåêàðàÂ ýòîì ðàçäåëå ïðè ïîìîùè ìåòîäà ÄÌÊ ðàññìîòðåíà òèïè÷íàÿ ìîäåëüïîëÿðîíà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ áåçäèñïåðñíûìè îïòè÷åñêèìè �îíî-íàìè. Äëÿ ýòîé ìîäåëè ìîæíî ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî îïðåäåëèòü ÿâëå-íèå àâòîëîêàëèçàöèè è êîëè÷åñòâåííî ïðîàíàëèçèðîâàòü îñíîâíûå ÷åð-òû ýòîãî ÿâëåíèÿ. Íèæå ïîêàçàíî, êàê ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ïîëÿðîíà(ýíåðãèÿ, ý��åêòèâíàÿ ìàññà, çàêîí äèñïåðñèè è ñòðóêòóðà ïîëÿðîííî-ãî îáëàêà) èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ñëàáîé ñâÿçè ê ñèëüíîé. Äàííûåïîëó÷åíû òî÷íûì ìåòîäîì ÄÌÊ è ñâîáîäíû îò ïðèáëèæåíèé.�àìèëüòîíèàí èçó÷àåìîé ñèñòåìû èìååò ñòàíäàðòíûé âèä (12.222),(12.224) è (12.225). Äèñïåðñèÿ òðåõìåðíîé êîíòèíóàëüíîé ìîäåëè èìååòâèä ε(−→k ) = k2/2m, îïòè÷åñêèå �îíîíû áåçäèñïåðñíû, ω−→q = ω0, à γ(−→q )� êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ.Îòìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìåòîäîì ñòîõàñòè÷åñêîéîïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì ìåòîäîì, òàê êàê âïðîáëåìå àâòîëîêàëèçàöèè îæèäàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ Ëåìàíà (12.176) ìî-æåò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî îñòðûõ δ-�óíêöèîííûõ ïèêîâ â ùåëè ïîä íåêî-ãåðåíòíûì êîíòèíóóìîì. Îòäåëÿÿ ñòàáèëüíûå êâàçè÷àñòè÷íûå ñîñòîÿ-



770 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 12.88: Îïòè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü â ðåæèìå ïðîìåæóòî÷íîé ñâÿçè(îòêðûòûå êðóæêè) â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäõîäà ÄÑ� (ñïëîøíûåëèíèè). Ñòðåëêè óêàçûâàþò íà àíîìàëèè â ñïåêòðå ïîãëîùåíèÿ, êîòîðûåâîçíèêàþò íà äâóõ- è òðåõ�îíîííûõ ïîðîãàõ



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà771íèÿ (ïðîíóìåðîâàííûå èíäåêñîì i) îò êîíòèíóóìà, ìîæíî ïåðåïèñàòüóðàâíåíèå (12.176) â âèäå
L(
−→
k ) (ω) =

∑

i

Z
(
−→
k )

i (0) δ

(
ω − E

(
−→
k )

i

)
+

∫

ωc

dωs(
−→
k ) (ω), (12.235)ãäå Z(

−→
k )

i (0) è E
(
−→
k )

i � Z-�àêòîðû è ýíåðãèè ñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé, àïîðîã êîíòèíóóìà ðàñïîëîæåí íà ýíåðãèè ωc = E
(
−→
k =0)

0 + ω0. Ëþáîå ñî-ñòîÿíèå, ýíåðãèÿ êîòîðîãî âûøå ïîðîãà E > ωc, ÿâëÿåòñÿ íåñòàáèëüíûìïî îòíîøåíèþ ê îäíî- (n = 1) èëè ìíîãî�îíîííîìó (n > 1) ïðîöåññóýìèññèè E → E
(−→p )
i + nω0, ãäå èìïóëüñ −→p îãðàíè÷åí òîëüêî çàêîíîìñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, òàê êàê �îíîí íå èìååò äèñïåðñèè.Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîä àâòîëîêàëèçàöèåé ïîíèìàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåêî-òîðîé îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàíà H , â êîòîðîéíàáëþäàåòñÿ ñîñóùåñòâîâàíèå äâóõ è áîëåå ñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé ïîëÿ-ðîíà, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþùèõñÿ ñòåïåíüþ ïîëÿðèçàöèè ðåøåòêè. Ýòîîïðåäåëåíèå ïîäðàçóìåâàåò òðè êðèòè÷åñêèõ êîíñòàíòû ñâÿçè

αc1

(−→
k
)
< αc

(−→
k
)
< αc2

(−→
k
)
. (12.236)Òî÷êà àâòîëîêàëèçàöèè αc ïîíèìàåòñÿ êàê òî÷êà, â êîòîðîé ñèñòåìà èç-áåæàëà ïåðåñå÷åíèÿ óðîâíåé çà ñ÷åò ãèáðèäèçàöèîííîãî îòòàëêèâàíèÿ.Â ýòîé òî÷êå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ïîëÿðîíà ÿâëÿåòñÿ ãèáðèäîì ñîñòîÿ-íèé ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì èñêàæåíèåì ðåøåòêè. Êðèòè÷åñêèå òî÷-êè αc1 è αc2 ñîîòâåòñòâóþò ïîÿâëåíèþ è èñ÷åçíîâåíèþ äîïîëíèòåëüíûõñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâåííî. (Ïî îïðåäåëåíèþ, ðàçíèöà ýíåð-ãèé ìåæäó îñíîâíûì è ïåðâûì âîçáóæäåííûì ñòàáèëüíûì ñîñòîÿíèåì

△E(
−→
k )(α), êîòîðàÿ ìèíèìàëüíà ïðè αc (−→k ), äîëæíà áûòü ìåíüøå, ÷åì

ωc−E
(
−→
k )

0 ). Îïðåäåëåíèå ââåäåííûõ âûøå êðèòè÷åñêèõ êîíñòàíò íå ïðî-òèâîðå÷èò ðàíåå èñïîëüçóåìûì îïðåäåëåíèÿì è èìååò òî ïðåèìóùåñòâî,÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì è ñòðîãèì äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìèíè-ìàëüíàÿ ùåëü△E(
−→
k )
(
αc

(−→
k
)) íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé. Ïðè âçàèìîäåéñòâèè



772 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎñ àêóñòè÷åñêèì �îíîíàìè âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðîíà èìåþò êî-íå÷íûå âðåìåíà æèçíè. Îäíàêî êîãäà ýíåðãåòè÷åñêàÿ ùåëü ìåæäó îñ-íîâíûì è âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèÿìè ñòàíîâèòñÿ ìàëîé, âðåìÿ æèçíèñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ââèäó ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ âåðîÿòíîñòè èñïóñ-êàíèÿ äëèííîâîëíîâîãî �îíîíà.Òèïè÷íîé ñèñòåìîé, êîòîðàÿ, â ñîîòâåòñòâèÿìè ñ êðèòåðèÿìè ñóùå-ñòâîâàíèÿ áàðüåðà [282℄, äåìîíñòðèðóåò ÿâëåíèå àâòîëîêàëèçàöèè, ÿâ-ëÿåòñÿ ìîäåëü �àøáû � Ïåêàðà [283℄. Â ýòîé ìîäåëè ýêñèòîí Âàíüå âîñíîâíîì 1s-ñîñòîÿíèè âçàèìîäåéñòâóåò ñ îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè ÷åðåçýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë [282℄
γ (−→q ) = V (−→q )

{
1

(
1 + (ξeaBq)

2)2 − 1
(
1 + (ξhaBq)

2)2

}
, (12.237)ãäå V (−→q ) � ñòàíäàðòíîå âçàèìîäåéñòâèå Ôðåëèõà (12.170)

V (−→q ) = i
(
2
√

2απ
)1/2

q−1. (12.238)Çäåñü aB � áîðîâñêèé ðàäèóñ; ξe,h = me,h/ [2 (me +mh)]; me (mh) � ìàñ-ñà ýëåêòðîíà (äûðêè). Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ñèñòåìûïðè ïàðàìåòðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâîé 2 â ðàáîòå [283℄, êîòîðûå, êàêïîêàçàíî â [283℄, ïðèâîäÿò ê àâòîëîêàëèçàöèè â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿñèëüíîé ñâÿçè. Åñëè ïîëîæèòü ðàâíûìè åäèíèöå ïîëíóþ ìàññó ýêñèòîíà
m = me+mh, ÷àñòîòó �îíîíà ω0, çàðÿä ýëåêòðîíà è ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà,òî çíà÷åíèå ìàññû ýëåêòðîíà ïîëó÷èòñÿ ðàâíûì me = 0.065. Áîðîâñêèéðàäèóñ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ èçìåíåíèÿ ñòåïåíè àäèàáàòè÷íîñòèìîäåëè. Íèæå áóäåò äåòàëüíî èçó÷åí ¾ïî÷òè àäèàáàòè÷åñêèé ñëó÷àé¿ ñ
UB/ω0 = 2 (÷òî èìååò ìåñòî ïðè aB = 0.467), è îïèñàíû îñîáåííîñòè¾íåàäèàáàòè÷åñêîé¿ ñèòóàöèè ñ UB/ω0 = 0.5 (aB = 0.934). Êðèòè÷åñêèåêîíñòàíòû ñâÿçè, îïðåäåëåííûå â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ñèëüíîé ñâÿçè[283℄, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî αadc ≈ 14.3 è αadc ≈ 7.2.Íà �èñ. 12.89 ïîêàçàíî, êàê ñâîéñòâà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (−→k = 0)çàâèñÿò îò êîíñòàíòû ñâÿçè. Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ý��åêòèâíàÿ



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà773ìàññà m∗ è ñðåäíåå ÷èñëî �îíîíîâ â ïîëÿðîíîì îáëàêå
〈N〉 =

〈
−→
k = 0

∣∣∣∣∣∣

∑

−→q

b+−→q b−→q

∣∣∣∣∣∣
−→
k = 0

〉
, (12.239)äåìîíñòðèðóþò äðàìàòè÷åñêèå èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ñèñòåìû â îêðåñòíî-ñòè òî÷êè αc ≈ 18.35. Â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíàÿ ýíåðãèè ïî êîíñòàíòåñâÿçè èìååò ïèê, 〈N〉 è m∗ ðåçêî, ïî÷òè ÷òî ñòóïåí÷àòûì îáðàçîì, âîç-ðàñòàþò. Íàïðèìåð, â óçêîé îáëàñòè êîíñòàíò ñâÿçè ìåæäó α ≈ 17.5 è

α ≈ 19 ý��åêòèâíàÿ ìàññà âîçðàñòàåò íà äâà ïîðÿäêà âåëè÷èíû. Âàæ-íûì �àêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â òî÷êå αc ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ñâÿçè âñååùå íå ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà âåðõíåìãðà�èêå �èñ. 12.89). Áîëåå òîãî, êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ïðèáëèæåíèÿñèëüíîé ñâÿçè αscc ∼ 21 [284℄ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó÷åííîãî âòî÷íîì ðåøåíèè çíà÷åíèÿ αc ≈ 18.35. Äëÿ ¾íåàäèàáàòè÷åñêîãî¿ ñëó÷àÿïîâåäåíèå ñâîéñòâ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êà÷åñòâåííî òî æå ñàìîå, à êîëè-÷åñòâåííûå îòêëîíåíèÿ îò ïðèáëèæåíèÿ ñèëüíîé ñâÿçè áîëüøå.Òàêæå èçó÷åíà ýâîëþöèÿ �îíîííîãî îáëàêà â îáëàñòè ïåðåõîäà àâ-òîëîêàëèçàöèè. Ïàðöèàëüíûå âåñà n-�îíîííûõ âêëàäîâ â îñíîâíîå ñî-ñòîÿíèå ïîëÿðîíà Z
(
−→
k )

0 (n) ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè íàéòè â îáëàêå n�îíîíîâ, à ñðåäíåå ÷èñëî �îíîíîâ, îïðåäåëåííîå ðàíåå, åñòü íè ÷òî èíîåêàê 〈N〉 =
∑
N

nZ(n). �èñ. 12.90 ïîêàçûâàåò ðàñïðåäåëåíèå Z(
−→
k =0)

0 (n) ïðè
α = 18 (íèæå òî÷êè ïåðåõîäà), α = αc = 18.35 è α = 19 (ëîêàëèçîâàííîåñîñòîÿíèå). Âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïðè αc èìååò äâà ïèêà è ÿâëÿ-åòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó äâóìÿ ïðåäåëüíûìè ñëó÷àÿìè. Îäíàêî â¾íåàäèàáàòè÷åñêîì¿ ñëó÷àå äâóõïèêîâàÿ ñòðóêòóðà â Z(n) îòñóòñòâóåò.Ñëåäîâàòåëüíî, îñîáîå ïîâåäåíèå, ïðåäñòàâëåííîå íà �èñ. 12.89 � îáùàÿ÷åðòà ÿâëåíèÿ àâòîëîêàëèçàöèè, â òî âðåìÿ êàê äâóõïèêîâàÿ ñòðóêòó-ðà ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷èñëàì �îíîíîâ ñïåöè�è÷íà äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãîïðåäåëà.



774 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 12.89: Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñðåäíåå ÷èñëî �îíîíîâ è ý�-�åêòèâíàÿ ìàññà êàê �óíêöèè êîíñòàíòû ñâÿçè α (ñîåäèíåííûå ñïëîø-íîé ëèíèåé òî÷êè). Îòíîñèòåëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ìåíüøå 10−3è 10−2 äëÿ ýíåðãèè è 〈N〉, ñîîòâåòñòâåííî. Îòíîñèòåëüíûå ñòàòèñòè÷å-ñêèå îøèáêè äëÿ ý��åêòèâíîé ìàññû ïîðÿäêà 10−2 äëÿ α < 18.5 è îêîëî
5 × 10−2 äëÿ áîëüøèõ êîíñòàíò ñâÿçè. Øòðèõîâûå ëèíèè ïîêàçûâàþò ðå-çóëüòàòû òåîðèè âîçìóùåíèé, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìóñèëüíîé ñâÿçè



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà775

�èñ. 12.90: Ïàðöèàëüíûå âåñà n-�îíîííûõ ñîñòîÿíèé îñíîâíîãî ñîñòî-ÿíèÿ ïîëÿðîíà (−→k = 0) ïðè α = 18 (êðóæêè), α = 18.35 (êâàäðàòû)è α = 19 (ðîìáû). Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ïîðÿäêà 3 × 10−3 è ìåíüøåðàçìåðîâ ñèìâîëîâ



776 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ12.5.6. Çàäà÷à îá ýêñèòîíåÑàìûé ïðîñòîé ãàìèëüòîíèàí ýêñèòîíà [285, 286℄ ñîñòîèò èç âêëàäîâ âà-ëåíòíîé çîíû è çîíû ïðîâîäèìîñòè H0 è âçàèìîäåéñòâèÿ He−h:
H0 =

∑

−→
k

εc(
−→
k )e+−→

k
e−→
k

+
∑

−→
k

εv(
−→
k )h+−→

k
h−→
k
; (12.240)

He−h = − 1

N

∑

−→p −→k −→k
′

U(−→p ,−→k ,−→k
′
)e+−→p +

−→
k
h+
−→p −−→k

h−→p −−→k
′e−→p +

−→
k
′ . (12.241)Çäåñü e−→

k
(h−→

k
) � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà (äûðêè); εc(−→k ) (εv(−→k ))� çàêîí äèñïåðñèè çîíû ïðîâîäèìîñòè (âàëåíòíîé çîíû); N � ÷èñëî óçëîâðåøåòêè; U(−→p ,−→k ,−→k

′
) � ïðèòÿãèâàþùèé ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ.Íàèáîëåå ðàçâèòûì äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ÿâëÿëñÿ ìåòîä ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåòå � Ñîëïèòåðà [287, 288, 289℄. Îäíàêî óðàâíåíèåâ ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà ðåøàåòñÿ íà êîíå÷íîé ñåòêå òî÷åê, ÷òî ÿâëÿåòñÿèñòî÷íèêîì ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ìåòîä èíîãäàíåïðèìåíèì äàæå â êëàññè÷åñêîì ðåæèìå Âàíüå [289℄. Òàêèì îáðàçîì,íå ñóùåñòâîâàëî ìåòîäà, êîòîðûé áûë ñïîñîáåí òî÷íî ðåøàòü çàäà÷ó ýê-ñèòîíà âî âñåì äèàïàçîíå îò ðåæèìà Ôðåíêåëÿ äî ðåæèìà Âàíüå.Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ÄÌÊ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó-÷èòü ñâîéñòâà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè ýêñèòîíà (12.240) � (12.241)áåç ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äèñïåðñèé çîíû ïðîâî-äèìîñòè εc(

−→
k ) è âàëåíòíîé çîíû εv(

−→
k ). Ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçî-âàí äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà U(−→p ,−→k ,−→k

′
) (åñëè

U(−→p ,−→k ,−→k
′
) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, òî ìåòîä íå ðàáî-òàåò ââèäó ïðîáëåìû çíàêà). Ïîêàçàíî, êàê ïðîáëåìà ýêñèòîíà òðàêòó-åòñÿ â ðàìêàõ îáùåãî ìåòîäà ÄÌÊ [78, 191, 251℄, êîòîðûé ìîæåò ñóì-ìèðîâàòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ðÿäû äèàãðàìì Ôåéíìàíà äëÿäâóõ÷àñòè÷íîé Ìàöóáàðîâñêîé �óíêöèè �ðèíà G â ñëó÷àå ýêñèòîíà. Çà-òåì îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ýñòèìàòîðû äëÿ ïðîáëåìû ýêñèòîíà. Ìå-òîä ïðèìåíÿåòñÿ ê ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè, â ðàìêàõ êîòîðîé èññëåäóþòñÿ
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�èñ. 12.91: Òèïè÷íàÿ äèàãðàììà, âíîñÿùàÿ âêëàä â ðàçëîæåíèå G−→k −→k ′−→p (τ)óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèé Ôðåíêåëÿ è Âàíüå. Äëÿ ýòîãî âû-áðàíà ïðîñòàÿ êóáè÷åñêàÿ òðåõìåðíàÿ ðåøåòêà ñ çàêîíàìè äèñïåðñèèäëÿ âàëåíòíîé çîíû è çîíû ïðîâîäèìîñòè â âèäå
εc,v

(−→
k
)

= Ẽc,v ±
Ec,v
6

∑

α

(1 − cos kα ), (12.242)à ïðèòÿãèâàþùèé ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëåí â âèäå ñòàíäàðòíîé ñóììû
U
(−→p ,−→k ,−→k

′)
= V0 −W (2−→p ) +U

(−→
k −−→

k
′) âíóòðèóçåëüíîãî V0, äèïîëü-íîãî W (2−→p ) è ìîíîïîëüíîãî U (−→k −−→

k
′) ÷ëåíîâ [285℄. Â çàâèñèìîñòè îòâûáîðà ïàðàìåòðîâ ýòîãî ïîòåíöèàëà ìîæíî ïîêðûòü âåñü äèàïàçîí îòðåæèìà Âàíüå äî Ôðåíêåëÿ è ðåøèòü �óíäàìåíòàëüíóþ ïðîáëåìó î ïðå-äåëàõ ïðèìåíèìîñòè ýòèõ ðåæèìîâ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òàêîé âûáîðñäåëàí òîëüêî äëÿ ïðîñòîòû. Äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì òåõíèêà ÄÌÊ èäåí-òè÷íà è ïàðàìåòðû ãàìèëüòîíèàíà (12.240) � (12.241) ìîæíî ïîëó÷àòüìåòîäàìè ðàáîò [287, 288, 289℄.Äâóõ÷àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ñ ïîëíûì èìïóëüñîì 2−→p íà ìíèìîìâðåìåíè îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì

G
−→
k
−→
k
′

−→p (τ) =
〈
0
∣∣∣ e−→p +

−→
k
′ (τ) h−→p −−→k

′ (τ) h+
−→p −−→k

e+−→p +
−→
k

∣∣∣ 0
〉
, (12.243)ãäå âàêóóì |0〉 ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîé çîíå ïðîâîäèìîñòè è çàïîëíåííîéâàëåíòíîé çîíå, à h−→p −−→k (τ) = eHτh−→p −−→k e

−Hτ , τ > 0. Â ïðåäñòàâëåíèèâçàèìîäåéñòâèÿ G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ëåñòíè÷íûõ



778 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎäèàãðàìì Ôåéíìàíà (�èñ. 12.91): ïàðû ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíèé ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé ïðîïàãàòîð ñâîáîäíîé ýëåêòðîí-äûðî÷íîé ïàðû
G

(0)
−→p

(−→
k , τ2 − τ1

)
= exp

(
−ε(−→k ) (τ2 − τ1)

)
, (12.244)ãäå ε(−→k ) = εc

(−→p +
−→
k
)
− εv

(−→p −−→
k
) � ýíåðãèÿ ïàðû, à øòðèõîâûåëèíèè ïðåäñòàâëÿþò ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ.Ôîðìàëüíî äèàãðàììíîå ðàçëîæåíèå äëÿ G èìååò �îðìó ñóììû ìíî-ãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ

G
−→
k
−→
k
′

−→p (τ) =

∞∑

m=0

∑

ξm

∫
dx1 . . . dxmF

−→
k
−→
k
′

−→p (τ ; ξm; x1, . . . , xm) , (12.245)ãäå x1, . . . , xm � âíóòðåííèå ïåðåìåííûå (âðåìåíà è èìïóëüñû, xi =
(
τi,

−→
k i

)),ñóììèðîâàíèå ïî ξm ïåðåáèðàåò ðàçíûå äèàãðàììû ïîðÿäêàm, à ¾âåñ¿ Fäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåêòðîí-äûðî÷íûõ ïðîïàãàòîðîâ è âåðøèí âçàè-ìîäåéñòâèÿ. Â õîäå ãåíåðàöèè äèàãðàìì ïðèìåíÿþòñÿ ñòàíäàðòíûå îá-íîâëåíèÿ ÄÌÊ, êîòîðûå ëèáî èçìåíÿþò ÷èñëî âåðøèí âçàèìîäåéñòâèÿ,ëèáî èçìåíÿþò âíóòðåííèå è âíåøíèå ïàðàìåòðû äèàãðàììû áåç èçìå-íåíèÿ åå ïîðÿäêà.Íèæå ïðèâåäåí âûâîä �îðìóë äëÿ èçâëå÷åíèÿ èí�îðìàöèè îá îñ-íîâíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ G (τ → ∞).Ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå |ν;−→p 〉 ñ ýíåðãèåé Eν ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
|ν;−→p 〉 ≡

∑

−→
k

ξ−→p −→k (ν)e+−→p +
−→
k
h

+

−→p −−→k
|0〉 . (12.246)ãäå àìïëèòóäû ξ−→p −→k (ν) =

〈
ν;−→p

∣∣∣∣ e
+
−→p +
−→
k
h

+

−→p −−→k

∣∣∣∣ 0

〉 îïèñûâàþò âîëíîâóþ�óíêöèþ âíóòðåííåãî äâèæåíèÿ â ýêñèòîíå. Ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííûõñîñòîÿíèé ìîæíî çàïèñàòü
G
−→
k =
−→
k′−→p (τ) =

∑

ν

∣∣∣ξ−→p −→k (ν)
∣∣∣
2

e−Eντ , (12.247)
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�èñ. 12.92: Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ñâÿçè ýêñèòîíà îò øèðèíû çîí Ec = Ev.Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ ìåíüøå, ÷åì 5×10−3.Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ Âàíüå. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ� êóáè÷åñêèé ñïëàéí, ïðîèçâîäíûå êîòîðîãî �èêñèðîâàíû íà ïðàâîì èëåâîì êîíöå ïðåäåëîì Âàíüå è òåîðèè âîçìóùåíèé, ñîîòâåòñòâåííî. Âðåç-êà: íà÷àëüíàÿ ÷àñòü ãðà�èêà



780 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎè åñëè τ ìíîãî áîëüøå ÷åì îáðàòíàÿ ðàçíèöà ýíåðãèé ìåæäó îñíîâíûìè ïåðâûì âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèåì, �óíêöèÿ �ðèíà ïðîåêòèðóåòñÿ íàîñíîâíîå ñîñòîÿíèå
G
−→
k =
−→
k′−→p (τ → ∞) =

∣∣∣ξ−→p −→k (g.s.)
∣∣∣
2

e−Eg.s.τ . (12.248)Áëàãîäàðÿ óñëîâèþ íîðìèðîâêè∑
−→
k

∣∣∣ξ−→p −→k (ν)
∣∣∣
2

≡ 1 àñèìïòîòè÷åñêîå ïî-âåäåíèå ñóììû G̃−→p =
∑
−→
k

G
−→
k =
−→
k
′

−→p ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî ïðîñòûì:G̃−→p → e−Eg.s.τ .Ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ýíåðãèè èàìïëèòóä ïðè �èêñèðîâàííîì τ (äîñòàòî÷íî áîëüøîì, ÷òîáû ñäåëàòü ñî-îòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìàòè÷åñêóþ îøèáêó ïðåíåáðåæèìî ìàëîé), èñïîëü-çóÿ òåõíèêó ýñòèìàòîðîâ. Ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ �óíêöèè G̃ (τ) ïî
τ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå (ñì. [78℄):

Eg.s. =
1

τ

〈
m+1∑

j=1

εj(
−→
k )△τj −m

〉

MC

, (12.249)ãäå 〈. . . 〉MC � óñðåäíåíèå ïî ïðîöåññó ÄÌÊ; m � ïîðÿäîê äèàãðàììû;
εj(

−→
k ) è△τj � ýíåðãèÿ ýëåêòðîí-äûðî÷íîé ïàðû è äëèòåëüíîñòü j-ãî ïðî-ïàãàòîðà, ñîîòâåòñòâåííî. �àáîòà ñ �óíêöèåé G̃ âíîñèò ñëåäóþùóþ �îð-ìàëüíóþ ïðîáëåìó. Äèàãðàììû íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà (ïî îòíîøå-íèþ ê âåðøèíå U (−→p ,−→k ,−→k ′ = −→

k
)) ñîäåðæàò ìàêðîñêîïè÷åñêè áîëüøîéìíîæèòåëü N . Îäíàêî, åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî ñâîéñòâàìè îñíîâíî-ãî ñîñòîÿíèÿ, ýòè äèàãðàììû ìîãóò áûòü îïóùåíû, òàê êàê îíè íå âíî-ñÿò âêëàäà â ïðåäåëå τ → ∞. Ïî îïðåäåëåíèþ, â ïðåäåëå τ → ∞ èìååòìåñòî ðàâåíñòâî G

−→
k =
−→
k′−→p /G̃−→p =

∣∣∣ξ−→p −→k (g.s.)
∣∣∣
2, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå ïî êâà-çèèìïóëüñó −→

k , êîòîðîå ñâÿçàíî ñ âîëíîâîé �óíêöèåé âíóòðåííåãî äâè-æåíèÿ, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ãåíåðàöèè �óíêöèè G−→k =
−→
k
′

−→p ïðè óñëî-âèè −→
k =

−→
k
′. Ýòîò íàáîð äèàãðàìì ñîîòâåòñòâóåò öèðêóëÿðíîìó ïðåä-ñòàâëåíèþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü òåõíèêó óëó÷øåííûõýñòèìàòîðîâ (ñì. ðàçäåë 12.5.2.3 è [78℄). Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñâÿçàííîãîñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà äåéñòâèòåëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
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�èñ. 12.93: Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè çàðÿäà ∣∣∣ξ−→p −→k (g.s.)
∣∣∣
2

k2 îò èìïóëüñà
Ec = Ev = 60 (a) è Ec = Ev = 10 (b). Ñïëîøíûå ëèíèè � ðåçóëüòàòìîäåëè Âàíüå. Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ïîðÿäêà 10−4ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæíî ïîëó÷èòü âåëè÷èíó |g.s.〉 â ïðÿ-ìîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè âåëè÷èíà ∣∣∣ξ−→p −→k (g.s.)

∣∣∣
2 íå èìååò òî÷åê, â êîòîðûõìåíÿåòñÿ çíàê, àìïëèòóäû ξ−→p −→k (g.s.) ìîãóò áûòü âûáðàíû ïîëîæèòåëü-íûìè. Òàê êàê G−→k −→k ′−→p (τ) ïîëó÷àåòñÿ èç ñóììû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-íûõ äèàãðàìì, òî âåëè÷èíà ξ−→p −→k (g.s.) çíàêà íå ìåíÿåò.×òîáû ïðîñëåäèòü ïåðåõîä îò ðåæèìà Âàíüå ê ðåæèìó Ôðåíêåëÿ, íè-æå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ýêñèòîíà ñ íóëåâûì èìïóëüñîì −→p = 0 âïðîñòîé êóáè÷åñêîé òðåõìåðíîé ðåøåòêå ñ çîííîé äèñïåðñèåé (12.242).Âûáîð ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ áûë ìîòèâèðîâàí âîçìîæíîñòüþ ïî-êðûòü âñå ðåæèìû, îò ðåæèìà Ôðåíêåëÿ äî ðåæèìà Âàíüå, ïðè ïîìîùèèçìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ øèðèí çîíû è ùåëè. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòû áû-ëè ïðîâåäåíû ïðè Ẽv = 0; Eg ≡ Ẽc = 1; W (2−→p = 0) = −0.168; V0 = 0.778.Çíà÷åíèÿ ÷ëåíà U (−→k −−→

k
′)

=
∑
λ6=0

exp
(
i−→q −→R λ

)
/Rλǫ(

−→
R λ) ðàññ÷èòûâà-ëîñü ïðè ǫ

(−→
R
)

= 10 (çàðÿä ýëåêòðîíà ïîëîæåí ðàâíûì åäèíèöå) ïðèïîìîùè îáîáùåííîãî ìåòîäà Ýâàëüäà [290℄. Äëÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ýíåð-ãèÿ ñâÿçè â ïðåäåëå Ôðåíêåëÿ EFL (Ec,v ≪ Eg) ìåíüøå øèðèíû ùåëè,
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EFL = V0−W (2−→p = 0)+

∑
−→q
U(−→q ) = 0.946, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñòàáèëüíîñòüýêñèòîíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé Ec,v. Â ïðåäåëå Âàíüå, êîãäà øèðèíà çîíûâåëèêà, Ec,v ≫ Eg, ýíåðãèÿ ñâÿçè ïðèáëèæàåòñÿ ê àñèìïòîòèêå 3/(2ǫ2Ec)(ïðè Ev = Ec). Åñòåñòâåííî, ïàðàìåòðû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ, ÷òî

U
(−→p ,−→k ,−→k

′) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ. �åçóëüòàòû äëÿýíåðãèè ñâÿçè è âîëíîâîé �óíêöèè ïîêàçàíû íà �èñ. 12.92 � 12.94. Ñëå-äóåò çàìåòèòü, ÷òî ìåòîä ðàáîòàåò îäèíàêîâî õîðîøî âî âñåõ ðåæèìàõ:ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ìíîãî ìåíüøå ðàçìåðà ñèìâîëà âî âñåõ òî÷êàõ.Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé Ec

Eg
> 30 ýíåðãèÿ ñâÿçè íàõîäèòñÿ â ïðåêðàñíîìñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòîì Âàíüå (ñì. �èñ. 12.92). Êðîìå òîãî, ïëîòíîñòü âå-ðîÿòíîñòè âíóòðåííåãî äâèæåíèÿ â îáðàòíîì è ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå ñî-îòâåòñòâóåò âîäîðîäîïîäîáíîìó ðåçóëüòàòó (ñì. �èñ. 12.93, a è �èñ. 12.94,a).12.5.7. Äûðêà ñ ýëåêòðîí-�îíîííûì âçàèìîäåéñòâèåì â t-J -ìîäåëèÂ ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçîáíîâèëñÿ èíòåðåñ ê ðîëè ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçà-èìîäåéñòâèÿ â êóïðàòàõ. Ñèëüíîå ýëåêòðîí-�îíîííîå âçàèìîäåéñòâèåíåîáõîäèìî äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïåðåíîðìèðîâêè è �îðìû ëèíèè �îíîíîâ[291, 292℄; áîëüøèé èçîòîïè÷åñêèé ý��åêò â òåìïåðàòóðå ñâåðõïðîâî-äÿùåãî ïåðåõîäà Tc (â íåäîäîïèðîâàííûõ îáðàçöàõ) è â ñâåðõòåêó÷åéïëîòíîñòè ïðè îïòèìàëüíîì äîïèðîâàíèè ïîäðàçóìåâàþò âàæíóþ ðîëüýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ [293℄.Â ðàìêàõ ìåòîäà ÄÌÊ ìîæíî òî÷íî ïðîâåñòè êàê ïîëíîå, òàê èîãðàíè÷åííîå ñóììèðîâàíèå äèàãðàìì Ôåéíìàíà. Çäåñü ðàññìàòðèâàåò-ñÿ äâóìåðíàÿ ìîäåëü Õîëñòåéíà. Â ýòîé ìîäåëè äûðêà ïåðåìåùàåòñÿ ñàìïëèòóäîé t (â äàëüíåéøåì t ïîëîæåíî ðàâíûì åäèíèöå) è âçàèìîäåé-ñòâóåò ñ áåçäèñïåðñíûìè (÷àñòîòà Ω = const) îïòè÷åñêèìè �îíîíàìèïîñðåäñòâîì êîðîòêîäåéñòâóþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ
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�èñ. 12.94: Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ âíóòðåííåãî äâèæåíèÿ â ïðÿìîì ïðî-ñòðàíñòâå: ðåæèì Âàíüå Ec = Ev = 60 (a); ðåæèì ïðîìåæóòî÷íîãî ðàäè-óñà Ec = Ev = 10 (b); ðåæèì Ôðåíêåëÿ Ec = Ev = 0.4 (). Õîòÿ âîëíîâàÿ�óíêöèÿ â ðåæèìå Âàíüå ïî÷òè ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íà, ñèììåòðèÿâ ïðîìåæóòî÷íîì ðåæèìå è ðåæèìå Ôðåíêåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåòêîé,ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííîé àáñöèññîé ÿâëÿåòñÿ íîìåð êîîðäè-íàöèîííîé ñ�åðû. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ïàíåëè (a) � ðåçóëüòàò ìîäåëèÂàíüå, íà îñòàëüíûõ ïàíåëÿõ � ïðîñòî äëÿ ñîåäèíåíèÿ òî÷åê. Ñòàòèñòè-÷åñêèå îøèáêè ïîðÿäêà 10−4



784 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÄàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èçó÷åíèÿ ìåòîäîì ÄÌÊ îäíîé äûð-êè, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ áåçäèñïåðñíûìè îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè. Ïî-êàçàíî, ÷òî áëàãîäàðÿ çàìåäëåíèþ äûðêè îáëàêîì �ëóêòóèðóþùèõ ñïè-íîâ, äûðêà â t-J -ìîäåëè ïîäâåðãàåòñÿ áîëåå ñèëüíîìó âëèÿíèþ ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäèò â ðåæèì ñèëüíîéñâÿçè ïðè ìåíüøèõ êîíñòàíòàõ ñâÿçè ñ �îíîíàìè. Ýòîò ðåçóëüòàò, îïðî-âåðãàåò íàèâíûå îæèäàíèÿ, ÷òî ìàëûé Z-�àêòîð êâàçè÷àñòèöû óìåíü-øàåò âëèÿíèå ýëåêòðîí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Êðîìå òîãî, ïîëó÷å-íî, ÷òî ïåðåõîä â ðåæèì ñèëüíîé ñâÿçè ïðîèñõîäèò ïðè êîíñòàíòàõ ñâÿçè,êîòîðûå òèïè÷íû äëÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ.Â ñòàíäàðòíîì ñïèí-âîëíîâîì ïðèáëèæåíèè â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâ-ëåíèè [294℄ áåçäèñïåðñíàÿ äûðêà ε0 = const äâèæåòñÿ â ìàãíîííîé áàíå:
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∑
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. (12.257)Ôîíîííàÿ ÷àñòîòà ïîëîæåíà ðàâíîé Ω = 0.1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñ-ïåðèìåíòàëüíîìó çíà÷åíèþ: çíà÷åíèå t èçìåíÿåòñÿ â âûñîêîòåìïåðàòóð-íûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ â äèàïàçîíå t ≈ 0.3− 0.43 ýÂ [295, 296℄, à ýíåðãèÿ�îíîíîâ, êîòîðûå âçàèìîäåéñòâóþò ñ äûðêîé, ìåíüøå ÷åì 55 − 80 ìýÂ[257℄. Ïðèâåäåííûå íèæå ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿþòñÿ, åñëèèñïîëüçîâàòü äðóãèå çíà÷åíèÿ Ω/t â ðàìêàõ îáùåïðèíÿòîãî äëÿ îïèñà-íèÿ êóïðàòîâ [291℄ äèàïàçîíà0.1 − 0.2. Äèàãðàììû ãåíåðèðóþòñÿ ìå-òîäîì ÄÌÊ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ïðèíóëåâîé òåìïåðàòóðå. Çàòåì �óíêöèÿ Ëåìàíà ïîëó÷àåòñÿ ìåòîäîì ñòî-õàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè. Â ðàçëîæåíèè ïðåíåáðåãàåòñÿ äèàãðàììàìè,â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò ïåðåñå÷åíèå ìàãíîíîâ è �îíîíîâ (÷òîáû èçáå-æàòü ïðîáëåìû çíàêà, âîçíèêàþùåé âñëåäñòâèå çàâèñèìîñòè âåðøèíû

M−→
k ,−→q îò èìïóëüñîâ), íî ó÷èòûâàþòñÿ äèàãðàììû ñ âçàèìíûì ïåðåñå÷å-íèåì �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ (ñì. �èñ. 12.95). Ñðàâíåíèå äàííûõ ÄÌÊ ñðåçóëüòàòàìè ðàáîò [294℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîïðàâêè íà êîíå÷íîñòü ñèñòå-ìû ñëàáî âëèÿþò íà ýíåðãèþ è Z-�àêòîð íèçøåãî ïèêà: îòíîñèòåëüíîåîòêëîíåíèå îò ðåçóëüòàòîâ ÄÌÊ â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìå íå ïðåâû-øàþò 10−2.Íà �èñ. 12.96 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ �óíêöèè Ëåìàíà â îñ-íîâíîì ñîñòîÿíèè. Òðè íèçêî÷àñòîòíûõ ïèêà ïðè g = 0 ÿâëÿþòñÿ ðåçî-íàíñàìè ëèíåéíîãî ïîòåíöèàëà (�èñ. 12.96, a), òàê êàê èõ ýíåðãèè, êàêïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ â èíòåðâàëå 0.1 < J < 0.4, óäîâëåòâî-ðÿþò çàêîíó a + bi(J/t)

2/3 (a = −3.13; b1,2,3 = 4.89/2.09/1.63) [297℄. Íàíèæíåé ÷àñòè �èñ. 12.96 ïîêàçàíû òèïè÷íûå �óíêöèè Ëåìàíà â ðåæèìåñëàáîé (�èñ. 12.96, b), ïðîìåæóòî÷íîé (�èñ. 12.96, ) è ñèëüíîé ñâÿçè(�èñ. 12.96, d) ïî âçàèìîäåéñòâèþ ñ �îíîíàìè. Ïðè óâåëè÷åíèè g âñå
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�èñ. 12.95: Òèïè÷íàÿ äèàãðàììà, âíîñÿùàÿ âêëàä â �óíêöèþ �ðèíà:ñïëîøíûå (øòðèõîâûå) àðêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �îíîííûå (ìàãíîííûå)ïðîïàãàòîðûòðè ïèêà íàáëþäàþòñÿ âïëîòü äî çíà÷åíèé g = 0.21 (�èñ. 12.96, b è�èñ. 12.96, ), à ïèê ñ íàèáîëüøåé ýíåðãèåé óøèðÿåòñÿ è èñ÷åçàåò ïðèáîëåå âûñîêèõ êîíñòàíòàõ ñâÿçè (�èñ. 12.96, d).12.6 Îáîáùåííûé äèàãðàììíûé ìåòîäÌîíòå-ÊàðëîÂ ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå îäèí äèàãðàììíûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, ïîçâîëÿþùèé ðåøèòü âàæíóþ ïðîáëåìó ðåçîíàíñíîãî âçàèìî-äåéñòâèÿ �åðìèîíà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ îñòàëüíûìè �åðìèîíàìè ñäðóãîé ïðîåêöèåé ñïèíà.12.6.1. ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò îáùåãî àíàëèòè÷åñêîãî èëè ÷èñëåííîãîìåòîäà äëÿ èññëåäîâàíèÿ êâàçè÷àñòè÷íûõ ñâîéñòâ ïðîèçâîëüíîé ñèëüíî-êîððåëèðîâàííîé ñèñòåìû. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ îáû÷íî (çà íåìíî-ãèìè èñêëþ÷åíèÿìè [298℄) îñíîâàíû íà ïîïðàâêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé[270, 299℄ èëè âàðèàöèîííîì ïîäõîäå [271℄. Ñóùåñòâóþò òàêæå ÷èñëåí-íûå ñõåìû, íî âñå îíè èìåþò îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ëèáî ñ ðàçìåðàìèñèñòåìû, ëèáî ñ åå ðàçìåðíîñòüþ, ëèáî ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ èëè âëè-ÿíèÿ îêðóæåíèÿ. Ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè è âàðèàöèîííûé ìåòîä âïîäïðîñòðàíñòâå íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé [266, 274℄, êàê ïðàâèëî,îãðàíè÷åíû îäíîìåðíûìè ìîäåëÿìè ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèì ïîòåíöèà-
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�èñ. 12.96: Ôóíêöèÿ Ëåìàíà äûðêè ïðè J/t = 0.3: g = 0 (a);íèçêî÷àñòîòíàÿ ÷àñòü äëÿ g= 0.1445 (γ= 0.34) (b); g= 0.2 (γ= 0.2) ();
g= 0.231125 (γ= 0.43) (d)



788 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎëîì âçàèìîäåéñòâèÿ. Àëãîðèòìû, ðàáîòàþùèå â íåïðåðûâíîì âðåìåíè[267℄, ïðèìåíèìû äëÿ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé ñ ëèíåéíûì âçàèìîäåéñòâè-åì ìåæäó ÷àñòèöàìè è áîçîííûì îêðóæåíèåì, íî íå ìîãóò áûòü îáîá-ùåíû íà ñëó÷àé �åðìèîííîãî îêðóæåíèÿ, âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïåðåìåííûìçíàêîì (êàê â t-J -ìîäåëè), îíè òàêæå íåïðèìåíèìû äëÿ ìîäåëåé â íåïðå-ðûâíîì ïðîñòðàíñòâå.Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, ìîäåëèðóþùèé ñå-ðèè �åéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì äëÿ ðàñ÷åòà ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõäèàãðàìì. Äèàãðàììíûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, ðàññìîòðåííûé âûøå, ïðè-ìåíÿëñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðîí-�îíîííûõ ïîëÿðîíîâ [78, 191℄. Îñî-áåííîñòüþ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿñóììû âñåõ �åéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì êàê ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ ïî àí-ñàìáëþ â ñîîòâåòñòâóþùåì êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Ñóùåñòâåí-íûì îáñòîÿòåëüñòâîì äëÿ óñïåøíîé ðàáîòû ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòüè ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äèàãðàìì äëÿ �óíê-öèè �ðèíà. Õîòÿ êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äèàãðàìì äëÿ ïîëÿðî-íîâ â �åðìè-ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, ïîäîáíàÿ òåõíèêà ðàáî-òû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êîí�èãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàíà è â ýòîì ñëó÷àå. �ëàâíîé îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ÿâ-ëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîñòü è ðàñõîäèìîñòü (ïî êðàéíåé ìåðå, â ñëó÷àåñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ) ðÿäîâ äëÿ �åðìè-ñèñòåì. Ïðÿìîå ñóììèðîâà-íèå âñåõ �åéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì, äàþùèõ âêëàä â ñòàòèñòèêó �óêöèè�ðèíà, â ýòîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî, è íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü äîïîëíè-òåëüíûå ìåòîäû äëÿ: 1) ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà äèàãðàìì ïóòåì âû÷èñëåíèÿñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ äèàãðàìì, à íå �óíêöèè �ðèíà; 2) ïðèìåíå-íèÿ òåõíèêè ¾óæèðíåíèÿ¿ ëèíèè â óðàâíåíèè Äàéñîíà, ÷òî ïîçâîëÿåòïðîâåñòè ñàìîñîãëàñîâàííîå ñóììèðîâàíèå áåñêîíå÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõðÿäîâ, ÷òî åùå áîëüøå ñîêðàùàåò ÷èñëî ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêèõ äèà-ãðàìì; 3) åñëè íåîáõîäèìî, ýêñòðàïîëÿöèè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äèà-ãðàììíûì ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, íà äèàãðàììû áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêàäëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ. Ìåòîä, ïðåäñòàâëåííûé â ýòîì ðàçäåëå, ëèøåí



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà789âñåõ âûøåóïîìÿíóòûõ îãðàíè÷åíèé, ñ åãî ïîìîùüþ ìîãóò áûòü ïîëó÷å-íû ðàçóìíûå ðåçóëüòàòû äàæå äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ.Â êà÷åñòâå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î÷àñòèöå, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ èäåàëüíûì ìîðåì Ôåðìè ïîñðåäñòâîìêîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà ñ ðàñõîäÿùåéñÿ äëèíîé s-ðàññåÿíèÿ.Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé äëÿ ïîíèìàíèÿ �àçîâîé äèàãðàììû ãàçàÔåðìè ñ ðàçáàëàíñîì çàñåëåííîñòåé [300, 301℄. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîíñòðó-èðîâàíèÿ �óíêöèîíàëà ýíåðãèè, îïèñûâàþùåãî ðàçðåæåííûå ðàñòâîðû�åðìèîíîâ ñî ñïèíîì âíèç, ðåçîíàíñíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ áîëüøèì÷èñëîì �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì ââåðõ, íåîáõîäèìî òî÷íî çíàòü êâàçè÷à-ñòè÷íûå ïàðàìåòðû �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì âíèç, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþòêîý��èöèåíòû â ðàçëîæåíèè ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì êîíöåíòðàöèè �åð-ìèîíîâ ñî ñïèíîì âíèç n↓: ëèíåéíîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåòñÿ ïîëÿðîííîéýíåðãèåé, à ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå n5/3
↓ , îïðåäåëÿåòñÿ ìàññîé ïî-ëÿðîíà [301℄.Òèïè÷íûé ãàìèëüòîíèàí, êîòîðûé áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ýòîì ðàç-äåëå, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H = HF − △R

2m
+

∫
d−→r V

(−→r −−→
R
)
n (−→r ) , (12.258)ãäå HF � ãàìèëüòîíèàí èäåàëüíîãî �åðìè-ãàçà ñî ñïèíîì ââåðõ ñ ïëîò-íîñòüþ n è èìïóëüñîì Ôåðìè kF ; −→R � êîîðäèíàòà ÷àñòèöû; V (−→r −−→

R
)� ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ êîíå÷íîãî ðàäèóñà r0 ìåæäó ÷àñòèöåé è�åðìè-ãàçîì ñî ñïèíîì ââåðõ. Âûðàæåíèå (12.258) áóäåì â äàëüíåéøåìíàçûâàòü ïðîáëåìîé �åðìè-ïîëÿðîíà. Ñóùåñòâóþò äâå îñîáåííîñòè �è-çèêè êðîññîâåðà ÁÊØ � ÁÝÊ â ñèëüíî íåñáàëàíñèðîâàííîì ðåæèìå: âî-ïåðâûõ, ÷àñòèöà è �åðìè-ãàç èìåþò îäíó è òó æå ìàññó m (äàëåå áóäåìèñïîëüçîâàòü ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé m = 1/2 è kF = 1); âî-âòîðûõ,â òàê íàçûâàåìîì ðåçîíàíñíîì ïðåäåëå íóëåâîãî ðàäèóñà, êîãäà r0 → 0,äëèíà s-ðàññåÿíèÿ a îñòàåòñÿ êîíå÷íîé, ò.å. kFa îñòàåòñÿ �èêñèðîâàí-íûì ïðè ïðè kF r0 → 0. Â ýòîì ïðåäåëå ïðèðîäà ïîòåíöèàëà âçàèìî-äåéñòâèÿ íåñóùåñòâåííà, è òàêèå æå ðåçóëüòàòû áóäóò ïîëó÷åíû, íàïðè-



790 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎìåð, äëÿ íåéòðîííîãî âåùåñòâà èëè àòîìîâ öåçèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä,ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðåçîíàíñíîãî�åðìè-ïîëÿðîíà ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî îáùèì è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíäëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (12.258).
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðà �àçîâîé äèàãðàììû î÷åíü ÷óâñòâèòåëü-íà ê ïàðàìåòðàì ïîëÿðîíà. Åñëè ñîñòîÿíèå ñ ðàçðåæåííûì ãàçîì �åðìè-îíîâ ñî ñïèíîì âíèç ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ kFa, òîãäàðåøåíèå îäíî÷àñòè÷íîé çàäà÷è ïîçâîëèò èññëåäîâàòü �àçîâóþ äèàãðàì-ìó â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ìóëüòèêðèòè÷åñêîé òî÷êè [302℄, â êî-òîðîé ñîïðèêàñàþòñÿ �àçû. Â ýòîé òî÷êå �åðìèîí ñî ñïèíîì âíèç îáðà-çóåò ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ñ �åðìèîíîì ñî ñïèíîì ââåðõ, â ðåçóëüòàòå ÷åãîïîëó÷àåòñÿ áîçå-÷àñòèöà (¾ìîëåêóëà¿) ñ ñóììàðíûì íóëåâûì ñïèíîì, èñòàòèñòèêà êâàçè÷àñòèö ìåíÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì îáðàçîì. Ìóëüòèêðèòè-÷åñêàÿ òî÷êà, îäíàêî, ìîæåò áûòü òåðìîäèíàìè÷åñêè íåñòàáèëüíîé, åñ-ëè ý��åêòèâíàÿ äëèíà ðàññåÿíèÿ ìåæäó òàêèìè ñîñòàâíûìè áîçîíàìèè �åðìèîíàìè ñî ñïèíîì ââåðõ äîñòàòî÷íî âåëèêà; ÷òî ïîäòâåðæäàþòðåçóëüòàòû ðàáîò [303, 304℄, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî ñ ¾�èê-ñèðîâàííîé âåðøèíîé¿ (�xed node). �àçäåëåíèå �àç áûëî îáíàðóæåíîòàêæå â âû÷èñëåíèÿõ, îñíîâàííûõ íà ñðåäíåïîëåâîì è áëèçêèì ê ðåçî-íàíñó ïîäõîäàõ (â îáîèõ ñëó÷àÿõ è ïðè íóëåâîé, è ïðè êîíå÷íîé òåìïåðà-òóðå) [304, 305, 306, 307℄, õîòÿ è ñ áîëüøèìè êîëè÷åñòâåííûìè îòêëîíå-íèÿìè îò ðåçóëüòàòîâ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñ �èêñèðîâàííîé âåðøèíîé[303℄. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â [308℄, íàõîäÿòñÿ âõîðîøåì ñîãëàñèè ñ ïðåäñêàçàíèÿìè, ñäåëàííûìè â [303℄, â òî âðåìÿ êàêðåçóëüòàòû èç [309℄ òàêîãî ñîãëàñèÿ íå îáíàðóæèâàþò. Ïðè÷èíà ðàçëè-÷èé â ðåçóëüòàòàõ ýêñïåðèìåíòîâ â [308℄ è [309℄ â íàñòîÿùèé ìîìåíò íåÿñíà. Ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû íàõîäÿòñÿ â ïðåêðàñíîì ñîãëàñèè ñ[303℄.



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà79112.6.2. Êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷å-ñêèõ äèàãðàììÊàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, åñëè âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó �åðìèîíàìè ñîñïèíàìè âíèç è ââåðõ äîñòàòî÷íî ñèëüíîå, îíè îáðàçóþò ñîñòàâíîé áîçîíèëè ìîëåêóëÿðíîå ñîñòîÿíèå. Â äàëüíåéøåì â ýòîì ðàçäåëå òåðìèí ¾ïî-ëÿðîí¿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â óçêîì ñìûñëå, ò.å. òîëüêî äëÿ íåñâÿçàí-íûõ âîçáóæäåíèé �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì âíèç. Äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòàâíîãîáîçîíà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåðìèí ¾ìîëåêóëà¿. Òàê êàê öåëüþ ÿâëÿåò-ñÿ ðàñ÷åò ñâîéñòâ ÷àñòèöû ïðè ïðîèçâîëüíîé ñèëå âçàèìîäåéñòâèÿ, íåîá-õîäèìî ðàññìîòðåòü îäíî- è äâóõ÷àñòè÷íûå êàíàëû íà ðàâíûõ îñíîâàíè-ÿõ. Äàëåå â ðàçäåëå èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ïðàâèëà äëÿ ñîáñòâåííîýíåðãåòè÷åñêèõ äèàãðàìì äëÿ îáîèõ êàíàëîâ ñ ó÷åòîì ñïåöè�èêè ðàáîòûâ ïðåäñòàâëåíèè ìíèìîãî âðåìåíè.12.6.2.1. Ïîëÿðîííûé êàíàëÍàïîìíèì îïðåäåëåíèå îäíî÷àñòè÷íîé �óíêöèè �ðèíà (ñì., íàïðèìåð,[37℄):
G (τ,−→r ) = −

〈
Tτψ (τ,−→r )ψ (0)

〉
, (12.259)è åå èìïóëüñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

G (ξ,−→p ) =

∫
ei(ξτ−

−→p −→r )G (τ,−→r ) d−→r dτ . (12.260)Çäåñü ψ (τ,−→r ) � �åðìèîííûé îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ â òî÷êå (τ,−→r ). Äëÿèäåàëüíîãî �åðìè-ãàçà ñî ñïèíîì ââåðõ ïðè T = 0 èìååì
G↑ (ξ,

−→p ) =
1

iξ − p2/2m+ ǫF
. (12.261)Âàêóóìíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà äëÿ ïîëÿðîíà ñî ñïèíîì âíèç çàäàåòñÿâûðàæåíèåì

G
(0)
↓ (τ,−→p , µ) = −θ (τ) e

−
„

p2

2m
−µ

«

τ
, (12.262)
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�èñ. 12.97: Óðàâíåíèå Äàéñîíà äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé �óíêöèè �ðèíàãäå θ � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ; µ � ñâîáîäíûé ïàðàìåòð. Èç óðàâíåíèÿÄàéñîíà äëÿ ïîëÿðîíà (ñì. �èñ. 12.97) íàõîäèì

G↓ (ξ,
−→p , µ) =

1

iξ − p2

2m
+ µ− Σ (ξ,−→p , µ)

, (12.263)ãäå ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêàÿ äèàãðàììà Σ äàåòñÿ ñóììîé âñåõ íåïðè-âîäèìûõ äèàãðàìì (ò.å. äèàãðàìì, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îòñîåäèíåíûðàçðåçàíèåì ïî ëèíèè G(0)
↓ ), âçÿòûõ ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì. Ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå, ÷òî â τ -ïðåäñòàâëåíèè è G↓, è Σ çàâèñÿò îò µ òîëüêî ÷åðåçýêñïîíåíöèàëüíûå �àêòîðû exp(µτ) , èìååì G↓ (ξ,−→p , µ) ≡ G↓ (ξ − iµ,−→p )è Σ (ξ,−→p , µ) ≡ Σ (ξ − iµ,−→p ).Åñëè ïîëÿðîí ÿâëÿåòñÿ õîðîøî îïðåäåëåííîé êâàçè÷àñòèöåé, òî åãîýíåðãèÿ E(−→p ) è Z-�àêòîð Z(−→p ) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç àñèìïòîòèêè

G↓ (τ,
−→p , µ) → −Ze−(E−µ)τ , τ → ∞. (12.264)Èç ýòîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñ íåèçáåæíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî �óíê-öèÿ G↓ (ξ − iµ,−→p ) èìååò ïîëþñ

G↓ (ξ − iµ,−→p ) =
Z(−→p )

iξ + µ− E(−→p )
+ regular part. (12.265)Äàëåå, ïîëàãàÿ µ = E(−→p ) â (12.265) è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â (12.263),ïîëó÷àåì

iξ

Z
= iξ − p2

2m
+ E − Σ (0,−→p , E) + iξA (−→p , E) , (12.266)ãäå (èñïîëüçóåì ñâîéñòâî ∂Σ

∂ξ
= i∂Σ

∂µ
)
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A (−→p , E) = − ∂Σ (0,−→p , µ)

∂µ

∣∣∣∣
µ=E

. (12.267)Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü äâà âàæíûõ ñîîòíîøåíèÿ (ñì. òàêæå [37℄):
E =

p2

2m
+ Σ (0,−→p , E) (12.268)è

Z =
1

1 + A (−→p , E)
. (12.269)Óðàâíåíèå (12.268) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü E, åñëè èçâåñòíî Σ (τ,−→p , µ).Âñå ÷òî íóæíî ñäåëàòü � ýòî ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèå Σ ïðè íóëåâîé ÷àñòîòåè µ = E,

E =
p2

2m
+

∞∫

0

Σ (τ,−→p , µ) e(E−µ)τdτ. (12.270)Ïîñëå òîãî êàê E íàéäåíî, Z-�àêòîð âû÷èñëÿåòñÿ èç (12.269) ñ èñïîëü-çîâàíèåì óðàâíåíèÿ
A (−→p , E) = −

∞∫

0

τΣ (τ,−→p , µ) e(E−µ)τdτ. (12.271)Çàìåòèì òàêæå, ÷òî çàâèñèìîñòü îò µ âûïàäàåò èç îáîèõ óðàâíåíèé(12.270) è (12.271).12.6.2.2. Ìîëåêóëÿðíûé êàíàëÂ ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì äâóõ÷àñòè÷íûé ïðîïàãàòîð
K (τ,−→p ) =

〈
TτΦ−→p (τ) Φ+−→p (0)

〉
, (12.272)ãäå

Φ−→p =

∫
d−→q
2π

ϕ−→q ψ↑ (
−→p −−→q )ψ↓ (

−→q ) , (12.273)



794 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎè ϕ−→q � ïàðíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, îïðåäå-ëÿþùàÿ îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ÷àñòèöàìè. Åñëè èìå-åòñÿ ñâÿçàííîå ñîñòîíÿèå (ìîëåêóëà), òî
K (τ,−→p , µ) → −Zmole−(Emol−µ)τ , τ → ∞, (12.274)è ïàðíûé ïðîïàãàòîð â ÷àñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò ïîëþñ:

K (ξ − iµ,−→p ) =
Zmol(

−→p )

iξ + µ− Emol(
−→p )

+ regular part. (12.275)�àññìîòðèì äðóãóþ �óíêöèþ, êîòîðàÿ òàêæå èìååò òàêîé æå ìî-ëåêóëÿðíûé ïîëþñ, íî îáëàäàåò áîëåå ïðîñòîé äèàãðàììíîé ñòðóêòó-ðîé. Îñîáåííîñòüþ ïðåäåëà ðåçîíàíñíîãî íóëåâîãî ðàäèóñà ÿâëÿåòñÿ òî,÷òî ñóììà âñåõ ëåñòíè÷íûõ äèàãðàìì ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ V (r)äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòäåëüíàÿ äèàãðàììà. Îáîçíà÷èì ýòó ñóì-ìó ÷åðåç Γ (τ,−→p ) è áóäåì ðàññìàòðèâàòü åå êàê ÷èñòûé ïàðíûé ïðî-ïàãàòîð. Ïîäîáíûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è â îáùåì ñëó÷àå ñçàìåíîé ÿâíîãî ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòðèöåé ðàññåÿíèÿ T , íîâ ðåçîíàíñíî-íóëåâîì ïðåäåëå íåò àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþ-ùèõ èçáåæàòü óëüòðà�èîëåòîâîé ðàñõîäèìîñòè. Ñóììà ëåñòíè÷íûõ äèà-ãðàìì òî÷íî ó÷èòûâàåò �èçèêó â óëüòðà�èîëåòîâîì ïðåäåëå è ïîçâî-ëÿåò âûðàçèòü Γ (τ,−→p ) â òåðìèíàõ äëèíû s-ðàññåÿíèÿ a. Ëåñòíè÷íàÿñòðóòêóðà äèàãðàìì, çàêëþ÷åííûõ â Γ (τ,−→p ), òàêæå îáúÿñíÿåò ñìûñëó÷åòà Γ êàê ïàðíîãî ïðîïàãàòîðà (èçîáðàæàåìîãî äâîéíîé ëèíèåé, ñì.�èñ. 12.98). Òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ Γ ñðàçó ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
−Γ= −V+(−V )2Π+ . . . , (12.276)ãäå ïîëÿðèçàöèîííûé îïåðàòîð

Π (η, p) =

∫

q>kF

d−→q
(2π)3

q2

2m
+

(−→p −−→q )
2

2m
− η

, (12.277)
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�èñ. 12.98: Îïðåäåëåíèå �óíêöèé Q è K̃ â äâóõ÷àñòè÷íîì êàíàëåè η = ω + εF + µ. Èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùóþ óëüòðà�èîëåòîâóþ ðåãóëÿðè-çàöèþ, âûðàæåíèÿ (12.276) è (12.277) ìîæíî çàïèñàòü â óíèâåðñàëüíîé�îðìå ñ çàâèñèìîñòüþ òîëüêî îò äëèíû s-ðàññåÿíèÿ:
Γ−1 (η, p)=

m

4πa
−m

8π

√
p2 − 4mη − Π (η, p) , (12.278)

Π(η, p) =

∫

q≤kF

d−→q
(2π)3

q2

2m
+

(−→p −−→q )
2

2m
− η

. (12.279)Äëÿ êîíå÷íîé ïëîòíîñòè �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì ââåðõ îáîáùåíèå óðàâ-íåíèÿ (12.278) íà ìíèìîå âðåìÿ ìîæåò áûòü ñäåëàíî ÷èñëåííî. Îäèíèç âàðèàíòîâ ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïðèìåíèòü îáîáùåííûé äèàãðàììíûéìåòîä Ìîíòå-Êàðëî [310℄. Äâóìåðíàÿ �óíêöèÿ Γ (τ,−→p ) òàáóëèðóåòñÿ äîìîäåëèðîâàíèÿ ïîëÿðîíà.Íà �èñ. 12.98 äàíî îïðåäåëåíèå �óíêöèè Q, êîòîðàÿ ìîæåò ðàññìàò-ðèâàòüñÿ êàê ðåíîðìàëèçîâàííûé ïàðíûé ïðîïàãàòîð, ñâÿçàííûé ñ Γóðàâíåíèåì Äàéñîíà. Â âåðõíåé ÷àñòè �èñ. 12.98 ïîêàçàíà äèàãðàìì-íàÿ ñòðóêòóðà äëÿ K, ïóíêòèðíûå ëèíèè íà êîòîðîé îáîçíà÷àþò âíåø-íèå �óíêöèè ϕ−→q ; ñåðûå êâàäðàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììû âñåõΓ-íåïðèâîäèìûõ äèàãðàìì. Ïîä Γ-íåïðèâîäèìûìè äèàãðàììàìè ïîíèìà-þòñÿ äèàãðàììû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îòäåëåíû ðàçðåçîì ÷åðåç îäè-íî÷íóþ Γ-ëèíèþ. Âñå Γ-íåïðèâîäèìûå äèàãðàììû ñîáðàíû â �óíêöèè



796 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ
Q, ïîêàçàííîé â íèæíåé ÷àñòè �èñ. 12.98. Ñåðûé êðóã èìååò ïî÷òè òóæå ñòðóêòóðó, ÷òî è ñåðûé êâàäðàò (÷ëåí íóëåâîãî ïîðÿäêà èìååòñÿ âêâàäðàòå, íî åãî íåò â êðóãå): òàê êàê Γ îïðåäåëåíà êàê ñóììà ëåñòíè÷-íûõ äèàãðàìì, âñå ÷ëåíû, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ ëåñòíè÷íîïîäîáíûå ñòðóê-òóðû, îñíîâàííûå íà ñâîáîäíûõ îäíî÷àñòè÷íûõ ïðîïàãàòîðàõ, äîëæíûáûòü èñêëþ÷åíû èç Q è K. Ïîñëå çàìåíû G↓ → Q; G(0)

↓ → Γ; Σ → K̃âèäíà ïðÿìàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó îäíî- è äâóõ÷àñòè÷íûìè ïðîïàãàòîðàìè.Àíàëîãèÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà, åñëè çàìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðà äèà-ãðàìì íà �èñ. 12.98 ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî Q èìååò òå æå ïîëþñû, ÷òî è K,è ðàçíûå êâàçè÷àñòè÷íûå Z-�àêòîðû. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó ìîëåêóëûèìååòñÿ õîðîøî îïðåäåëåííîå âîçáóæäåíèå, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî
Q (ξ − iµ,−→p ) =

Z̃mol(
−→p )

iξ + µ−Emol(
−→p )

+ regular part. (12.280)Óðàâíåíèå (12.280) îáúÿñíÿåò óäîáñòâî ââîäà �óíêöèè Q: òåïåðü óðàâ-íåíèÿ (12.269) � (12.273) ñðàçó îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ìîëåêóëû (ñ ïåðå-îáîçíà÷åíèÿìè, óêàçàííûìè âûøå).
12.6.2.3. Worm-àëãîðèòì äëÿ �åéíìàíîâñêèõ äèàãðàììÂ ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ, êàê êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî �åé-íìàíîâñêèõ äèàãðàìì äëÿ Σ è K̃ ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî è îáíîâ-ëÿòüñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Àë-ãîðèòì, îïèñàííûé íèæå, ó÷èòûâàåò ïîëÿðîííûé è ìîëåêóëÿðíûé êàíà-ëû åäèíûì îáðàçîì. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ââîäîì âñïîìîãàòåëüíûõ äèàãðàìì,ñîäåðæàùèõ äâà ¾îáðûâêà¿ (loose), íàçûâàåìûõ ¾÷åðâÿêàìè¿ (worms).Ýòîò ìåòîä äîêàçàë ñâîþ ý��åêòèâíîñòü â ñîêðàùåíèè àâòîêîððåëÿöè-îííîãî âðåìåíè ïðîöåäóðû Ìîíòå-Êàðëî, êîãäà âû÷èñëåíèÿ ïðîõîäÿò âêîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñëîæíîé òîïîëîãèåé [52, 108℄.
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�èñ. 12.99: Ñòðóêòóðíûå ëèíèè öèêëè÷åñêèõ äèàãðàìì12.6.2.3.1. Öèêëè÷åñêèå äèàãðàììûÍåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìåòîä ðàáîòàåò â ïðåäñòàâëåíèè ìíèìîãî âðåìå-íè ïðè T = 0, êîãäà τ ∈ [0,∞], óäîáíî íå �èêñèðîâàòü íà÷àëî îòñ÷åòàâðåìåíè è ðàññìàòðèâàòü äèàãðàììû íà êîëüöå ìíèìîãî âðåìåíè. Îñíî-âîé êàæäîé öèêëè÷åñêîé äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûå ëèíèè, ïî-êàçàííûå íà �èñ. 12.99 è ñîñòîÿùèå èç ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè ñ ýëåìåí-òàìè G
(0)
↓ (τa) Γ (τb)G

(0)
↓ (τc) Γ (τd)G

(0)
↓ (τe) Γ (τf) . . . (âñå âðåìåíà ïîëîæè-òåëüíû). ¾Íàïðàâëåíèÿ¿ ïðîïàãàòîðîâ íå óêàçàíû ÿâíî, òàê êàê îíè îä-íîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îáùèì íàïðàâëåíèåì âñåõ ñòðóêòóðíûõ ëèíèé,êîòîðîå ìîæíî îïðåäåëèòü, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, íàïðàâëåíèåì ñïðàâàíàëåâî. Òîãäà ëåâûé (ñâîáîäíûé) êîíåö ëþáîé Γ-ëèíèè ñî ñïèíîì ââåðõáóäåò âûõîäÿùèì, à ïðàâûé êîíåö � âõîäÿùèì. Ôèçè÷åñêàÿ äèàãðàììàïîëó÷àåòñÿ ïîïàðíîé çàìåíîé ñâîáîäíûõ êîíöîâ ñî ñïèíîì ââåðõ ïðîïà-ãàòîðàìè G↑.Ñóùåñòâóþò äâà íàïðàâëåíèÿ ñîåäèíåíèÿ âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ ëè-íèé: 1) âïåðåä, ò.å. â íàïðàâëåíèè âñåõ ñòðóêòóðíûõ ëèíèé; 2) íàçàä, ò.å.â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Íà �èñ. 12.100 è �èñ. 12.101 ïîêàçàíûðåçóëüòàòû ñîåäèíåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè âðåìåíà-ìè. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âîçáóæäåíèÿ ÷àñòèö (äûðîê) â �åðìèîííîìîêðóæåíèè. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â öèêëè÷åñêèõ äèàãðàììàõ åäèí-ñòâåííûì âðåìåííûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ äëèíà G(0)

↓
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�èñ. 12.100: Ñîåäèíåíèå ¾âïåðåä¿. Äóãà ñîîòâåòñòâóåò −G↑(τ = τc + τd +

τe)

�èñ. 12.101: Ñîåäèíåíèå ¾íàçàä¿. Ïàðà êîíöîâ Γ ñîåäèíåíà òàê æå, êàê èíà �èñ. 12.100, íî â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè; äóãà ñîîòâåòñòâóåò
−G↑(τ = −τf − τa − τb)
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�èñ. 12.102: Äèàãðàììà ñ äâóìÿ worms J è Mè Γ. Çäåñü íåò àáñîëþòíîãî âðåìåíè, è ïîýòîìó âñå ìîìåíòû âðåìåíèýêâèâàëåíòíû.12.6.2.3.2 WormsÄëÿ òîãî ÷òîáû ðåàëèçîâàòü åäèíóþ ñõåìó Ìîíòå-Êàðëî äëÿ îäíî- èäâóõ÷àñòè÷íîãî êàíàëîâ, äîïîëíèì ïðîñòðàíñòâî �èçè÷åñêèõ äèàãðàììäèàãðàììàìè ñî ñïåöèàëüíûìè êîíöàìè, worms. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Jè M (äëÿ âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ êîíöîâ ñî ñïèíîì ââåðõ, ñîîòâåòñòâåí-íî, ñì. �èñ. 12.102). Âñÿ ñõåìà îáíîâëåíèé îñíîâàíà íà îïåðàöèÿõ ñ Jè M. Êàê ñòàíåò ÿñíî èç äàëüíåéøåãî, äèàãðàììà ïåðâîãî ïîðÿäêà ñworm, èçîáðàæåííàÿ íà �èñ. 12.103, ÿâëÿåòñÿ âàæíîé äëÿ íîðìèðîâêèðåçóëüòàòîâ Ìîíòå-Êàðëî. Åå âåñ ñîñòîèò èç äâóõ �àêòîðîâ: G(0)
↓ (τa) è

Γ (τb).12.6.2.3.3 Ïàðàìåòðèçàöèÿ äèàãðàììÂíå çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà äèàãðàìì è èõ òîïîëîãèè, áóäåì ðàññìàòðè-âàòü âðåìåííûå èíòåðâàëû Γ è G(0)
↓ è èìïóëüñû ïðîïàãàòîðîâ ñî ñïèíîìââåðõ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Èìïóëüñû Γ è G(0)

↓ îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿþòñÿ òîãäà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, â òî âðåìÿ êàê âðåìåí-íîé èíòåðâàë ïðîïàãàòîðà ñî ñïèíîì ââåðõ îïðåäåëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåìâñåõ âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ Γ è G(0)
↓ , ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîì ïðîïàãàòîðå.
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�èñ. 12.103: ¾Íîðìèðóþùàÿ¿ äèàãðàììà. Ýòî ïðîñòåéøàÿ äèàãðàììà ñworm; åå âåñ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ G
(0)
↓ (τa) è Γ(τb)Òåõíè÷åñêè óäîáíî ðàáîòàòü â ÷àñòè÷íî-äûðî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè, â êî-òîðîì ïðîïàãàòîðû ñî ñïèíîì ââåðõ â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè ïîíèìàþòñÿêàê äûðî÷íûå ïðîïàãàòîðû â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìèìïóëüñîì. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ââîäà íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè

G̃ (τ,−→p ) =

{
−G↑ (τ,−→p ) , p ≥ pF ;

G↑ (−τ,−→p ) , p < pF ,
(12.281)äëÿ âñåõ ëèíèé ñî ñïèíîì ââåðõ (îáùèé �åðìèîííûé çíàê äèàãðàììûîïðåäåëÿåòñÿ íåçàâèñèìî ïî ñòàíäàðòíûì äèàãðàììíûì ïðàâèëàì). Âñåèìïóëüñû, ñâÿçàííûå ñ ëèíèÿìè ñî ñïèíîì ââåðõ, ïîíèìàþòñÿ êàê èì-ïóëüñû, îòâå÷àþùèå ïðîïàãàòîðàì G̃, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ëèáî èìïóëüñàìè÷àñòèö (äëÿ ïðÿìûõ ïðîïàãàòîðîâ; ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè òîëüêî ïðè

p ≥ pF ), ëèáî èìïóëüñàìè äûðîê (äëÿ îáðàòíûõ ïðîïàãàòîðîâ; ÿâëÿþòñÿíåíóëåâûìè òîëüêî ïðè p < pF ). ßâíàÿ �îðìóëà äëÿ G̃ èìååò âèä
G̃ (τ,−→p ) = θ (τ) e

−
˛

˛

˛

˛

p2

2m
−εF

˛

˛

˛

˛

τ
. (12.282)×òîáû óïðîñòèòü äàëåå îïèñàíèå îáíîâëåíèé, áóäåì íàçûâàòü ïðîïà-ãàòîðû Γ è G(0)

↓ æèðíûìè ëèíèÿìè èëè BBL (bakbone lines � BBLs) èîáîçíà÷àòü èõ êàê D. Äèàãðàììû ïîðÿäêà N îïðåäåëÿþòñÿ îáùèì êîëè-÷åñòâîì ïðîïàãàòîðîâ ñî ñïèíîì âíèç. Èñïîëüçóåì òàêæå ñïåöèàëüíûåîáîçíà÷åíèÿ, ÷òîáû õàðàêòåðèçîâàòü òîïîëîãèþ äèàãðàìì. Äëÿ êàæäîéBBL îïðåäåëèì ÷èñëî ïåðåêðûòèé Nc, ðàâíîå îáùåìó êîëè÷åñòâó ëèíèé



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà801
G̃, ïåðåêðûâàþùèõ äàííóþ BBL. Æèðíóþ ëèíèþ ñ Nc = 0 áóäåì ïîëà-ãàòü íåïåðåêðûòîé. Íàêîíåö, �èçè÷åñêèå äèàãðàììû � ò.å. äèàãðàììû, âêîòîðûõ îòñóòñòâóþò êîíöû (worms), ðàçäåëèì íà ñåêòîðà ïîëÿðîíà (0)è ìîëåêóëû (1); ñåêòîð äèàãðàììû îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíèöåé ìåæäó ÷èñëîì÷àñòè÷íûõ è äûðî÷íûõ ïðîïàãàòîðîâ ñî ñïèíîì ââåðõ, ïåðåêðûâàþùèõëþáóþ èç ëèíèé G(0)

↓ (òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, àíàëèçè-ðóÿ ïðîïàãàòîðû, ïåðåêðûâàþùèå ëèíèè Γ ïîñëå äîáàâëåíèÿ åäèíèöû â÷èñëî ÷àñòèö ñî ñïèíîì ââåðõ, ó÷àñòâóþùèõ â ëåñòíè÷íûõ äèàãðàììàõ).12.6.2.3.4 ÎáíîâëåíèÿÖèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà äèàãðàìì â êîìáèíàöèè ñ âîçìîæíîñòüþ ðàñ-ñìîòðåíèÿ íå�èçè÷åñêèõ äèàãðàìì ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü î÷åíü ïðîñòîéýðãîäè÷åñêèé íàáîð îáíîâëåíèé. Ìèíèìàëüíûé íàáîð ñîñòîèò èç äâóõäîïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà ïàð: âñòàâêà (insert) / óäàëåíèå (delete) è ðàç-ìûêàíèå (open) / çàìûêàíèå (lose), è îäíîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî îá-íîâëåíèÿ ïåðåêëþ÷åíèå (reonnet). �àññìîòðèì ñàìóþ ïðîñòóþ ðåàëè-çàöèþ îáíîâëåíèé, ïðè ýòîì ñòàíäàðòíûå ñïîñîáû óïðîùåíèÿ è îïòè-ìèçàöèè ñõåìû íå áóäåì îãîâàðèâàòü îñîáî (â ÷àñòíîñòè, áóäåì èñïîëü-çîâàòü ñõåìó îáíîâëåíèÿ, êîòîðàÿ �îðìàëüíî ìîæåò ïðåäëîæèòü èçìå-íåíèå, ïðèâîäÿùåå ê çàïðåùåííîé êîí�èãóðàöèè; òàêèå ïðåäëîæåíèÿ âäàííîé ñõåìå îòêëîíÿþòñÿ, êàê áóäòî îíè ïðèâîäÿò ê íóëåâîìó âåñó êîí-�èãóðàöèè).Âñòàâêà.Ýòî îáíîâëåíèå ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê �èçè÷åñêèì (áåç worms) äèà-ãðàììàì; îíî îòêëîíÿåòñÿ, åñëè ñõåìà îáðàùàåòñÿ ê äèàãðàììå ñ worm.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñåêòîð ïîëÿðîíà. Âûáåðåì ñëó÷àéíî îäèí èç ïðîïà-ãàòîðîâ G(0)
↓ ; åñëè îí ïåðåêðûò, îáíîâëåíèå àâòîìàòè÷åñêè îòêëîíÿåòñÿ.Åñëè âûáðàííûé ïðîïàãàòîð íå ïåðåêðûò, ââåäåì ïàðó íîâûõ ïðîïàãàòî-ðîâ, Γ(τ1,
−→p ) è G(0)

↓ (τ2,
−→p ) ñïðàâà ïî øêàëå âðåìåíè ïîñëå âûáðàííîãî.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íîâûé ïðîïàãàòîð Γ(τ1,

−→p ) ñîäåðæèò J è M íàêîíöàõ. ×åðâè (worms) ðàäèêàëüíî óïðîùàþò óïîðÿäî÷åíèå äèàãðàìì,



802 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎóñêîðÿÿ îáíîâëåíèå, òàê êàê áëàãîäàðÿ çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñ íî-âîé BBL ðàâåí ïîëíîìó èìïóëüñó äèàãðàììû −→p . Âðåìåíà τ1 è τ2 ïîëó-÷àþòñÿ èç íîðìèðîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè WΓ(τ1) è W↓(τ2).Îòìåòèì, ÷òî WΓ(τ1) è W↓(τ2) ìîãóò çàâèñåòü îò −→p êàê îò ïàðàìåòðà.Âåñîâîå îòíîøåíèå äëÿ ýòîãî îáíîâëåíèÿ
Pins = NCN+1

Γ (τ1,
−→p )G

(0)
↓ (τ2,

−→p )

WΓ(τ1)W↓(τ2)
, (12.283)ãäå CN � èñêóññòâåííûé �àêòîð âçâåøèâàíèÿ, ïðèïèñàííûé âñåì äèà-ãðàììàì ïîðÿäêà N ñ ÷åðâåì (åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â öåëÿõ îïòèìè-çàöèè è ñäåëàòü òàêæå çàâèñÿùèì îò −→p ). Ôóíêöèè W ìîæíî âûáðàòüåñòåñòâåííûì îáðàçîì, ñäåëàâ èõ ïðîïîðöèîíàëüíûìè BBL, ò.å.

WΓ (τ) =
Γ(τ,−→p )∫

Γ(τ ′,−→p )dτ ′
; (12.284)

W↓ (τ) =
G

(0)
↓ (τ,−→p )

∫
G

(0)
↓ (τ ′,−→p )dτ ′

.Òîãäà, ÷òîáû èìåòü âåñîâîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà åäèíèöû è íå çàâèñÿ-ùåå îò −→p , âûáåðåì
CN =

1

NΛ
; (12.285)

Λ =

∫
Γ(τ1,

−→p )dτ1

∫
G

(0)
↓ (τ2,

−→p )dτ2.Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü ýòîò âûáîð �óíêöèé W è CN ¾îïòèìàëüíûì¿,íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòà âîçìîæíîñòü � íå îáÿçàòåëüíî ëó÷øàÿ äëÿ äàí-íîé ñõåìû. Äëÿ îïòèìàëüíîãî âûáîðà
Pins =

N

N + 1
. (12.286)Â ìîëåêóëÿðíîì ñåêòîðå, ïî ñóùåñòâó, íóæíî ïîâòîðèòü âñå øàãèñ íåçíà÷èòåëüíûìè ìîäè�èêàöèÿìè. Òåïåðü âûáèðàåìûì ïðîïàãàòîðîì



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà803ÿâëÿåòñÿ Γ (è çäåñü îáíîâëåíèå îòêëîíÿåòñÿ, åñëè âûáðàííûé ïðîïàãà-òîð ïåðåêðûò). Òîãäà ïàðà íîâûõ ïðîïàãàòîðîâ G
(0)
↓ (τ1,

−→p ) è Γ(τ2,
−→p )âñòàâëÿåòñÿ ïåðåä âûáðàííûì íåïåðåêðûòûì ïðîïàãàòîðîì. Íîâûé ïðî-ïàãàòîð Γ(τ2,

−→p ) íàñëåäóåò âûõîäÿùóþ ëèíèþ ñî ñïèíîì ââåðõ, êîòîðàÿðàíåå áûëà ñâÿçàíà ñ âûáðàííûì Γ; ïîñëåäíèé ïîëó÷àåò âìåñòî ýòîãîêîíåö ÷åðâÿ M, â òî âðåìÿ êàê êîíåö J ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê íîâîìó Γ.Âåñîâîå îòíîøåíèå èäåíòè÷íî (12.283) (äëÿ îïòèìàëüíîãî âûáîðà ýòî
N/(N + 1)). Ñåêòîðû ïîëÿðîíà è ìîëåêóëû âçàèìíî èñêëþ÷àþò äðóãäðóãà èç-çà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÷àñòèö; òàêèì îáðàçîì, òîëüêî îäèí òèïîáíîâëåíèÿ âñòàâêà ïðèìåíèì ê äàííîé äèàãðàììå.Óíè÷òîæåíèå.Ýòî îáíîâëåíèå ïðåîáðàçîâûâàåò äèàãðàììû ñ ÷åðâåì â �èçè÷åñêèå,óìåíüøàÿ ïîðÿäîê äèàãðàììû. Îíî ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê äèàãðàììàìïîðÿäêà N > 1 ñ ÷åðâÿìè, ðàçäåëåííûìè îäíîé íåïåðåêðûòîé BBL, èíà-÷å îáíîâëåíèå îòêëîíÿåòñÿ. Åñëè ÷åðâè îòäåëåíû íåïåðåêðûòîé BBL, òîåå ñîñåäè ñëåâà è ñïðàâà òàêæå íåïåðåêðûòû, è îáíîâëåíèå, ïðîòèâîïî-ëîæíîå âñòàâêå, òàêæå âîçìîæíî. Â ïðîöåäóðå óíè÷òîæåíèÿ èç äèàãðàì-ìû óäàëÿþòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíûõ BBL è worms. Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿ-òèÿ ýòîãî îáíîâëåíèÿ îáðàòíà (12.283):

Pdel =
1

(N − 1)CN

WΓ(τ1)W↓(τ2)

Γ (τ1,
−→p )G

(0)
↓ (τ2,

−→p )
. (12.287)Èç (12.284) è (12.285) ïîëó÷àåì

Pdel =
1

(N − 1)
(äëÿ îïòèìàëüíîãî âûáîðà) . (12.288)Çàìûêàíèå.Îáíîâëåíèå ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê äèàãðàììàì ñ ÷åðâÿìè è ñîñòîèòâ òîì, ÷òîáû ñîåäèíèòü J è M ñ ëèíèåé G̃ (τ,−→q ) è óáðàòü ÷åðâåé èçäèàãðàììû. Âåëè÷èíà èìïóëüñà −→q íàõîäèòñÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-íîñòè W↑(

−→q ), à âðåìåííîé èíòåðâàë τ ìåæäó J è M ïåðåêðûâàåòñÿíîâûì ïðîïàãàòîðîì. Èìååòñÿ äâà ñïîñîáà ñîåäèíåíèÿ J è M: âïåðåä è



804 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎíàçàä. Íåîïðåäåëåííîñòü àâòîìàòè÷åñêè ñíèìàåòñÿ àáñîëþòíûì çíà÷å-íèåì èìïóëüñà −→q : åñëè q ≥ pF (q < pF ), òî ïðîïàãàòîð, ïî îïðåäåëåíèþ,ïåðåìåùàåòñÿ âïåðåä (íàçàä). Ïðè ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû ñíà÷àëà âûáè-ðàåòñÿ íàïðàâëåíèå (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè), à çàòåì êîíñòðóèðóåòñÿïåðåìåííàÿ èìïóëüñà −→q ,ñîîòâåòñòâåííî, ëèáî q ≥ pF , ëèáî q < pF . Âåñî-âîå îòíîøåíèå äëÿ ýòîãî îáíîâëåíèÿ
Pcl =

2

(2π)3NCN

G̃ (τ,−→q )

W↑(
−→q )

∏

ν

Dν(τν ,
−→p ′ν)

Dν(τν ,
−→p ν)

, (12.289)ãäå èíäåêñ ν íóìåðóåò âñå BBL, êîòîðûå áóäåò ïåðåêðûòû íîâûì ïðî-ïàãàòîðîì (î÷åâèäíî, ÷òî τ =
∑
ν

τν). Øòðèõè îòìå÷àþò íîâûå çíà÷åíèÿñîîòâåòñòâóþùèõ èìïóëüñîâ:
p′ν = pν −−→q . (12.290)Êàê îáû÷íî, �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ W↑(

−→q ) ìîæåò çàâèñåòü îò τè íàïðàâëåíèÿ ïðîïàãàòîðà. Åñòåñòâåííûì âûáîðîì äëÿ ýòîé �óíêöèèáóäåò
W↑ (

−→q ) =
G̃ (τ,−→q )

Ω(τ)
, (12.291)

Ω (τ) =





∫
q≥pF

G̃↑ (τ,
−→q ) d−→q (âïåðåä) ;

∫
q<pF

G̃↑ (τ,
−→q ) d−→q (íàçàä) , (12.292)ïðèâîäÿùèé ê îïòèìàëüíîìó âåñîâîìó îòíîøåíèþ

Pcl =
2ΛΩ(τ)

(2π)3

∏

ν

Dν(τν ,
−→p ′ν)

Dν(τν ,
−→p ν)

. (12.293)Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèàãðàììû, îñíîâàííûå íà ÷èñòûõïðîïàãàòîðàõ. ×òîáû èçáåæàòü äâîéíîãî ïîäñ÷åòà, íóæíî èñêëþ÷èòü âñåñëó÷àè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ëåñòíè÷íûì äèàãðàììàì, óæåñóììèðîâàííûì â ïðîïàãàòîðàõ Γ. Åñëè J è M íàõîäÿòñÿ íà ñîñåäíåéBBL, ïîïûòêà ñîåäèíèòü èõ ñ ïðîïàãàòîðîì ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ââåðõ



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà805îòêëîíÿåòñÿ. Ýòî ïðàâèëî ñëåäóåò êàæäûé ðàç ïðîâåðÿòü, ÷òîáû îãðà-íè÷èòü âñå �èçè÷åñêèå äèàãðàììû äèàãðàììàìè èç ïîëÿðîííîãî èëèìîëåêóëÿðíîãî ñåêòîðîâ; òàêèì îáðàçîì, ñåêòîðû, îòëè÷íûå îò 0 è 1, íåðåàëèçóþòñÿ.�àçìûêàíèå.Ýòî îáíîâëåíèå ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî ê �èçè÷åñêèì äèàãðàììàì èïðåäëàãàåò ñîçäàòü ÷åðâÿ, ñëó÷àéíî âûáèðàÿ è óäàëÿÿ îäèí èç ïðîïà-ãàòîðîâ ñî ñïèíîì ââåðõ. Âåñîâîå îòíîøåíèå äàåòñÿ èíâåðñèåé (12.289) è(12.293):
Pop =

(2π)3NCN
2

W↑ (
−→q )

G̃↑ (τ,
−→q )

∏

ν

Dν(τν ,
−→p ′ν)

Dν(τν ,
−→p ν)

, (12.294)ãäå èíäåêñ ν íóìåðóåò âñå BBL, ïåðåêðûòûå ïðîïàãàòîðîì; τ =
∑
ν

τν ; −→q� èìïóëüñ âûáðàííîãî ïðîïàãàòîðà ñî ñïèíîì ââåðõ. Øòðèõè óêàçûâàþòíîâûå çíà÷åíèÿ èìïóëüñîâ BBL:
p′ν = pν + −→q . (12.295)Â îïòèìàëüíîì âàðèàíòå èìååì

Pop =
(2π)3

2ΛΩ(τ)

∏

ν

Dν(τν ,
−→p ′ν)

Dν(τν ,
−→p ν)

. (12.296)Ïåðåêëþ÷åíèå.Öåëü ýòîãî îáíîâëåíèÿ � èçìåíèòü òîïîëîãèþ äèàãðàìì ñ ÷åðâåì.Ñîñòîèò îíî â òîì, ÷òîáû ñëó÷àéíî âûáðàòü îäèí èç ïðîïàãàòîðîâ G̃è îáìåíÿòü åãî èñõîäÿùèé êîíåö ñ M; èìïóëüñ ïðîïàãàòîðà îñòàåòñÿòåì æå ñàìûì, è òîëüêî åãî âðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ ìåíÿåòñÿ ñ τ0 äî τ ′0.Âåñîâîå îòíîøåíèå äàåòñÿ âûðàæåíèåì
Prec =

G̃ (τ ′0,
−→q )

G̃ (τ0,
−→q )

∏

ν

Dν(τν ,
−→p ′ν)

Dν(τν ,
−→p ν)

. (12.297)Èíäåêñ ν íóìåðóåò âñå BBL, êîòîðûå èçìåíÿþò ñâîè èìïóëüñû (è ÷èñëàïåðåêðûòèé Nc) â ðåçóëüòàòå îáíîâëåíèÿ. Òîïîëîãè÷åñêè èìåþòñÿ äâå



806 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎðàçëè÷íûõ ñèòóàöèè (äâà äîïîëíÿþùèõ (êîìïëåìåíòàðíûõ) äðóã äðóãàîáíîâëåíèÿ): (i) M ïåðåêðûò ðàññìàòðèâàåìûì ïðîïàãàòîðîì è (ii) Míå ïåðåêðûò ïðîïàãàòîðîì. Ñîîòâåòñòâåííî, íîâûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõäèàãðàììû âû÷èñëÿþòñÿ êàê
(τ ′0, p

′
ν) =

{
(τ0 − τ,−→p ν + −→q ) (1) ;

(τ0 + τ,−→p ν −−→q ) (2) ,
(12.298)ãäå τ =

∑
ν

τν .Ïðèâåäåííûé íàáîð îáíîâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì. Êîíå÷íî, ìîæ-íî äîáàâëÿòü äîïîëíèòåëüíûå îáíîâëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò óëó÷øèòü ðà-áîòó àëãîðèòìà ñ ïîìîùüþ áîëåå ý��åêòèâíîãî îñóùåñòâëåíèÿ âûáîðêèïåðåìåííûõ è òîïîëîãèè äèàãðàììû. Ñâåðõïîëíûå íàáîðû îáíîâëåíèéòàêæå ïîëåçíû äëÿ çíà÷èìûõ òåñòîâ äåòàëüíîãî áàëàíñà. Âàðèàíòîâ ðàç-ëè÷íûõ îáíîâëåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî; ïðèâåäåì åùå äâà îáíîâëåíèÿ, êî-òîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû.Âðåìåííîé ñäâèã.Ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå âðåìåííûå ïåðåìåííûå τν → τ ′ν äëÿ âñåõ íåïå-ðåêðûòûõ BBL (îòìå÷åííûå çäåñü èíäåêñîì ν). Âåñîâàÿ âåðîÿòíîñòü îá-íîâëåíèÿ ðàâíà
Psh =

∏

ν

Wν (τν ,
−→p )Dν(τ

′
ν ,
−→p )

Wν (τ ′ν ,
−→p )Dν(τν ,

−→p )
. (12.299)Âñå íåïåðåêðûòûå ïðîïàãàòîðû èìåþò îäèí è òîò æå èìïóëüñ −→p . Åñ-ëè ðåàëèçóåòñÿ îïòèìàëüíûé âûáîð Wν (τν ,

−→p ) ∝ Dν (τν ,
−→p ), òî âåñîâîåîòíîøåíèå ðàâíî åäèíèöå.Èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ.Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ ñëó÷àéíî âûáðàòü îäèí èç ïðîïàãàòîðîâ

G̃ è èçìåíåíèòü åãî íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Îäíîâðåìåííî èç-ìåíÿåòñÿ èìïóëüñ âûáðàííîãî ïðîïàãàòîðà (÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþèìïóëüñîâ âñåõ BBL, êîòîðûå îí ïåðåêðûâàåò èëè ïåðåêðîåò â ðåçóëüòàòåîáíîâëåíèÿ). Îáîçíà÷èì âûáðàííûé ïðîïàãàòîð G̃(τ,−→q ), íîâûé ïðîïà-ãàòîð G̃(τ ′,−→q ′); ïðè ýòîì τ =
∑
ν

τν è τ ′ =
∑
λ

τλ; èíäåêñ ν íóìåðóåò âñå



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà807BBL, ïåðåêðûòûå ïðîïàãàòîðîì G̃↑(τ,
−→q ); èíäåêñ λ íóìåðóåò âñå BBL,êîòîðûå áóäóò ïåðåêðûòû ïðîïàãàòîðîì G̃↑(τ

′,−→q ′). Ïîëîæèì, ÷òî −→q ′âû÷èñëÿåòñÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ W↑, ââåäåííîãî âûøå. Â ýòîì ñëó÷àå âå-ñîâîå îòíîøåíèå èìååò âèä
Prdr =

W↑(τ,
−→q )G̃(τ ′,−→q ′)

W↑(τ ′,
−→q ′)G̃(τ,−→q )

[
∏

ν

Dν(τν ,
−→p ′ν)

Dν(τν ,
−→p ν)

][
∏

λ

Dλ(τλ,
−→p ′λ)

Dλ(τλ,
−→p λ)

]
, (12.300)

pν = p′ν + −→q ; (12.301)
pλ = p′λ −−→q ′.Äëÿ îïòèìàëüíîãî âûáîðà W↑ (ñì. (12.291))

W↑(τ,
−→q )G̃(τ ′,−→q ′)

W↑(τ ′,
−→q ′)G̃(τ,−→q )

→ Ω(τ ′)

Ω(τ)
. (12.302)Çíàê äèàãðàììû.Çíàê äèàãðàììû ñ ÷åðâÿìè â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëåí, òàê êàê òàêàÿäèàãðàììà íå ÿâëÿåòñÿ �èçè÷åñêîé. Íî íåîïðåäåëåííîñòü â çíàêå ìîæíîñíÿòü, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî M âñåãäà ñîåäèíÿåòñÿ ñ J â îáðàòíîì íàïðàâ-ëåíèè âñïîìîãàòåëüíûì åäèíè÷íûì ïðîïàãàòîðîì. Òîãäà, ÷òîáû óäîâëå-òâîðèòü ïðàâèëàì ñõåìû, áóäåì èçìåíÿòü çíàê êîí�èãóðàöèè êàæäûéðàç, êîãäà ëþáîå èç ñëåäóþùèõ îáíîâëåíèé ïðèíÿòî: (i) ïåðåêëþ÷åíèå;(ii) ðàçìûêàíèå / çàìûêàíèå äëÿ ïðîïàãàòîðîâ ñî ñïèíîì ââåðõ â ïðÿ-ìîì íàïðàâëåíèè; (iii) âñòàâêà / óíè÷òîæåíèå â ñåêòîðå ìîëåêóëû; (iv)èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ. Äëÿ îáíîâëåíèé ðàçìûêàíèå / çàìûêàíèå äëÿïðîïàãàòîðîâ ñî ñïèíîì ââåðõ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè çíàê îñòàåòñÿòåì æå ñàìûì, ïîòîìó ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çíàê, ïîëó÷àþùèéñÿ èç èçìå-íåíèÿ ÷èñëà çàìêíóòûõ ïåòåëü ñî ñïèíîì ââåðõ, êîìïåíñèðóåòñÿ çíàêîìâ (12.281); òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ îáíîâëåíèé âñòàâêà / óäàëåíèå â ñåê-òîðå ïîëÿðîíà (èç-çà âûáîðà çíàêà âñïîìîãàòåëüíîãî ïðîïàãàòîðà). Ïî



808 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎòî÷íî òàêîé æå ïðè÷èíå çíàê êîìïåíñèðóåòñÿ âî âðåìÿ îáíîâëåíèÿ èçìå-íåíèå íàïðàâëåíèÿ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòî îáíîâëåíèå ñîõðàíÿåò ÷èñëîïåòåëü.12.6.2.3.5 ÝñòèìàòîðûÒîëüêî �èçè÷åñêèå äèàãðàììû ñ îäíèì íåïåðåêðûòûì ïðîïàãàòîðîì
G

(0)
↓ äàþò âêëàä â ýíåðãèþ ïîëÿðîíà. Îáîçíà÷èì èõ äèàãðàììàìè ΣΓ.Ïðèìåð òàêîé äèàãðàììû ïîêàçàí íà �èñ. 12.104. (Â çàâèñèìîñòè îòîãðàíè÷åíèé, ââåäåííûõ äëÿ êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà (ëåãêîîñóùåñòâèìûõ â ïðîèçâîëüíîé ñõåìå), �èçè÷åñêèå äèàãðàììû ñ áîëåå÷åì îäíèì íåïåðåêðûòûì ïðîïàãàòîðîì G

(0)
↓ ëèáî �èëüòðóþòñÿ ïî âðå-ìåíè, êîãäà äåëàåòñÿ âêëàä â ãèñòîãðàììó ýíåðãèè, ëèáî íå ðåàëèçóþòñÿâîîáùå.) Ýòè äèàãðàììû �àêòîðèçóþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå G(0)

↓ è íåêîòî-ðîãî äèàãðàììíîãî âêëàäà â ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêóþ ÷àñòü Σ. Âûãîäàöèêëè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåïåðåêðûòûé ïðîïàãà-òîð ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â ëþáîì ìåñòå íà æèðíîé ëèíèè. Èç-çà íà-ëè÷èÿ òàêîé �àêòîðèçàöèè ëåãêî íàïèñàòü ÌÊ-ýñòèìàòîð äëÿ èíòåãðàëà(÷òîáû óïðîñòèòü âûêëàäêè, îïóñòèì íåñóùåñòâåííûé äëÿ îáñóæäåíèÿèìïóëüñ −→p ),
I =

∞∫

0

f (τ) Σ (τ) dτ, (12.303)ãäå f (τ) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ (ñì., íàïðèìåð, (12.270) è (12.271)). Äåé-ñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ýñòèìàòîð
EI = δGΣf (τ) , (12.304)êîòîðûé ñóììèðóåò âñå äèàãðàììû ΣΓ ñ äîïîëíèòåëüíûì âåñîì f (τ).Çäåñü δGΣ ðàâíî åäèíèöå äëÿ êàæäîé äèàãðàììû ΣΓ è íóëþ â ïðîòèâíîìñëó÷àå; è τ � ïîëíàÿ äëèíà íà âðåìåííîé øêàëå Σ-÷àñòè äèàãðàììû ΣΓ.Ñðåäíåå ýòîãî ýñòèìàòîðà åñòü



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà809

�èñ. 12.104: Äèàãðàììà GΣ, äàþùàÿ âêëàä â ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ ïî-ëÿðîíà. Äèàãðàììà �àêòîðèçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå G(0)
↓ è Σ(τ = τb + τc +

τd + τe + τf )

〈EI〉MC ∝
∞∫

0

G
(0)
↓ (τ ′)dτ ′

∞∫

0

f(τ)Σ (τ) dτ. (12.305)Àíàëîãè÷íî, â ðàìêàõ òîé æå ñõåìû, ñîáåðåì ñòàòèñòèêó âñåõ ¾íîð-ìèðîâàííûõ¿ äèàãðàìì (ñì. �èñ. 12.103), èñïîëüçóÿ ýñòèìàòîð δnorm äëÿäèàãðàìì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ÷åðâåì:
〈δnorm〉MC ∝ C1

∞∫

0

G
(0)
↓ (τ ′)dτ ′

∞∫

0

Γ(τ)dτ. (12.306)Êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â (12.305) è (12.306) ñîêðàùàåòñÿâ îòíîøåíèè ýòèõ äâóõ ñðåäíèõ, â èòîãå ïîëó÷àåì
I = C1

〈EI〉MC

〈δnorm〉MC

∞∫

0

Γ(τ)dτ. (12.307)Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïòèìàëüíîãî âûáîðà CN èìååì
I =

〈EI〉MC

〈δnorm〉MC



∞∫

0

G
(0)
↓ (τ)dτ



−1

. (12.308)Èíòåãðàëû ïî ìíèìîìó âðåìåíè îò ïðîèçâåäåíèÿ Σ (τ) è ýêñïîíåíò(ñì. (12.270) è (12.271)) � âñå ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè



810 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ

�èñ. 12.105: Äèàãðàììà ΓK̃, äàþùàÿ âêëàä â ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ ìîëå-êóëû. Äèàãðàììà �àêòîðèçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå Γ(τb) è K̃(τ = τc + τd +

τe). Âåðòèêàëüíûå øòðèõîâûå ëèíèè ðàçðåçàþò (äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíî-ñòè) îäíó è òó æå ëèíèþ Γ(τb)ïîëÿðîíà è Z-�àêòîðà. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ñõåìû, îïèñûâàåìîé äàëåå, ê ìå-òîäèêå BBL, íåîáõîäèìî ââåñòè çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêîé÷àñòè îò âðåìåíè è èìïóëüñà. Ýòî äîñòèãàåòñÿ âûäåëåíèåì êîíêðåòíûõâêëàäîâ äèàãðàìì GΣ. Íàïðèìåð,
EΣ,i = δGΣδτ∈bini

(12.309)áóäåò ýñòèìàòîðîì, ñóììèðóþùèì âêëàäû ñ τ â ïðåäåëàõ ÿ÷åéêè i ìíè-ìîãî âðåìåíè øèðèíîé ∆τi ñ öåíòðîì â òî÷êå τi. Èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþñâÿçü ìåæäó I è Σ(τ) ìîæíî çàïèñàòü (äëÿ îïòèìàëüíîãî âûáîðà):
Σ (τi)=

〈EΣ,i〉MC

〈δnorm〉MC


△τi

∞∫

0

G
(0)
↓ (τ)dτ



−1

. (12.310)Â ïîëíîé àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ïîëÿðîíà ðàññìîòðèì äèàãðàììû ΓK̃,êîòîðûå ñîäåðæàò îäèí, è òîëüêî îäèí, íåïåðåêðûòûé ïðîïàãàòîð Γ (ñì.�èñ. 12.105), è èñïîëüçóåì èõ, ÷òîáû ñîáðàòü ñòàòèñòèêó äëÿ ñîáñòâåí-íî ýíåðãåòè÷åñêîé ÷àñòè ìîëåêóëû. Âïëîòü äî ïðÿìîãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
G

(0)
↓ ↔ Γ; Σ ↔ K̃ âñå ñîîòíîøåíèÿ ýòîãî ðàçäåëà îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû-ìè.



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà81112.6.2.4. �àñ÷åò T-ìàòðèöû Γ(τ,−→p ) ïðè ïîìîùè îáîáùåííîãîäèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-ÊàðëîÍåñìîòðÿ íà îòíîñèòåëüíî ïðîñòóþ �îðìó óðàâíåíèé (12.278) è (12.279)òàáóëèðîâàíèå äâóìåðíîé �óíêöèè Γ(τ, p) ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ, èñïîëü-çóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ Γ(ω, p), îêàçûâàåòñÿ òðóäî-åìêîé çàäà÷åé. Èñïîëüçóåì àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåõ-íèêå îáîáùåííîãî äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå Êàðëî, ðàçâèòîé â [310℄.Îñíîâíîé ìîìåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî T -ìàòðèöà Γ(τ, p) ìîæåò áûòü äèà-ãðàììíî ñâÿçàíà ñî ñâîåé âàêóóìíîé êîïèåé Γ0(τ, p) (ñì. �èñ. 12.106), àïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà àíàëèòè÷åñêè:
Γ0 (τ,−→p ) =

4π

m
3
2

e

„

ǫF +µ− p2

4m

«

τ
g∓ (τ) , (12.311)ãäå

g∓ (τ) = − 1√
πτ

±
√
EeEτerrf

(
±
√
Eτ
) (12.312)äëÿ îòðèöàòåëüíîé è (èëè) ïîëîæèòåëüíîé äëèíû ðàññåÿíèÿ; E = 1/ma2;

errf(x) � èíòåãðàë îøèáîê. (Ýíåðãèÿ Ôåðìè è õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë â(12.311) ïîÿâëÿþòñÿ èç-çà ãëîáàëüíîãî èçìåíåíèÿ ýíåðãèè, íåîáõîäèìîãîäëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñ óðàâíåíèåì Äàéñîíà, ïîêàçàííûì íà �èñ. 12.106.)Ñ ÿâíûì âûðàæåíèåì äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âàêóóìíûõ ïðîïàãàòî-ðîâ îòíîøåíèå, ïîêàçàííîå íà �èñ. 12.106, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (àðãó-ìåíò èìïóëüñà Γ(τ, p) íå óêàçàí äëÿ óäîáñòâà)
−Γ (τ,−→p ) = −Γ0 (τ) +

τ∫

0

ds

τ∫

s

ds′Γ0 (s) Γ (τ − s′)×

×
∫

q<kF

d−→q
(2π)3

(−e−
h

(−→p −−→q )
2
+−→q 2

i

(s′−s)/2m
). (12.313)Óðàâíåíèå (12.313) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ ïðèìåðîâ çàäà÷,ðåøàåìûõ ïðè ïîìîùè îáîáùåííîãî äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.Â ðàáîòå [310℄ ïîäðîáíî îïèñàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé;
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�èñ. 12.106: Äèàãðàììíîå óðàâíåíèå äëÿ T -ìàòðèöû Γ(τ,−→p ). Äóãà ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé âàêóóìíûé ïðîïàãàòîð ñî ñïèíîì ââåðõ ñ îãðàíè÷åíèåì
q < kF íà èìïóëüñ. Óðàâíåíèå îïèñûâàåò êîððåêòèðîâêó âàêóóìíîãî ðå-çóëüòàòà Γ0 ïóòåì âû÷èòàíèÿ âêëàäîâ îò �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì ââåðõ èèìïóëüñàìè q < kFçäåñü æå îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà íåêîòîðûõ äåòàëÿõ. �àçóìíî ñòàðòî-âàòü ñ õîðîøåé èñõîäíîé �óíêöèè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòûâûñîêîé òî÷íîñòè çà íåáîëüøîå âðåìÿ ñèìóëÿöèè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîéöåëè èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó. Íà÷íåì ìîäåëèðîâàíèå, îãðà-íè÷èâàÿ ìíèìîå âðåìÿ, ÷òîáû îíî áûëî ìåíüøå ÷åì τax, ïðè ýòîì âûáå-ðåì τmax îòíîñèòåëüíî ìàëûì. Êîãäà ðåçóëüòàò ñòàíåò äîñòàòî÷íî òî÷åí,ýêñòðàïîëèðóåì åãî ê áîëåå äëèòåëüíûì âðåìåíàì, óâåëè÷èì τmax è çà-ïóñòèì ìîäåëèðîâàíèå ñ ýêñòðàïîëèðîâàííîé �óíêöèåé Γext â êà÷åñòâåíà÷àëüíîé, ò.å. çàìåíèì Γ â (12.313) íà Γ = Γext+δΓ è ðåøèì óðàâíåíèåîòíîñèòåëüíî äëÿ δΓ. Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ýòà ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿíåñêîëüêî ðàç.12.6.2.5 �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ è íåêîòîðûå îñîáåííîñòèñõîäèìîñòèÏî÷òè âñå ðåçóëüòàòû â ýòîì ðàçäåëå áûëè ïîëó÷åíû ìîäåëèðîâàíèåìäèàãðàìì, ñêîíñòðóèðîâàííûõ èç ÷èñòûõ îäíî- è äâóõ÷àñòè÷íûõ ïðîïà-ãàòîðîâ G(0)

↓ è Γ. Çàìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû, âåðîÿòíî, áóäóòðàñõîäÿùèìèñÿ. Ýòî, îäíàêî, íå îçíà÷àåò, ÷òî âñÿ èäåÿ âû÷èñëèòü âêëà-



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà813äû îò äèàãðàìì âñå áîëåå è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà è ýêñòðàïîëèðîâàòüðåçóëüòàòû ê áåñêîíå÷íîìó ïîðÿäêó áåñïîëåçíà è ïëîõî îïðåäåëåíà. Íà-ïðîòèâ, äàâíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû ïåðåñóììèðî-âàíèÿ (ïåðåíîðìèðîâêè) ïîçâîëÿþò íàäåæíî îïðåäåëÿòü �óíêöèþ, ñî-îòâåòñòâóþùóþ ðàñõîäÿùåìóñÿ ðÿäó. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû âñåõ ìåòî-äîâ ïåðåñóììèðîâàíèÿ, åñëè îíè ïðèìåíèìû, äîëæíû ñîãëàñîâûâàòüñÿäðóã ñ äðóãîì íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå. Âîçìîæíîñòü ïåðåñóììèðîâà-íèÿ çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåò ý��åêòèâíîñòü òåõíîëîãèè äèàãðàììíîãîìåòîäà ÌÊ, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ çäåñü.Äëÿ ðåçîíàíñíîãî ïîëÿðîíà Ôåðìè òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ñóììèðî-âàíèÿ Cesàro-Riesz ðåøàåò ïðîáëåìó ñõîäèìîñòè. Âîîáùå, äëÿ ëþáîé èí-òåðåñóåìîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû (â íàøåì ñëó÷àå � ýíåðãèè ïîëÿðîíàè ìîëåêóëû) ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ïàðöèàëüíûå ñóììû
Σ (N∗) =

N∗∑

N=1

DNF
(N∗)
N , (12.314)îïðåäåëÿåìûå êàê ñóììû âñåõ ÷ëåíîâ âïëîòü äî ïîðÿäêà N∗ ñ ÷ëåíîìN-ãî ïîðÿäêà, óìíîæåííûì íà �àêòîð F

(N∗)
N . Â ïðåäåëå áîëüøèõ N∗ è

N ≪ N∗ �àêòîðû óìíîæåíèÿ F ïðèáëèæàþòñÿ ê åäèíèöå, â òî âðåìÿêàê äëÿ N → N ∗ îíè ïîäàâëÿþò âêëàäû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òàêèìîáðàçîì, ÷òî Σ(N∗) èìååò õîðîøî îïðåäåëåííûé ïðåäåë ïðè N∗ → ∞.Åñòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ñïîñîáîâ ñêîíñòðóèðîâàòü �àêòîðû óìíîæåíèÿ,óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì. Ýòî íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê âàæíîéïðîâåðêå íà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü: êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû íå äîëæíû çàâè-ñåòü îò âûáîðà F . Â ìåòîäå ñóììèðîâàíèÿ Cesàro-Riesz èìååì
F

(N∗)
N =

[
N∗ −N + 1

N∗

]δ
. (12.315)Çäåñü δ > 0 � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð (δ = 1 ñîîòâåòñòâóåò ìåòîäóCesàro). Ñâîáîäà â âûáîðå çíà÷åíèÿ δ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ, ÷òîáû îï-òèìèçèðîâàòü ñõîäèìîñòü Σ(N∗).Äàëåå äëÿ ðÿäà, îãðàíè÷åííîãî ïîðÿäêîì N∗, îïðåäåëèì ýíåðãèþ ïî-
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�èñ. 12.107: Ýíåðãèÿ ìîëåêóëû (ïðè kFa = 1) êàê �óíêöèÿ ìàêñèìàëüíî-ãî ïîðÿäêà äèàãðàììû N∗ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ: Cesàro(îòêðûòûå êâàäðàòû); Riesz δ = 2 (ñïëîøíûå êðóãè, àïïðîêñèìèðîâàí-íûå ïàðàáîëîé y = −2.6164 + 0.28013x+ 0.01638x2); Riesz δ = 4 (îòêðû-òûå êðóãè, àïïðîêñèìèðîâàííûå ïàðàáîëîé y = −2.6190 + 0.61635x −
0.3515x2); óðàâíåíèå (12.316) (çâåçäî÷êè, àïïðîêñèìèðîâàííûå ãîðèçîí-òàëüíîé øòðèõîâîé ëèíèåé)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà815ëÿðîíà è ìîëåêóëû è ðàññìîòðèì åå çàâèñèìîñòü îò N∗ ïðè N∗ → ∞. Íà�èñ. 12.107 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû äëÿ ýíåðãèè ìîëåêóëû ïðè kFa = 1. Áåçïåðåñóììèðóþùèõ �àêòîðîâ äàííûå �ëóêòóèðóþò òàê ñèëüíî, ÷òî ëþ-áàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ ê äèàãðàììå áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà íåâîçìîæíà; ýòîìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèçíàê ðàñõîäèìîñòè èñõîäíûõ ðàçëîæåíèé.Êîëåáàíèÿ îñòàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè äëÿ δ = 1, íî ñèëüíî ïîäàâëÿþòñÿäëÿ áóëüøèõ çíà÷åíèé. �ëàäêîñòü êðèâîé äëÿ áîëüøîãî δ = 4 âîçðàñòà-åò çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ èçãèáà êðèâîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ðàçóìíóþýêñòðàïîëÿöèþ â ïðåäåëå 1/N∗ → 0, áîëåå óÿçâèìîì äëÿ ñèñòåìàòè÷å-ñêèõ îøèáîê. Ôàêòîð F
(N∗)
N , ïðèâîäÿùèé ê áîëåå áûñòðîé ñõîäèìîñòè,ñòðîèòñÿ ýìïèðè÷åñêè (ñì. �èñ. 12.107):

F
(N∗)
N = C(N∗)

N∗∑

m=N

exp

[
− (N∗ + 1)2

m (N∗ −m+ 1)

]
, (12.316)ãäå C(N∗) âûáðàíî òàê, ÷òî F (N∗)

1 = 1. Ñàìûé âàæíûé âûâîä, êîòîðûéìîæíî ñäåëàòü èç �èñ. 12.107, � òî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ðÿäû ðàçëîæå-íèÿ ïîäõîäÿò äëÿ ìåòîäîâ ïåðåñóììèðîâàíèÿ, è ðåçóëüòàò ýêñòðàïîëÿ-öèè íå çàâèñèò îò ìåòîäà ïåðåñóììèðîâàíèÿ. Íåáîëüøèå ðàñõîæäåíèÿ âîêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå èç-çà ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ïåðåñóììèðîâàíèÿ èýêñòðàïîëÿöèè áóäåì ñ÷èòàòü ñèñòåìàòè÷åñêèìè îøèáêàìè; ïðèìåð ïî-êàçàí íà �èñ. 12.108.Êðîìå ïðîâåðîê íà ñîãëàñîâàííîñòü ýêñòðàïîëÿöèîííûõ ïîäõîäîâ,âàæíî ñðàâíèòü ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïðåäñêàçàíè-ÿìè äëÿ ïðåäåëà ñèëüíîé ñâÿçè kFa → 0. Â ýòîì ïðåäåëå ýíåðãèÿ ìîëå-êóëû äàåòñÿ âûðàæåíèåì
Em = − 1

ma2
− εF +

2πã

(2/3)m
n↑ (kFa→ 0) , (12.317)ãäå ïåðâûé ÷ëåí � ýíåðãèÿ ñâÿçè ìîëåêóëû â âàêóóìå; âòîðîé ÷ëåí îïè-ñûâàåò êîíå÷íûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì ââåðõ;ïîñëåäíèé ÷ëåí ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñëîæíîé ìîëå-êóëîé ñ ãàçîì Ôåðìè. Äëèíà s-ðàññåÿíèÿ ìîëåêóëû è �åðìèîíà ã ≈ 1.18a
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�èñ. 12.108: Ýíåðãèÿ ïîëÿðîíà â òî÷êå a−1 = 0 êàê �óíêöèÿ ìàêñè-ìàëüíîãî ïîðÿäêà äèàãðàììû N∗. Çàâèñèìîñòü ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâà-íèåì (12.316). Äàííûå àïïðîêñèìèðîâàíû ëèíåéíîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé�óíêöèÿìè äëÿ îöåíêè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê, âîçíèêàþùèõ ïðè ïðî-öåäóðå ýêñòðàïîëÿöèè[311℄ ïîëó÷åíà èç íåâîçìóùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåõ òåë. Ñîïîñòàâ-ëåíèå ñ (12.317) äàåò ðàçóìíóþ ïðîâåðêó âñåé ÷èñëîâîé ïðîöåäóðû îñó-ùåñòâëåíèÿ âûáîðêè àñèìïòîòè÷åñêîãî äèàãðàììíîãî ðÿäà. Ïîëó÷åííûåâ ýòîì ðàçäåëå äàííûå íàõîäÿòñÿ â ïðåêðàñíîì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòîì
ã ≈ 1.18a â ïðåäåëàõ ñòàòèñòè÷åñêîé ïîãðåøíîñòè ïîðÿäêà 5 %, ñì. íèæ-íþþ ÷àñòü �èñ. 12.109.Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî Em èç (12.317) î÷åíü òî÷íî âîñïðîèçâîäèòñÿ âïëîòüäî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Ýòîò �àêò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿäðóãîé âàæíîé �èçè÷åñêîé çàäà÷è � àïïðîêñèìàöèè �óíêöèîíàëà ïëîò-íîñòè ýíåðãèè ñâåðõòåêó÷åé ïîëÿðèçîâàííîé �àçû â ðàçðåæåííîì ìîëå-êóëÿðíîì ãàçå ñ ñèëüíûì ðàçáàëàíñîì äëÿ kFa < 1, êîãäà îí ñîñòîèò èçðàçðåæåííîãî ìîëåêóëÿðíîãî ãàçà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ �åðìèîíàìèñî ñïèíîì ââåðõ [303℄:

E =
3

5
ǫFn↑ −

[
1

ma2
− 2πã

(2/3)m
n↑

]
n↓ +

πaMM

m
n2
↓, (12.318)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà817ãäå n↑, n↓ � ïëîòíîñòè íåñïàðåííûõ �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì ââåðõ è ìîëå-êóë; è aMM ≈ 0.6a � äëèíà ðàññåÿíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè [312℄. Â ýòîìïðèáëèæåíèè íàéäåíî, ÷òî ñèñòåìà ïðåòåðïåâàåò �àçîâîå ðàçäåëåíèå ïðè
kFa > 0.56 [303℄.�àçäåëåíèå �àç îáúÿñíÿåò îäíó èç èíòåíñèâíî èññëåäóåìûõ òî÷åêêðîññîâåðà ìåæäó ïîëÿðîííûì è ìîëåêóëÿðíûì ðåæèìàìè â çàõâà÷åí-íîì â ëîâóøêå ðàçáàëàíñèðîâàííîì ãàçå Ôåðìè. Íà �èñ. 12.109 ïðåä-ñòàâëåíû ïîëÿðîííàÿ è ìîëåêóëÿðíàÿ ýíåðãèè â îáëàñòè kFa ∼ 1, ãäåïðèðîäà êâàçè÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ìåíÿåòñÿ. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íàõî-äèòñÿ ïðè (kFa)c = 1.11(2). Â öåëîì îáå êðèâûå íàõîäÿòñÿ â ïðåâîñõîä-íîì ñîãëàñèè ñ äàííûìè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî [301, 303℄.Ïåðåñå÷åíèå êðèâûõ çàâèñèìîñòåé ïîëÿðîíà è ìîëåêóëû ìîæåò áûòüîïðåäåëåíî î÷åíü òî÷íî, ïîòîìó ÷òî îáà ðåøåíèÿ îïèñûâàþò õîðîøî îáó-ñëîâëåííûå êâàçè÷àñòèöû â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òî-ãî, ÷òî â ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû, ñâÿçûâàþùèå äâå âåòâè âîçáóæäåíèé, âî-âëå÷åíû ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå ÷àñòèöû, è èõ ðåçîíàíñíûé �àçîâûéîáúåì ðàâåí íóëþ ïðè (kFa)c. Äåéñòâèòåëüíî, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåð-ãèè, èìïóëüñà, è ÷èñëà ÷àñòèö (äëÿ êàæäîé ïðîåêöèè ñïèíà) ïðèâîäÿòê òîìó, ÷òî ïîëÿðîí ìîæåò ðàñïàñòüñÿ òîëüêî â ìîëåêóëó, äâå äûðêè,è îäíó ÷àñòèöó ñî ñïèíîì ââåðõ (ìîëåêóëà, ñîîòâåòñòâåííî, ðàñïàäàåòñÿâ ïîëÿðîí, äâå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ââåðõ è îäíó äûðêó). Äëÿ ýòîãî ïðî-öåññà îáúåì �àçû êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàë ïîñðàâíåíèþ ñ ðàçëè÷èåì ýíåðãèè |Ep − Em| îêîëî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ.Äàííûå äëÿ ý��åêòèâíîé ìàññû ïðåäñòàâëåíû íà �èñ. 12.110. Â òî÷-êå ïåðåñå÷åíèÿ (kFa)c êðèâàÿ ý��åêòèâíîé ìàññû èìååò ðàçðûâ, êàê èîæèäàëîñü äëÿ òî÷íîãî êðîññîâåðà ìåæäó äâóìÿ ðåøåíèÿìè.12.6.3. Çàêëþ÷åíèåÏðîáëåìó çíàêà â ìîäåëèðîâàíèè ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ìîæíî ïîíè-ìàòü â øèðîêîì ñìûñëå � ýòî, ïðåæäå âñåãî, ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ ìàëûõïîãðåøíîñòåé äëÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ÷òî ìîæåò ïîçâîëèòü íàäåæíóþ
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�èñ. 12.109: Ýíåðãèè ïîëÿðîíà (ñïëîøíûå êðóãè) è ìîëåêóëû (òðåóãîëü-íèêè) â åäèíèöàõ εF êàê �óíêöèè kFa. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà íèæíåéïàíåëè ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ (12.317)
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�èñ. 12.110: Ý��åêòèâíàÿ ìàññà ïîëÿðîíà (êðóãè) è ìîëåêóëû (òðå-óãîëüíèêè) êàê �óíêöèè kFa. Âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà-÷åíèþ (kFa)c = 1.11. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò âêëàäó ïåðâîéäèàãðàììûýêñòðàïîëÿöèþ ðåçóëüòàòîâ ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó. Áîëüøèí-ñòâî ñõåì ÌÊ îñíîâàíî íà ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì êîíå÷íîãî ðàçìåðà (ëè-íåéíîãî ðàçìåðà L) ñ îáúåìîì êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàñòó-ùèì ïî ýêñïîíåíòå è / èëè �àêòîðèàëüíî îò L3 è îáðàòíîé òåìïåðàòóðû
1/T (äëÿ êâàíòîâûõ ìîäåëåé). Òàê êàê ïîãðåøíîñòè ðàñòóò ñ îáúåìîìêîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, èõ ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíî êîíòðîëè-ðîâàòü, òàê ÷òî íåîáõîäèìóþ ýêñòðàïîëÿöèþ ê òåðìîäèíàìè÷åñêîìó ïðå-äåëó íå âñåãäà ìîæíî ðåàëèçîâàòü.Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ ÌÊ äëÿ ðÿäà äèàãðàìì ñ ïå-ðåìåííûì çíàêîì òàêæå ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî è / èëè �àêòîðèàëüíîñ ïîðÿäêîì äèàãðàììû, è èòîãîâûå ðåçóëüòàòû äîëæíû ýêñòðàïîëèðî-âàòüñÿ ê ïðåäåëó N∗ → ∞. Â ýòîì ñìûñëå àëãîðèòì íå ðåøàåò ïðîáëåìóçíàêà, íî ïðåäëàãàåò ëó÷øèé ïóòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ íåé. Îä-íî âàæíîå ðàçëè÷èå ìåæäó îáúåìîì êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâàäëÿ ñèñòåì êîíå÷íîãî ðàçìåðà è ñâÿçàííûìè �åéìàíîâñêèìè äèàãðàì-



820 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎìàìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïîñëåäíèõ ïðèâîäèò ê òåðìîäèíà-ìè÷åñêîìó ïðåäåëó íåïîñðåäñòâåííî. Êðîìå òîãî, òå æå ñàìûå äèàãðàì-ìû îïèñûâàþò ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé è ðàçíûõ òåìïåðàòóð.Ñïèñîê ïðåèìóùåñòâ íå çàêàí÷èâàåòñÿ íà ýòîì, ïîòîìó ÷òî ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü âñå èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû, ÷òîáû óìåíüøèòü ðàç-ìåð êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, è òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü ñóùå-ñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî äëÿ ïðèåìëåìîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû çíàêà. Ìî-äåëèðóÿ ñîáñòâåííî ýíåðãåòè÷åñêóþ ÷àñòü âìåñòî �óíêöèè �ðèíà, ðàç-ìåð êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî óìåíüøèòü äî íåïðèâîäè-ìûõ ãðà�îâ. Èñïîëüçóÿ ëåñòíè÷íûå äèàãðàììû, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòüñòàíäàðòíóþ òåîðèþ âîçìóùåíèÿ â çàòðàâî÷íîì ïîòåíöèàëå V â ðàçëî-æåíèå ïî ñòåïåíÿì Γ. Íàêîíåö, âñÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííîéïðè çàïèñè äèàãðàìì â òåðìèíàõ òî÷íûõ �óíêöèé G è Q. Òàê êàê ñàìî-ñîãëàñîâàííûé ðàñ÷åò äëÿ áåñêîíå÷íîé ñóììû äèàãðàìì �îðìèðóåò ãåî-ìåòðè÷åñêèé ðÿä, êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ BBL-äèàãðàììóìåíüøàåòñÿ åùå áîëüøå. È, îêîí÷àòåëüíî, íàëè÷èå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäàíå ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèåì, ïîòîìó ÷òî ìåòîäû ïåðåñóììèðîâàíèÿ õîðî-øî îïðåäåëåíû ìàòåìàòè÷åñêè, è èõ ðàáîòà ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìàìè,îñíîâàííûìè íà ñâîéñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé.
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12.7 Ìåòîäû âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ðàçëîæåíèÿÂ 1962 ã. Handsomb [186℄ ïðåäëîæèë êâàíòîâûé ìåòîä ÌÊ, îñíîâàííûéíà ïðÿìîì ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà ãèááñîâñêîé ýêñïîíåíòû exp(−βH)ïî ñòåïåíÿì β â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî áûëà ðàñ-ñ÷èòàíà àíòè�åððîìàãíèòíàÿ ìîäåëü �åéçåíáåðãà äëÿ S = 1/2. Òåì ñà-ìûì áûë ïðåäëîæåí ïåðâûé âàðèàíò íîâîãî êâàíòîâîãî ìåòîäà ÌÊ, êî-òîðûé ñåé÷àñ íàçûâàåòñÿ SSE-àëãîðèòìîì (Stohasti Series Expansion)� ìåòîä âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ðàçëîæåíèÿ, áåç ïîãðåøíîñòåé ðàçëîæå-íèÿ Ñóäçóêè � Òðîòòåðà. Åãî òàêæå ìîæíî îòíåñòè ê êâàíòîâûì ìåòî-äàì ÌÊ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, òåì áîëåå ÷òî áîëåå ïîçäíèå îáîáùåíèÿìåòîäà, ðàññìîòðåííûå â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ (ïåòëåâîé âàðèàíò SSE),èñïîëüçóþò äîïîëíèòåëüíóþ ñòåïåíü ñâîáîäû, òàêæå ðàññìàòðèâàåìóþêàê âðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ τ (0 < τ < β).Áëèçêèé, ïî ñóòè, ïîäõîä ñ ðàçëîæåíèåì ãèááñîâñêîé ýêñïîíåíòû óæåðàññìàòðèâàëñÿ äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé è ïîäðîáíî îáñóæäàëñÿ â ðàì-êàõ ìîäåëè Èçèíãà (äèàãðàììíûé ìåòîä ÌÊ).Äàëåå ïðè îïèñàíèè ìåòîäà SSE áóäåì ñëåäîâàòü ðàáîòå [187℄, â êîòî-ðîé Sandvik è Kurkij�arvi äåòàëüíî ïðåäñòàâèëè ýòîò ìåòîä äëÿ ñïèíîâûõìîäåëåé ñ S ≥ 1/2.Îáùàÿ �îðìóëèðîâêà SSE-àëãîðèòìàÊàê è ïðè îïèñàíèè ìåòîäà CTWL, ðàññìîòðèì îïåðàòîð ýíåðãèè îáùåãîâèäà, ñîñòîÿùèé èç ñóììû ÷ëåíîâ:

H =

M∑

i=1

Hi, (12.319)êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå íå êîììóòèðóþò, òàê ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ i è j
[Hi, Hj] 6= 0. (12.320)



822 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ�àçëîæèì ýêñïîíåíòó â âûðàæåíèè äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â ðÿä[186, 187℄, òàê ÷òî
Z = Tr

(
e−βH

)
=

∞∑

n=0

∑

{Cn}

(−β)n

n!
Tr

(
n∏

j=1

Hlj

)
, (12.321)ãäå {Cn} îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåé ñîâîêóïíîñòè èíäåêñîâ (l1, l2, . . . , ln),íóìåðóþùèõ îïåðàòîðû â ïðîèçâåäåíèè â �èãóðíûõ ñêîáêàõ, ïðè ýòîì

1 ≤ lj ≤ M , M � ïîëíîå ÷èñëî îïåðàòîðîâ â (12.321). Ñîîòâåòñòâåííî,ñðåäíåå îò ëþáîãî îïåðàòîðà A
〈A〉 =

1

Z
Tr
(
Ae−βH

) (12.322)ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ðàçëîæåíèå (12.321) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
〈A〉 =

∞∑

n=0

∑

{Cn}
A(Cn)W (Cn); (12.323)

W (Cn) =
1

Z

(−β)n

n!
Tr

(
n∏

j=1

Hlj

)
; (12.324)

A (Cn) =





Tr(A
Qn

j=1Hlj )
Tr(

Qn
j=1Hlj )

, åñëè W (Cn) 6= 0;

0, åñëè W (Cn) = 0.
(12.325)Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà (12.325) ïîä÷åðêèâàåò óñëîâèå, ÷òî çíàìåíàòåëü è÷èñëèòåëü òîëüêî îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü äëÿ îïðåäåëåííîñòèâûðàæåíèÿ.Ôàêòè÷åñêè ðîëü ¾ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà¿ â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè òå-ïåðü èãðàåò W (Cn), ðîëü ñòåïåíåé ñâîáîäû � Cn, à îïåðàòîð A â íîâîìïðåäñòàâëåíèè çàïèøåòñÿ êàê A (Cn), òàê ÷òî

〈A〉 = 〈A (Cn)〉W . (12.326)Óãëîâûå ñêîáêè â (12.326) îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ñ âåñîì W (Cn). Â ñëó-÷àå íàëè÷èÿ îòðèöàòåëüíûõ W (Cn) (12.326) ñòàíäàðòíî ïåðåïèñûâàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:
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〈A〉 =

〈sgn [W (Cn)]A (Cn)〉|W |
〈sgn [W (Cn)]〉|W |

. (12.327)Äëÿ äàëüíåéøåé äåòàëèçàöèè àëãîðèòìà âûáåðåì áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ
Bα = {|α〉} òàê, ÷òî äåéñòâèå ëþáîãî ñëàãàåìîãî â ãàìèëüòîíèàíå (12.319)ïåðåâîäèò îäíó �óíêöèþ ýòîãî íàáîðà â äðóãóþ, òàêæå èç ýòîãî íàáîðà:

Hi |α〉 ∝ |α′〉 , |α〉 , |α′〉 ∈ Bα. (12.328)Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÌÊ ãëàâíûé âêëàä â ñðåäíåå (12.323) � (12.325)áóäóò äàâàòü îïåðàòîðíûå ñòðîêè äëèíîé (êîëè÷åñòâîì îïåðàòîðîâ), �ëóê-òóèðóþùåé îêîëî íåêîòîðîé ñðåäíåé äëèíû, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâãàìèëüòîíèàíà è òåìïåðàòóðû ðàñ÷åòà. Î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûåäëèíû áóäóò ìàëîâåðîÿòíû èç-çà �àêòîðèàëüíîãî âåñà â (12.323) � (12.325),ïîýòîìó â ìîäåëèðîâàíèè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íåêîòîðîé äëèíîé L,äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû ñòàòèñòèêà ïðàêòè÷åñêè öåëèêîì âêëþ÷àëàðàñïðåäåëåíèå ïî äëèíàì.Â áàçèñå Bα ñðåäíåå (12.323) � (12.325) ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ â âèäå
〈A〉 =

1

Z

∑

α

L∑

n=0

∑

{Cn}

(−β)n

n!

〈
α

∣∣∣∣∣ A
n∏

j=1

Hlj

∣∣∣∣∣ α
〉
. (12.329)Âûðàæåíèå (12.329) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îïåðàòîðíûõ ñòðîê, ñî-ñòîÿùèõ èç ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ ñ ðàçëè÷íûì èõ êîëè÷åñòâîì (äëè-íîé ñòðîêè) n: 0 ≤ n ≤ L.Äëÿ óïðîùåíèÿ àëãîðèòìà óäîáíî ñäåëàòü âñå ÷ëåíû ñóììû â (12.329)îäèíàêîâîé äëèíû L, èñêóññòâåííî äîáàâèâ íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî (L−

n) åäèíè÷íûõ îïåðàòîðîâ I â êàæäóþ îïåðàòîðíóþ ñòðîêó n < L. Ââèäóòîãî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå åäèíè÷íûõ îïåðàòîðîâ â îïåðàòîðíîé ñòðîêå íåìåíÿåò ðåçóëüòàòà, â (12.329) óäîáíî ó÷åñòü ñðàçó âñå âîçìîæíûå ðàññòà-íîâêè åäèíè÷íûõ îïåðàòîðîâ, ÷èñëî ýòèõ ðàññòàíîâîê áóäåò ðàâíî Cn
L.Òîãäà (12.329) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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〈A〉 =

1

Z

∑

α

∑

{CL}

(−β)n(CL) [L− n(CL)]!

L!

〈
α

∣∣∣∣∣ A
L∏

j=1

Hlj

∣∣∣∣∣ α
〉
, (12.330)ãäå n(CL) åñòü ÷èñëî íååäèíè÷íûõ îïåðàòîðîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïå-ðàòîðíîé ñòðîêè CL. Òàêèì îáðàçîì, â áàçèñå Bα ñðåäíåå îò îïåðàòîðà

A èìååò âèä
〈A〉 =

∑

α

∑

CL

A (α,CL)W (α,CL) (12.331)ñ âåñîâûì ìíîæèòåëåì
W (α,CL) =

1

Z

(−β)n(CL) [L− n(CL)]!

L!

〈
α

∣∣∣∣∣ A
L∏

j=1

Hlj

∣∣∣∣∣ α
〉
, (12.332)à ñàì îïåðàòîð â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

A (α,CL) =

〈
α
∣∣∣ A
∏L

j=1Hlj

∣∣∣ α
〉

〈
α
∣∣∣
∏L

j=1Hlj

∣∣∣ α
〉 . (12.333)Îïðåäåëèì îïåðàòîðû H ′i, äîïîëíèòåëüíûå ê îïåðàòîðàì Hi, â ñîîò-âåòñòâèè ñ óñëîâèåì

〈α′ | H ′i | α〉 =

{
1, åñëè 〈α′ | Hi | α〉 6= 0;

0, åñëè 〈α′ | Hi | α〉 = 0,
|α〉 , |α′〉 ∈ Bα, (12.334)òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå ýòèõ îïåðàòîðîâ íà áàçèñíûé âåêòîð áóäåò ðàâ-íî ëèáî íóëþ, ëèáî ýòîìó æå áàçèñíîìó âåêòîðó. Òîãäà äëÿ îïåðàòîðíîéñòðîêè ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå:

∑

α

〈α | HlL . . .Hl2Hl1 | α〉 =
∑

α

〈
α
∣∣∣ H ′+l1 H l1

H
lL
. . .Hl2H

′
l1

∣∣∣ α
〉
. (12.335)Îïðåäåëèì ñìåùåííîå íà îäèí èíäåêñ ñîñòîÿíèå ∣∣α(1)〉 = H ′l1 |α〉 , òàê-æå âõîäÿùåå â áàçèñ, òîãäà
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∑

α

〈α | HlL . . .Hl2Hl1 | α〉 =
∑

α

〈
α(1)

∣∣ Hl1H lL
. . .Hl2

∣∣ α(1)
〉
. (12.336)Î÷åâèäíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà îò òàêîé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêèíå ìåíÿþòñÿ:

W (α,CL) = W (α(1) , CL(1)) , (12.337)ãäå CL(1) îçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ, öèêëè÷åñêè ñäâèíó-òûõ íà åäèíèöó îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè CL. Îáîá-ùèì (12.337) íà ëþáóþ öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó:
W (α,CL) = W (α (p) , CL(p)) . (12.338)Çäåñü ñìåùåííîå ñîñòîÿíèå α (p) ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå p-êðàòíîãî äåéñòâèÿîïåðàòîðà H ′i:

|α(p)〉 =

p∏

j=1

Hlj |α〉 , (12.339)à CL(p) îçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p ðàç öèêëè÷åñêè ñäâèíóòûõ èí-äåêñîâ lp+1, lp+2, . . . , lL, l1, . . . , lp. Ñìåùåííûå ñîñòîÿíèÿ ïî ïåðåñòàíîâêàìóäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì |α(L)〉 = |α(0)〉 == |α〉 . Íåñìîòðÿíà òî, ÷òî âñå êîìáèíàöèè [α (p) , CL(p)] , P = 0, . . . , L − 1, èìåþò îäè-íàêîâûé âåñ, âåëè÷èíû A [α (p) , CL(p)] ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ äëÿ ðàçíûõ p.Äëÿ ó÷åòà ýòîãî ñëåäóåò ñóììèðîâàòü ðåçóëüòàò ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì:
1

L

L−1∑

p=0

A [α (p) , CL(p)].Îêîí÷àòåëüíî, îïðåäåëèì êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî {C}, êàæ-äîå ñîñòîÿíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ öèêëè÷åñêè ñâÿçàí-íûõ ñîñòîÿíèé |α(0)〉 , . . . , |α(L− 1)〉 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè |α(L)〉 =
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�èñ. 12.111: Êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî {C}

|α(0)〉 , à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èíäåêñîâ CL = (l1, l2, . . . , lL), íó-ìåðóþùèõ äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ H ′lp |α(p− 1)〉 = |α(p)〉 . Ñõåìàòè÷íî ýòîêîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ïîêàçàíî íà �èñ. 12.111.Âåñ êàæäîé êîí�èãóðàöèè, ñîãëàñíî (12.332), áóäåò
W (C) =

1

Z
exp

(
f (C) +

L∑

p=1

gp(C)

)
; (12.340)

f (C) = ln

(
βn(CL) [L− n(CL)]!

L!

)
; (12.341)

gp (C) = ln
(∣∣〈α(p)

∣∣ Hlp

∣∣ α(p− 1)
〉∣∣) , p = 1, . . . , L. (12.342)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà82712.7.2. �àñ÷åò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñðåäíèõÏîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí è êîíêðåòèçèðóåìïðîöåäóðó ÌÊ. Ñðåäíåå îò ëþáîãî îïåðàòîðà ïîëó÷àåòñÿ êàê ñðåäíåå îò�óíêöèè A(C) ñ âåñîâîé �óíêöèåé (12.340):
〈A〉 = 〈A(C)〉W , (12.343)íåîáõîäèìî òîëüêî êîíêðåòèçèðîâàòü A(C) äëÿ êîíêðåòíûõ �èçè÷åñêèõâåëè÷èí.�àññìîòðèì îïåðàòîð A, äèàãîíàëüíûé â áàçèñå Bα, òîãäà

A (C) =
1

L

L−1∑

p=0

〈α(p) | A | α(p)〉. (12.344)Äëÿ êîíêðåòíîñòè, ðàññìîòðèì ñïèíîâóþ ìîäåëü �åéçåíáåðãà, è ïî-ëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñïèí-ñïèíîâîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè. Èìååì:
G (i, j) =

〈
SZi S

Z
j

〉
=

〈
1

L

L−1∑

p=0

Si(p)Sj(p)

〉

W

, (12.345)ãäå Sj (p) =
〈
α(p)

∣∣ SZj
∣∣ α(p)

〉 � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà z-ïðîåêöèèñïèíà SZj .Âûðàæåíèå (12.345) ìîæíî ïåðåïèñàòü áîëåå êîíêðåòíî, ó÷èòûâàÿîáðåçàíèå âñåõ ñóìì äî âåëè÷èíû L:
G (i, j) =

1

Z

∑

α

∑

{CL}

L∑

p=0

β(−β)n(CL) [L− n (CL)]!

(L+ 1)!
×

×Si (0)Sj (p)

〈
α

∣∣∣∣∣

L∏

k=0

Hlk

∣∣∣∣∣ α
〉
. (12.346)Êàê ñóììà ïî êîí�èãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó, ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèåèìååò âèä

G (i, j) =
∑

{C}

L∑

p=0

β

L+ 1
Si (0)Sj (p)W (C). (12.347)



828 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÄàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü öèêëè÷åñêèìè ïåðåñòàíîâêàìè âíóòðè îïåðà-òîðíûõ ñòðîê, íàõîäèì:
G (i, j) =

∑

{CL}

L∑

p=0

L−1∑

m=0

β

L (L+ 1)
Si (m)Sj (m+ p)W (C) . (12.348)Îêîí÷àòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Sj (L) = Sj (0), ïîëó÷àåì:

G (i, j) =

〈
β

L(L+ 1)

[(
L−1∑

p=0

Si (p)

)(
L−1∑

p=0

Sj (p)

)
+

L−1∑

p=0

Si (p)Sj (p)

]〉

W

.(12.349)Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è òåïëîåìêîñòè ñèñòåìû
〈E〉 = − ∂

∂β
lnZ; 〈C〉 = β2 ∂

2

∂β2
lnZ (12.350)ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðÿìûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ñòàòèñòè÷åñêîéñóììû â ïðåäñòàâëåíèè (12.331) � (12.332):

〈E〉 = − 1

β
〈n (CL)〉W ; (12.351)

〈C〉 =
〈
n2 (CL)

〉
W

− 〈n (CL)〉2W − 〈n (CL)〉W .Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòà ñðåäíåé ýíåðãèè è òåïëîåìêîñòè ñèñòåìûíåîáõîäèìî ïðîñòî ñîáèðàòü ñòàòèñòèêó ïî íååäèíè÷íûì îïåðàòîðàì âêîí�èãóðàöèÿõ � îïåðàòîðíûõ ñòðîêàõ.Ñàì ïðîöåññ ïåðåáîðà ñîñòîÿíèé çàêëþ÷àåòñÿ ëèáî â ëîêàëüíûõ èç-ìåíåíèÿõ ñîñòîÿíèé â îïåðàòîðíûõ ñòðîêàõ, ëèáî â èçìåíåíèè ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè èíäåêñîâ, íóìåðóþùèõ äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ ñäâèãà. Äåòà-ëè ïðîöåññà ïåðåáîðà áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, à çäåñü



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà829ñ�îðìóëèðóåì àëãîðèòì Ìåòðîïîëèñà â ïðèìåíåíèè ê ïðåäñòàâëåíèþ
{C}.Ïóñòü àëãîðèòì ñòàðòóåò ñî ñëó÷àéíîé êîí�èãóðàöèè C, îáëàäàþùåéñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì W (C) âèäà (12.340). Äåòàëüíûé áàëàíñ ïåðåõîäàñèñòåìû â íîâóþ êîí�èãóðàöèþ C′ äàåòñÿ âûðàæåíèåì

W (C)P (C → C′) = W (C′)P (C′ → C) , (12.352)ãäå P (C → C′) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñèñòåìû èç êîí�èãóðàöèè C âêîí�èãóðàöèþ C′. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç △ èçìåíåíèå êîí�èãóðàöèè,íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðåâîäà êîí�èãóðàöèè C â êîí�èãóðàöèþ C′, è, ñîîò-âåòñòâåííî, −△ � îáðàòíîå èçìåíåíèå,
C △−→C′; (12.353)
C′ −△−→C,òî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå âåðîÿò-íîñòåé:

P (C → C′) = Pc (C,△)Pa(C, C′), (12.354)ãäå Pc (C,△) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â êîí�èãóðàöèè ïðîèçîéäóò èçìå-íåíèå △; Pa(C, C′) � âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü íîâóþ êîí�èãóðàöèþ C′. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî Pc (C,△) ñèììåòðè÷íî â ïðÿìóþ è îáðàòíóþ ñòîðîíû (÷òî,êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ):
Pc (C,△) = Pc (C′,−△) , (12.355)òîãäà, ñîãëàñíî àëãîðèòìó Ìåòðîïîëèñà, ïîëó÷àåì, ÷òî

Pa (C, C′) =

{
W (C′)
W (C) , åñëè W (C′) < W (C) ;

1, åñëè W (C′) ≥W (C) .
(12.356)



830 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ�àññìîòðèì â îáùåì âèäå âûðàæåíèÿ äëÿ èçìåíåíèÿ êîí�èãóðàöèé.Êàæäàÿ êîí�èãóðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè ñâÿçàííûìè ñîñòîÿíè-ÿìè |α(0)〉 , . . . , |α(L−1)〉 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èíäåêñîâ CL. Ñîîòâåò-ñòâåííî, â ñõåìå ìîãóò áûòü äâà òèïà èçìåíåíèé êîí�èãóðàöèé. Ïåðâûéòèï èçìåíåíèé � ãëîáàëüíûå èçìåíåíèÿ, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü CLíå ìåíÿåòñÿ, à ñîñòîÿíèÿ èçìåíÿþòñÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåò-ñÿ ñïèíîâàÿ ñèñòåìà, è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Sj (p) (12.345) çàâèñÿò îòöèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê ñîñòîÿíèép = 0, . . . , L − 1. Ïðîèçâåäåì èçìå-íåíèå âñåõ ñîñòîÿíèé íà óçëàõ, íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì èíäåêñû:
S ′j (p) = Sj (p) + △j, p = 0, . . . , L− 1, (12.357)ïðè ýòîì S ′j (p) è △j íàõîäÿòñÿ â äèàïàçîíå −S, −S + 1, . . . , S. Òîãäà ñó÷åòîì (12.340) ïîëó÷àåì:
W (C′)
W (C)

= exp

(
L∑

p=1

[gp (C′) − gp (C)]

)
. (12.358)Âòîðîé òèï èçìåíåíèÿ � èçìåíåíèÿ èíäåêñîâ � ëîêàëüíàÿ ïðîöåäó-ðà. Ïóñòü â îãðàíè÷åííîì äèàïàçîíå [p1, p2] (ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè)çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ìåíÿþòñÿ íà íîâûå, òîãäà, ñîãëàñíî (12.340), èìååì:

W (C′)
W (C)

= (12.359)
=





exp

(
f (C′) − f (C) +

p2∑
p=p1

(gp (C′) − gp (C))

)
, p2 > p1;

exp

(
f (C′) − f (C) +

L∑
p=p1

(gp (C′) − gp (C)) +
p2∑
p=1

(gp (C′) − gp (C))

)
,

p2 ≤ p1.12.7.3. Ïðèìåíåíèå SSE-àëãîðèòìà äëÿ ãåéçåíáåðãîâñêîãî àíòè-�åððîìàãíåòèêà�àññìîòðèì ìîäåëü �åéçåíáåðãà äëÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû ñ ÷èñëîì óçëîâ
N , è âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñà Bα áàçèñ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà831
SZj , j = 1, . . . , N :

|α〉 = |S1, S2, . . . , SN〉 , (12.360)ãäå Sj � ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà SZj .Äëÿ òîãî ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ (12.328), íåîáõîäèìî ãåéçåí-áåðãîâñêèé ãàìèëüòîíèàí
H = J

N∑

i=1

−→
S i

−→
S i+1 (12.361)çàïèñàòü â íåñêîëüêî èíîì âèäå. Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì (12.361) â òåðìè-íàõ îïåðàòîðîâ SZj , S+

j è S−j :
H = J

∑

〈ij〉

[
SZi S

Z
j +

1

2

(
S+
i S
−
j + S−i S

+
j

)]
. (12.362)Äàëåå ðàçîáüåì ãàìèëüòîíèàí íà �óíêöèîíàëüíûå ÷àñòè:

H =

N∑

b=1

3∑

t=1

Htb; (12.363)
H1b = JSZb S

Z
b+1; H2b =

J

2
S+
b S
−
b+1; H3b =

J

2
S−b S

+
b+1.Áåç ïîòåðè îáùíîñòè èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ñëó÷àé, àí-òè�åððîìàãíèòíîå ñîñòîÿíèå J > 0 è ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,òàê ÷òî −→

S N+1 =
−→
S 1.Ñäåëàåì òàêæå ñäâèã ýíåðãèè, ïðè êîòîðîì

H =

N∑

b=1

3∑

t=1

Htb ⇒ H =

N∑

b=1

3∑

t=1

Htb −Nc, (12.364)ãäå c � êîíñòàíòà, ýòî îáåñïå÷èò ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ ñòàòèñòè÷åñêèõâåñîâ.�àìèëüòîíèàí, çàïèñàííûé â âèäå (12.363), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ(12.328), òàê êàê
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H1b = | . . . , Sb, Sb+1, . . . 〉 = h1(Sb, Sb+1) | . . . , Sb, Sb+1, . . . 〉 ;

H2b = | . . . , Sb, Sb+1, . . . 〉 = h2(Sb, Sb+1) | . . . , Sb + 1, Sb+1 − 1, . . . 〉 ;(12.365)
H3b = | . . . , Sb, Sb+1, . . . 〉 = h3(Sb, Sb+1) | . . . , Sb − 1, Sb+1 + 1, . . . 〉 ;

h1 (Sa, Sb) = JSaSb + c;

h2 (Sa, Sb) =
J

2

√
[S (S + 1) − Sa(Sa + 1)] [S (S + 1) − Sb(Sb + 1)];(12.366)

h3 (Sa, Sb) = h2 (Sb, Sa) .Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ′tb îïåðàòîðû, äîïîëíèòåëüíûå ê îïåðàòîðàì Htb èîïðåäåëåííûå ñîãëàñíî (12.334), ïðè ýòîì H ′00 = H00 � åäèíè÷íûå îïåðà-òîðû, òîãäà CL óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñ-íûõ ïàð ( t1

b1

)
,

(
t2

b2

)
, . . . ,

(
tL

bL

), ãäå ti = 1; 2; 3 è bi = 1; 2; . . . ;Nèëè ti = bi = 0. ×èñëî èíäåêñíûõ ïàð, íå ðàâíûõ ( 0

0

) (òàêèå ïàðû ñî-îòâåòñòâóþò åäèíè÷íûì îïåðàòîðàì), îáîçíà÷èì n(CL). Ñîîòâåòñòâåííî,êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî {C} îçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé òàêèõ èíäåêñíûõ ïàð, îòíîñÿùèõñÿ ê îïåðàòîðíîé ñòðîêå,è ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé |α(0)〉 , . . . , |α(L− 1)〉 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
H ′tpbp |α(p− 1)〉 = |α(p)〉 è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì |α(L)〉 = |α(0)〉 . Îêîí-÷àòåëüíî, âåñ êîí�èãóðàöèè çàïèøåòñÿ â âèäå



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà833

�èñ. 12.112: ¾Ýëåìåíòàðíûå ïåòëè¿, èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíûâñå ïåòëè äëÿ îäíîìåðíîé ðåøåòêè: a � äëÿ îòêðûòûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-âèé; b � äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
W (C) =

1

Z

(−β)n(CL) [L− n(CL)]!

L!

〈
α(0)

∣∣∣∣∣

L∏

i=1

Htibi

∣∣∣∣∣ α(0)

〉
. (12.367)Îïåðàòîðíûå ñòðîêè ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïîâûøàþùèõè ïîíèæàþùèõ z-ïðîåêöèþ ñïèíà îïåðàòîðîâ. Ïî ñìûñëó ÷ëåíîâ ãàìèëü-òîíèàíà (12.363), ïàðà èíäåêñîâ ( 2

b

) îòìå÷àåò ñâÿçü èç óçëà b â b + 1(ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó S+
b S
−
b+1), à èíäåêñû ( 3

b

) � ñâÿçü èç b+ 1 â b(S−b S+
b+1). Ñâÿçè �îðìèðóþòñÿ âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èíäåêñîâ, òàê÷òî îáðàçóþòñÿ ñâîåîáðàçíûå ïåòëè (�èñ. 12.112), ïðè ýòîì êàæäûé óçåëèìååò îäèíàêîâîå ÷èñëî âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ ñâÿçåé. Â èòîãå ÷èñëîîïåðàòîðîâ H2b è H3b ÷åòíî.Åñëè âûáðàòü ïîñòîÿííóþ c â (12.364) èç óñëîâèÿ

JS2 + c < 0, (12.368)òî âñå ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè. Ôóíêöèÿ gp â (12.342)òîãäà èìååò âèä
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gp (C) =






0, åñëè tp = 0;

ln
(
−h1

(
Sbp (p− 1) , Sbp+1 (p− 1)

))
, åñëè tp = 1;

ln
(
htp
(
Sbp (p− 1) , Sbp+1 (p− 1)

))
, åñëè tp = 2; 3.

(12.369)
Ìîäåëèðîâàíèå ÌÊ áóäåò ñîñòîÿòü â ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ èçìå-íåíèÿõ êîí�èãóðàöèé, êàê îáñóæäàëîñü ðàíåå. �ëîáàëüíûå èçìåíåíèÿâ ñîîòâåòñòâèè ñ (12.196) áóäóò ñîñòîÿòü â ïåðåêëþ÷åíèè êàêîãî-ëèáîñïèíà j è èçìåíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îïðåäå-ëèì âñå ñâÿçàííûå ñ ýòèì ïåðåêëþ÷åíèåì èíäåêñíûå ïàðû ( tpj

bpj

) êàê
{pj}, òîãäà îòíîøåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ âåñîâ íîâîé è ñòàðîé êîí�èãóðà-öèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

W (C′)
W (C)

= exp



∑

p∈{pj}
[gp (C′) − gp (C)]


 . (12.370)Ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ áóäóò çàêëþ÷àòüñÿ â èçìåíåíèÿõ èíäåêñîâ áåçïåðåêëþ÷åíèÿ ñïèíîâ. Ïåðâûé òèï ëîêàëüíûõ èçìåíåíèé ñîñòîèò â çà-ìåíå îäíîé ñëó÷àéíî âûáðàííîé ïàðû p èç íàáîðà{( 0

0

)
,

(
1

1

)
, . . . ,

(
1

N

)}íà äðóãóþ ïàðó èç ýòîãî æå íàáîðà. Îòíîøåíèå âåñîâ íîâîé è ñòàðîé êîí-�èãóðàöèé áóäåò
W (C′)
W (C)

= exp
(
f (C′) − f(C)+gp (C′) − gp (C)

)
. (12.371)Áîëåå ïîäðîáíî, äëÿ âûïîëíåíèÿ äåòàëüíîãî áàëàíñà âåðîÿòíîñòü ïåðå-õîäà P ( 0

0

)

p

↔
(

1

b

)

p


 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó ñîîòíî-øåíèþ:
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P



(

0

0

)

p

→
(

1

b

)

p




P



(

1

b

)

p

→
(

0

0

)

p




=

W (α, Sn+1) p



(

1

b

)

p

→
(

0

0

)

p




W (α, Sn) p



(

0

0

)

p

→
(

1

b

)

p



,(12.372)ãäå W (α, Sn) � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîí�èãóðàöèè ñ n íåíóëåâûìè îïåðà-òîðàìè â âûáðàííîé ñòðîêå. Åñëè ñâÿçü âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî èç N âñåõñâÿçåé, òî èç (12.372) ïîëó÷àåì [209℄:

P




(

0

0

)

p

→
(

1

b

)

p



 =
NβJ

2(L− n)
; (12.373)

P




(

1

b

)

p

→
(

0

0

)

p



 =
2(L− n+ 1)

NβJ
.Âòîðîé òèï ëîêàëüíûõ èçìåíåíèé çàêëþ÷àåòñÿ âî âçàèìíûõ èçìåíåíè-ÿõ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ äâóõ ïàð èíäåêñîâ p1 è p2. Íèæå â �èãóðíûõñêîáêàõ óêàçàíû ïàðû, êîòîðûå ìîæíî âçàèìíî ìåíÿòü äðóã íà äðóãà:

{(
0

0

)(
0

0

)
,

(
1

m

)(
0

0

)
,

(
0

0

)(
1

m

)
,

(
1

m

)(
1

n

)
,

(
2

m

)(
3

m

)
,

(
3

m

)(
2

m

)}
,

{(
2

b

)(
0

0

)
,

(
0

0

)(
2

b

)
,

(
2

b

)(
1

m

)
,

(
1

m

)(
2

b

)}
,

{(
3

b

)(
0

0

)
,

(
0

0

)(
3

b

)
,

(
3

b

)(
1

m

)
,

(
1

m

)(
3

b

)}
,
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{(

2

a

)(
3

b

)
,

(
3

b

)(
2

a

)}
, a 6= b,

{(
2

a

)(
2

b

)
,

(
2

b

)(
2

a

)}
, (12.374)

{(
3

a

)(
3

b

)
,

(
3

b

)(
3

a

)}
,ãäå m,n = 1, . . . , N . Îòíîøåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ âåñîâ, ñîîòâåòñòâåííî,áóäåò

W (C′)
W (C)

= (12.375)
= exp

(
f (C′) − f (C)+gp1 (C′) − gp1 (C) +gp2 (C′) − gp2 (C)

)
.Â [187, 209℄ ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå äîïîëíèòåëüíûå ïðîöåäóðû ãëîáàëü-íûõ ïåðåêëþ÷åíèé ïî âñåé ñèñòåìå, íå ðàññìîòðåííûå çäåñü. Ïðåäñòàâ-ëåííûõ ïðîöåäóð äîñòàòî÷íî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýðãîäè÷íîñòè ñõåìû. Â îá-ùåì ñëó÷àå ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå ïðîöåäóðû ïîäáèðàþòñÿ äëÿ êàæ-äîé êîíêðåòíîé ìîäåëè [112, 210℄ äëÿ íàèáîëüøåé ý��åêòèâíîñòè àë-ãîðèòìà. Íàïðèìåð, â [113℄ ââåäåíû ñïåöèàëüíûå îïåðàòîðíî-ïåòëåâûåîáíîâëåíèÿ äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÂ ðàáîòå [187℄ áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äèàãîíàëüíûõ ñðåäíèõ äëÿ îä-íîìåðíîãî àíòè�åððîìàãíåòèêà, â ÷àñòíîñòè áûëà ðàññ÷èòàíà �óðüå-êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ñòðóêòóðíîãî �àêòîðà

S (q) =
1

N

∑

kl

ei(k−l)C(k, l); (12.376)
C (k, l) =

3

S(S + 1)

〈
SZk S

Z
l

〉
.
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�èñ. 12.113: Ìàãíèòíûé ñòðóêòóðíûé �àêòîð èç [187℄ äëÿ ñèñòåì S =

1/2, N = 10 (ñïëîøíûå êðóãè); S = 1, N = 8 (îòêðûòûå êðóãè); S = 3/2,
N = 6 (êâàäðàòû). Ëèíèÿìè ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷íîå ðåøåíèå�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíû íà �èñ. 12.113 è ñîïîñòàâëåíû ñ ðåçóëü-òàòàìè òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè.Ïîëó÷åíû äàííûå è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì ñ N =

64 (�èñ. 12.114, 12.115) äëÿ ýíåðãèè ñèñòåìû è âîñïðèèì÷èâîñòè
χ (q) =

3

S(S + 1)

1

N

∑

kl

ei(k−l)G(k, l). (12.377)Â [209℄ ìåòîäîì SSE ðàññ÷èòàí äâóìåðíûé �åððîìàãíåòèê ñ S = 1/2.Áûëà ïðîâåäåíà ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà, ÷òî ïîçâîëèëî ó÷åñòü âíåøíååìàãíèòíîå ïîëå è ðàññ÷èòàòü íàìàãíè÷åííîñòü ñèñòåìû (�èñ. 12.116).Â [112, 210℄ áûëî ïðîâåäåíî îáîáùåíèå SSE-àëãîðèòìà â ïðåäñòàâëå-íèè âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷òî ïîçâîëèëî ÿâíî ââåñòè â ñõåìó ïåðåìåííóþ τøêàëû ìíèìîãî âðåìåíè è ðàññ÷èòàòü òàêèå íåäèàãîíàëüíûå ñðåäíèå,êàê �óíêöèÿ �ðèíà, ñïèíîâûé òîê
js =

i

2

∑

〈ij〉x

(
S+
i S
−
j − S−i S

+
j

) (12.378)
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�èñ. 12.114: Ýíåðãèÿ ãåéçåíáåðãîâñêîãî àíòè�åððîìàãíåòèêà â çàâèñèìî-ñòè îò òåìïåðàòóðû (äàííûå èç [187℄). N = 64, S = 1 (ñïëîøíûå êðóãè);
N = 64, S = 3/2 (îòêðûòûå êðóãè)

�èñ. 12.115: Âîñïðèèì÷èâîñòü ãåéçåíáåðãîâñêîãî àíòè�åððîìàãíåòèêàäëÿ ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóð (äàííûå èç [187℄). N = 64, S = 1 (îòêðû-òûå êðóãè); N = 64, S = 3/2 (ñïëîøíûå êðóãè)
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�èñ. 12.116: Íàìàãíè÷åííîñòü äâóìåðíîãî �åððîìàãíåòèêà ñ S = 1/2 äëÿðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âíåøíåãî ïîëÿ îò 0 äî 1 â åäèíèöàõ J (äàííûå èç[209℄). Ñèñòåìà 32 × 32

�èñ. 12.117: Êîððåëÿòîð ¾òîê-òîê¿ äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè �åéçåíáåðãà âçàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ñèñòåìû. Äàííûå èç [210℄
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Λs (ωm) =
1

L2

β∫

0

dτ e−iωmτ 〈js(τ) js (0)〉 ; ωm = 2πmT. (12.379)
Íà �èñ. 12.117 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû èç [210℄ äëÿ äâóìåðíûõ L×L ñèñòåì(L ≤ 16).
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12.8 Âûñîêîòåìïåðàòóðíîå ðàçëîæåíèå è ïåòëåâûåàëãîðèòìûÌåòîä SSE íå ëèøåí íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõîí èñïûòûâàåò êðèòè÷åñêîå çàìåäëåíèå, ò.å. âáëèçè òî÷åê �àçîâûõ ïåðå-õîäîâ ñõîäèìîñòü ðåçêî çàìåäëÿåòñÿ. Âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóþò îïðåäåëåí-íûå òðóäíîñòè ïðè ðàñ÷åòå íåäèàãîíàëüíûõ ñðåäíèõ, îñîáåííî ñðåäíèõ,çàâèñÿùèõ îò ìíèìîãî âðåìåíè τ , òàêèõ, êàê �óíêöèÿ �ðèíà è äð.; ñëîæ-íî òàêæå ðàññ÷èòûâàòü êîëëåêòèâíûå îòêëèêè, winding numbers èç-çàîòñóòñòâèÿ �èêòèâíûõ ñîñòîÿíèé è ò.ä. Êðîìå òîãî, ìåòîä SSE äåòàëüíîðàçðàáîòàí äëÿ ñïèíîâûõ ìîäåëåé, à åãî îáîáùåíèå äëÿ áîçå-ñòàòèñòèêèâåñüìà çàòðóäíåíî èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñòåïåíåé ñâîáîäû íà óçëå.Âñå ýòî ÿâèëîñü ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé SSE-àëãîðèòìà è ïåòëåâûõ ìåòîäîâ [109, 111, 113℄. Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàñ-ñìîòðåíû äâå òàêèå êîìáèíàöèè: SSE-àëãîðèòì ñ îïåðàòîðíûìè ïåòëÿìè[113℄ è SSE-àëãîðèòì ñ ïðÿìûìè ïåòëÿìè [109℄.12.8.1. Ôîðìóëèðîâêà SSE-àëãîðèòìà äëÿ XXZ-ìîäåëè�àññìîòðèì äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíóþ XXZ-ìîäåëü �åéçåíáåðãà ñ S = 1/2è îñåâîé àíèçîòðîïèåé △ ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

H = J
∑

〈ij〉

(
SXi S

X
j + SYi S

Y
j + △SZi SZj

)
− h

∑

i

SZi . (12.380)Âîñïðîèçâåäåì ñõåìó SSE ïðèìåíèòåëüíî ê ãàìèëüòîíèàíó (12.380), èââåäåì â ñõåìó îïåðàòîðíûå ïåòëè.Âûáåðåì â êà÷åñòâå áàçèñà ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà SZ :
∣∣SZ1 , SZ2 , . . . , SZN

〉
, (12.381)



842 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎãäå N � ÷èñëî óçëîâ â ñèñòåìå, è çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí êàê ñóììó ïîñâÿçÿìHb, íóìåðóåìûì èíäåêñîì b è ñîåäèíÿþùèì ïàðû óçëîâ i (b) , j(b):
H = −J

Nb∑

b=1

Hb (J > 0) . (12.382)×èñëî ñâÿçåé Nb = dN äëÿ d-ìåðíîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè. �àçîáüåì òàê-æå îïåðàòîðû Hb íà äèàãîíàëüíóþ H1b è íåäèàãîíàëüíóþ H2b ÷àñòè:
Hb = H1b −H2b; (12.383)

H1b = C −△SZi(b)SZj(b) + hb
(
SZi(b) + SZj(b)

)
; (12.384)

H2b =
1

2

(
S+
i(b)S

−
j(b) + S−i(b)S

+
j(b)

)
;

hb ≡
h

2dJ
. (12.385)Òàêèì îáðàçîì, óçåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè (ïîëå h) òàêæå îêàçàëèñüðàçíåñåíû ïî êîíêðåòíûì ñâÿçÿì b. Êîíñòàíòó C íóæíî âûáðàòü òàê,÷òîáû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äèàãîíàëüíîé ÷àñòè ãàìèëüòîíèàíà áûëè ïî-ëîæèòåëüíû; ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè C ≥ △

4
+hb, ïîýòîìó âûáåðåì

C = C0 + ǫ; (12.386)
C0 =

△
4

+ hb,ãäå ǫ ≥ 0 � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîñòîÿííàÿ.Äàëåå, ñîãëàñíî SSE-àëãîðèòìó, ïðè ðàçëîæåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì-ìû â âèäå
Z = Tre−βH =

∑

α

∞∑

n=0

(−β)n

n!
〈α | Hn | α〉 , (12.387)



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà843ãäå β ≡ J/T , îïåðàòîðíûå ñòðîêè â (12.387) çàâèñÿò îò ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ïàð èíäåêñîâ
Sn = [a1, b1] , [a2, b2] , . . . , [an, bn] , (12.388)ãäå ai, i = 1; 2, îçíà÷àåò òèï îïåðàòîðà (åäèíèöà ñîîòâåòñòâóåò äèàãî-íàëüíîìó îïåðàòîðó, äâîéêà � íåäèàãîíàëüíîìó), à bi = 1, . . . , Nb îçíà-÷àåò íîìåð ñâÿçè. Ñîîòâåòñòâåííî,

Z =
∑

α

∞∑

n=0

∑

Sn

(−1)n2
βn

n!

〈
α

∣∣∣∣∣

n∏

i=1

Hai,bi

∣∣∣∣∣ α
〉
, (12.389)

n2 åñòü ïîëíîå ÷èñëî èçìåíÿþùèõ ñïèí íà óçëå îïåðàòîðîâ [2, b] â Sn.Îïðåäåëèì, ñîãëàñíî ñõåìå SSE, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé, ïðî-èçâîäíûõ îò èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ |α〉 , ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ïîñëåäîâàòåëü-íîì p-êðàòíîì äåéñòâèè íà íåãî îïåðàòîðîâ Hai,bi:
|α(p)〉 ∼

p∏

i=1

Hai,bi |α〉 (12.390)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè |α(n)〉 = |α(0)〉 . Òîãäà ñîâîêóïíîñòü ñîñòîÿíèé(12.390) è ïàð èíäåêñîâ (12.388) (α, Sn) îïðåäåëÿåò êîí�èãóðàöèîííîåïðîñòðàíñòâî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ÌÊ. Òàê æå, êàê è â îáû÷íîé ñõåìåSSE, îãðàíè÷èì äëèíó ñòðîê äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì M , äîáàâèââ êàæäóþ ñòðîêó (M − n) åäèíè÷íûõ îïåðàòîðîâ H00 ≡ 1, ðàññòàâèâèõ âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè (÷òî ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ â �îðìóëåìíîæèòåëÿ (Cn
N)−1). Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà òîãäà ïðèíèìàåò ñòàíäàðò-íûé äëÿ SSE-ñõåìû âèä:

Z =
∑

α

∑

SM

βn (M − n)!

M !

〈
α

∣∣∣∣∣

n∏

i=1

Hai,bi

∣∣∣∣∣ α
〉
. (12.391)Äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà íåíóëåâûõ îïåðàòîðîâ â ñòðîêå n (ò.å. îïåðàòîðîâ,íå ðàâíûõ åäèíè÷íûì, [ai, bi] 6= [0, 0]) ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøå-íèå [187℄:
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〈n〉 = βNb |Eb| , (12.392)ãäå Eb � ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà îäíó ñâÿçü b.12.8.2. SSE ñ îïåðàòîðíî-ïåòëåâûìè îáíîâëåíèÿìè�àññìîòðèì ïðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé, èñïîëüçóåìûå â àëãî-ðèòìå ÌÊ. Ïóñòü íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèåé ÿâëÿåòñÿ íóëåâàÿ: [0, 0]1, . . . , [0, 0]M .1. Ïåðâàÿ ïðîöåäóðà � èçìåíåíèå íóëåâîé ïàðû èíäåêñîâ íà èíäåêñû,ñîîòâåòñòâóþùèå åäèíè÷íîìó äèàãîíàëüíîìó îïåðàòîðó:[0, 0]p ↔ [1, b]p,êîòîðàÿ ìåíÿåò ñòåïåíü n ñòðîêè íà åäèíèöó, n → n± 1. Ñîîòâåòñòâóþ-ùèå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ, ñîãëàñíî ñõåìå Ìåòðîïîëèñà, ðàâíû

P
(
[0, 0]p ↔ [1, b]p

)
=
Nbβ 〈α(p) | H1,b | α(p)〉

M − n
, (12.393)

P
(
[1, b]p ↔ [0, 0]p

)
=

M − n+ 1

Nbβ 〈α(p) | H1,b | α(p)〉 . (12.394)Ïîïûòêè òàêèõ äèàãîíàëüíûõ îáíîâëåíèé ïðîâîäÿòñÿ äëÿ âñåõp = 1, . . . ,M ,ñîñòîÿíèÿ |α(p)〉 ïðè ýòîì íå ìåíÿþòñÿ.2. Âòîðàÿ ïðîöåäóðà � ¾îïåðàòîðíàÿ ïåòëÿ¿ � ñîñòîèò èç ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ïåðåõîäîâ [1, b]p ↔ [2, b]p è ñâÿçàíà ñ èçìåíåíèåì z-ïðîåêöèèñïèíà (äëÿ S = 1/2, òàêèì îáðàçîì, ýòî áóäåò ïðîñòî ïåðåêëþ÷åíèå ñïè-íà: ↑ ↔ ↓); ñòåïåíü n ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ. Ýòà ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿàëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì äëÿ ëîêàëüíûõ ïðîöåäóð, ðàññìîòðåííûõ âîáû÷íîé ñõåìå SSE, ïðè ýòîì àëãîðèòì ìîæåò âêëþ÷àòü êàê ïðîöåäóðûèç îáû÷íîé ñõåìû SSE, òàê è ýòó ïðîöåäóðó. Áóäåì íàçûâàòü âñå ñòàí-äàðòíûå ïðîöåäóðû SSE, ðàññìîòðåííûå â �àçäåëå 12.6, òåïëîâûìè âîòëè÷èå îò îïåðàòîðíî-ïåòëåâûõ, ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü. Äëÿ óäîáñòâàíà âðåìÿ èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ åäèíè÷íûå îïåðàòîðû [0, 0], îñòàâèââ ñòðîêå òîëüêî îïåðàòîðû [1, b] è [2, b]. Ïóñòü èíäåêñ p òåïåðü íóìåðóåòñîñòîÿíèÿ â òàêîé ñîêðàùåííîé ñòðîêå. Âûäåëèì â ëþáîì ñìåùåííîì ñî-



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà845ñòîÿíèè |α(p)〉 èç (12.390) äâóõñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ïàðå
b:

∣∣αbp(p)
〉

=
∣∣∣SZi(bp) (p) , SZj(bp) (p)

〉
. (12.395)Âåñ ýòèõ ñîñòîÿíèé

W (α, Sn) =
βn

n!

n∏

p=1

〈
αbp(p)

∣∣ Hbp

∣∣ αbp(p− 1)
〉
. (12.396)Ìîæíî ïåðå÷èñëèòü è ðàññ÷èòàòü âñå íåíóëåâûå äâóõñïèíîâûå ìàòðè÷-íûå ýëåìåíòû â (12.396):

〈↓↓| Hb |↓↓〉 = ǫ;

〈↓↑| Hb |↓↑〉 = 〈↑↓| Hb |↑↓〉 =
△
2

+ hb + ǫ; (12.397)
〈↑↓| Hb |↓↑〉 = 〈↓↑| Hb |↑↓〉 = 1/2;

〈↑↑| Hb |↑↑〉 = ǫ+ 2hb.Ñåé÷àñ óäîáíî ââåñòè ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, ñâîåîáðàçíûå äèà-ãðàììû äëÿ SSE-àëãîðèòìà. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â (12.396)ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü n âåðøèí. Âåðøèíà ñîñòîèò èç îá-êëàäîê äâóõñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé è îïåðàòîðà ìåæäó íèìè (êàê â (12.397)).Êàæäîå èç äâóõñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé îòìåòèì êðóæêîì, ïðè ýòîì îòêðû-òûé êðóæîê áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñïèíó ↓, à ñïëîøíîé � ñïèíó ↑. Äëÿ p-ñìåùåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïàðó SZi (p− 1) , SZj (p− 1) (ïðàâàÿ îáêëàäêà âåð-øèíû) ðèñóåì âíèçó, íàä íåé � ëåâóþ îáêëàäêó SZi (p) , SZj (p), à ìåæäóíèìè ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé îáîçíà÷àåì äåéñòâèå îïåðàòîðà Hbp , �îð-ìèðóþùåãî ñâÿçü ìåæäó óçëàìè (�èñ. 12.118).Â [109℄ ÷åòûðå êðóæêà � ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèÿ � íàçûâàþò legs, áó-äåì íàçûâàòü èõ òàêæå õâîñòàìè; ÷åòûðå êðóæêà, ñîåäèíåííûå ëèíèåé
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�èñ. 12.118: Øåñòü ðàçëè÷íûõ âåðøèí, îòâå÷àþùèõ ìàòðè÷íûì ýëåìåí-òàì (12.397)

�èñ. 12.119: Âîçìîæíûå �àçîâûå êîí�èãóðàöèè(äåéñòâèåì îïåðàòîðà Hb), íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè (vertex ). Èç âåðøèíìîæíî ñîñòàâèòü �àçîâóþ êîí�èãóðàöèþ ñèñòåìû. Âåðòèêàëüíî äðóãíàä äðóãîì ðàñïîëàãàþòñÿ âåðøèíû äëÿ îäíîé ïàðû óçëîâ â íàïðàâëå-íèè ñìåùåíèÿ (èçìåíåíèÿ èíäåêñà p), â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè �ïðîñòðàíñòâåííûå óçëû è ñâÿçè ìåæäó íèìè. Ïî âåðòèêàëè ñîáëþäàþò-ñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïî ãîðèçîíòàëè � ïåðèîäè÷åñêèåèëè îòêðûòûå â çàâèñèìîñòè îò ìîäåëè. Ïðèìåðû âîçìîæíûõ �àçîâûõêîí�èãóðàöèé ïîêàçàíû íà �èñ. 12.119.Íà �èñ. 12.119, b øòðèõàìè îòìå÷åíû ñâÿçè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç åäè-íè÷íûå îïåðàòîðû (bidiretional links), è íå îòìå÷åíû ïðîìåæóòî÷íûå



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà847ñîñòîÿíèÿ íà èõ ïóòè (êîòîðûå ñåé÷àñ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ). Òàêèì îá-ðàçîì, ñëó÷àé íà �èñ. 12.119, a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíóþ �àçîâóþ êàð-òèíó, à ñëó÷àé íà �èñ. 12.119, b � ñîêðàùåííîå îïèñàíèå ñ èñêëþ÷åíèåìåäèíè÷íûõ ñîñòîÿíèé.Äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ïåòëè âûáåðåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì îäèí èç
4n õâîñòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êàêîé-ëèáî âåðøèíå (êàê íà �èñ. 12.119,b). Ïóñòü, íàïðèìåð, ýòî áóäåò ëåâûé íèæíèé õâîñò â âåðøèíå. Ýòîòõâîñò íàçîâåì âõîäîì (entrane leg). Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáåðåì â ýòîéæå âåðøèíå äóãîé õâîñò (âûõîä, exit leg), êîòîðûé ìîæåò ñîâïàäàòü ñâõîäîì, è îäíîâðåìåííî ïåðåêëþ÷èì ñîñòîÿíèÿ âî âõîäå è âûõîäå. Íà�èñ. 12.120 ïðèâåäåíû âñå âàðèàíòû òàêèõ ïåðåêëþ÷åíèé, ïðè÷åì ðå-çóëüòàò ïåðåêëþ÷åíèÿ óêàçàí ñðàçó ïîä èñõîäíîé ñèòóàöèåé. Çíàêîì ×îòìå÷åíû çàïðåùåííûå ïåðåêëþ÷åíèÿ.Íåñëîæíî ðàññ÷èòàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (12.397) äî è ïîñëå ïåðå-êëþ÷åíèÿ:
W

(
f3, f4

f1, f2

)
(p) =

〈
f3S

Z
i (p) , f4S

Z
j (p)

∣∣ Hb

∣∣ f1S
Z
i (p− 1) , f2S

Z
j (p− 1)

〉
,(12.398)ãäå fi = −1, åñëè ñïèí â õâîñòå i (i = 1, 2, 3, 4) ìåíÿåòñÿ; fi = +1, åñëèñïèí íå ìåíÿåòñÿ.Åñëè âõîä è âûõîä ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì óçëàì (ïðîöåäóðû swith-and-reverse è swith-and-ontinue íà �èñ. 12.120), èçìåíåíèå ñîîòâåòñòâó-åò ñìåíå òèïà îïåðàòîðîâ ñ äèàãîíàëüíîãî íà íåäèàãîíàëüíûé, è íàîáî-ðîò.Ïîñòðîèì òåïåðü ïåòëþ. Äëÿ ýòîãî âûõîä íà òåêóùåé âåðøèíå ñîåäè-íèì ñ âõîäîì íà ñîñåäíåé âåðøèíå, â êîòîðîé îïÿòü âûáåðåì âûõîä, è ò.ä.Ïåòëÿ çàìûêàåòñÿ, åñëè ïîïàäàåò â èñõîäíóþ âåðøèíó è èñõîäíûé âû-õîä, ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ â íà÷àëå è êîíöå ïåòëè äîëæíû ñîâïàñòü. Íîâàÿêîí�èãóðàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ïåðåêëþ÷åíèè âñåõ ñîñòîÿíèé âäîëü ïåòëè.Îäíà è òà æå êîí�èãóðàöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ðàçíûìè ñïîñîáàìè.
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�èñ. 12.120: Âñå âîçìîæíûå ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîñòîÿíèé â âåðøèíàõ. Âõîäíàõîäèòñÿ â ëåâîì íèæíåì õâîñòå. Ñâåðõó ïîêàçàíî èñõîäíîå ñîñòîÿíèå,ñíèçó � êîíå÷íîå. Êðåñòàìè ïîêàçàíû çàïðåùåííûå ïåðåõîäû. a � ïðîöå-äóðà boune; b � ontinue-straight ;  � swith-and-reverse; d � swith-and-ontinueÏðèìåðû ïåòåëü ïîêàçàíû íà �èñ. 12.121.Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà áëèçêà ê ïåòëÿì, êîíñòðóèðóåìûìâ ïåòëåâûõ äèñêðåòíûõ àëãîðèòìàõ, ðàññìîòðåííûõ ðàíåå.Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ îñîáåííîñòÿõ ïðîöåäóð ïåðåêëþ÷åíèÿ ñî-ñòîÿíèé, ïîêàçàííûõ íà �èñ. 12.120. Îäíà èç äâóõ ïðîöåäóð ïåðåêëþ÷å-íèÿ ñîðòà swith-and-reverse (ñì. �èñ. 12.120, ), à òàêæå îäíà èç äâóõïðîöåäóð ñîðòà swith-and-ontinue (ñì. �èñ. 12.120, d) çàïðåùåíû, òàêêàê ñîîòâåòñòâóþùèé íåäèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ðàâåí íóëþ.Íàïðîòèâ, íà �èñ. 12.120, a ïðîöåäóðû ñîðòà boune âñåãäà ðàçðåøåíû,òàê êàê ñïèí â ýòîì ñëó÷àå ïåðåêëþ÷àåòñÿ äâàæäû, è ñîñòîÿíèå íå ìå-íÿåòñÿ. Ïðîöåäóðà ñîðòà ontinue-straight (ñì. �èñ. 12.120, b) ðàçðåøåíàïîñòîëüêó, ïîñêîëüêó ìàëàÿ êîíñòàíòà â (12.386) ǫ > 0.Ìîæåò òàêæå îêàçàòüñÿ, ÷òî íà ñïèí â ñîñòîÿíèè |α〉 íå äåéñòâóåòíèêàêîé îïåðàòîð èç ñîâîêóïíîñòè Cn, òîãäà îí íå ìîæåò áûòü ïåðå-êëþ÷åí â ñîñòàâå êàêîé-ëèáî ïåòëè. Òàêèå ¾ñâîáîäíûå¿ ñïèíû ìîæíîïåðåêëþ÷àòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, ÷òî íå ìåíÿåò ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñàêîí�èãóðàöèè.
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�èñ. 12.121: Äâà ðàçíûõ ñïîñîáà �îðìèðîâàíèÿ ïåòåëü ñ îäèíàêîâîé êî-íå÷íîé êîí�èãóðàöèåé
Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ îïåðà-òîðíûå ïåòëè â ñõåìå SSE, ðàâíà d + 1, êàê è âî âñåõ äðóãèõ ðàññìîò-ðåííûõ êâàíòîâûõ àëãîðèòìàõ ÌÊ. Òàêèì îáðàçîì, âåðòèêàëüíàÿ îñüñìåùåíèé ñîñòîÿíèé â îïåðàòîðíîé ñòðîêå � îñü ïåðåìåííîé p � çäåñüÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì øêàëû ìíèìîãî âðåìåíè.Äëÿ òîãî, ÷òîáû â àëãîðèòìå íå âîçíèêàëè ñëèøêîì äëèííûå ïåò-ëè (÷òî ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå ðàñ÷åòà èëè âáëèçèêðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîäåëè) çàìåäëÿþùèõ îáíîâëåíèå êîí�èãóðàöèé, âàëãîðèòìå ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà äëèíó ïåòåëü, íàïðèìåð,âåëè÷èíîé â 100 〈n〉 âåðøèí. Ýòî îãðàíè÷åíèå ïðàêòè÷åñêè íå äàåò ñè-ñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè è íå ïîçâîëÿåò ïðîöåññó ÌÊ îñòàíàâëèâàòüñÿ.Êîíêðåòèçèðóåì òåïåðü ïðàâèëà ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé ïåðåêëþ÷åíèéâ ïåòëÿõ ñîãëàñíî äåòàëüíîìó áàëàíñó. Âåðîÿòíîñòü âûáîðà âûõîäà ïðèçàäàííîì âõîäå íà ýòîé æå âåðøèíå ïðîïîðöèîíàëüíà ñîîòâåòñòâóþùåìóìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó (12.398). Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûõîäíàõîäèòñÿ íà õâîñòå 2 ïðè óñëîâèè, ÷òî âõîä íàõîäèòñÿ íà õâîñòå 1, ñó÷åòîì íîðìèðîâêè ðàâíà
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�èñ. 12.122: Äâà ñïîñîáà �îðìèðîâàíèÿ âèðòóàëüíûõ ñîñòîÿíèé ïðè êîí-ñòðóèðîâàíèè ïåòåëü
P2,1 =

W

(
++

−−

)

W

(
++

++

)
+W

(
++

−−

)
+W

(
−+

−+

)
+W

(
+−
−+

) , (12.399)ãäå ± îçíà÷àåò ±1, à W îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (12.398).�àññìîòðèì äëÿ íàãëÿäíîñòè �èñ. 12.122.Íà �èñ. 12.122, a1 ñòðåëêà óêàçûâàåò íà÷àëî êîíñòðóèðîâàíèÿ ïåòëè.Âõîä è ñëåäóþùèé âûõîä âûáèðàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âåðîÿòíîñòüþ(12.399). Ïîñëå ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîñòîÿíèé ïîëó÷àåì íîâóþ êîí�èãóðàöèþ(âàðèàíòû âîçìîæíûõ êîí�èãóðàöèé ïîêàçàíû íà �èñ. 12.122, a2 � a4 )).Äëÿ ñëó÷àÿ, ïîêàçàííîãî íà �èñ. 12.122, a3, èìååì:
P2,1 =

〈↑↓| Hb |↓↑〉
〈↓↑| Hb |↓↑〉 + 〈↑↓| Hb |↓↑〉 + 〈↑↑| Hb |↑↑〉

. (12.400)Â ñëó÷àå íà �èñ. 12.122, a3 âõîä è âûõîä íàõîäÿòñÿ íà îäíîì è òîì æå



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà851óçëå. Ýòî � ñîðò ïåðåêëþ÷åíèé boune, êîãäà êîí�èãóðàöèÿ íå èçìåíÿåò-ñÿ, è ïîýòîìó òàêèå ïåðåêëþ÷åíèÿ ñíèæàþò ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà.Â ñëó÷àÿõ íà �èñ. 12.122, a3, a4 ñîñòîÿíèå âåðøèíû ìåíÿåòñÿ, è ïîÿâëÿ-þòñÿ äâå ñâÿçè, ñîåäèíÿþùèå ñîñåäíèå õâîñòû ñ ðàçëè÷íûìè ñïèíîâûìèñîñòîÿíèÿìè è óçëàìè. Ýòî � ðàçðûâû ñâÿçåé (îòìå÷åíû ãîðèçîíòàëüíû-ìè êîðîòêèìè ÷åðòàìè), ýòè êîí�èãóðàöèè íå äàäóò âêëàäà â ñòàòèñòè-êó, ïîêà íå çàìêíóòñÿ â ïîëíûå ïåòëè.�àçðûâû ñâÿçåé � òàêèå æå ðàçðûâû, êàêèå îáñóæäàëèñü â ÷åðâÿ÷-íîì àëãîðèòìå CTWL. Îíè òàêæå ñîçäàþò âèðòóàëüíûå êîí�èãóðàöèè,è òîëüêî ïðè èõ èñ÷åçíîâåíèè ïîÿâëÿþòñÿ ðåàëüíûå êîí�èãóðàöèè, äà-þùèå âêëàä â ñòàòèñòèêó ïðè ðàñ÷åòå �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ñóùåñòâóåòäâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ýòèõ ðàçðûâîâ. Ïåðâûé èç íèõ îïèñàí ðàíååñ âåðîÿòíîñòÿìè âèäà (12.399) è (12.400), äîïîëíÿþùèìè âåðîÿòíîñòèðåàëüíûõ êîí�èãóðàöèé, ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòè âèäà (12.400) íàõîäÿò-ñÿ â ñõåìå òåïëîâîãî áàëàíñà SSE, êîãäà èñïîëüçóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèåâåñà ðåàëüíûõ ñîñòîÿíèé. Ïðè çàìûêàíèè ïåòåëü ìîæíî èñïîëüçîâàòüîáû÷íûé âàðèàíò SSE, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ïðè ñîçäàíèèïåòåëü ìîæíî äëÿ ý��åêòèâíîñòè ââîäèòü òàêæå íîâûå âåðîÿòíîñòè, íåñîâïàäàþùèå ñ (12.399), (12.400), íî óäîâëåòâîðÿþùèå äåòàëüíîìó áà-ëàíñó. Âòîðîé ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà êîíöàõðàçðûâîâ äåéñòâóþò îïåðàòîðû ïåðåêëþ÷åíèÿ åäèíè÷íîãî ñïèíà (ladderoperators) S+ è S−, ïðèâîäÿùèå ê çàìûêàíèþ è ðàçìûêàíèþ ïåòåëü èý��åêòèâíîìó îáíîâëåíèþ òðàåêòîðèé. Èëëþñòðàöèÿ ýòîãî ïîäõîäà ïî-êàçàíà íà �èñ. 12.122(b). Âåðîÿòíîñòè òàêèõ ïðîöåññîâ ñëåäóåò ïðîñòîâñòðàèâàòü â îáùóþ ñõåìó SSE, à íå îïèñûâàòü îòäåëüíî. Ýòî �àêòè÷å-ñêè âàðèàíò CTWL, íî â SSE-ñõåìå.Îáå ñõåìû ýêâèâàëåíòíû. Îäíàêî âàðèàíò ñ �èêòèâíûìè ðàçðûâàìè,íå ïðèâÿçàííûìè ê äåéñòâèþ êàêèõ-ëèáî îïåðàòîðîâ íà êîíöàõ ðàçðû-âîâ, áîëåå ãèáêèé è ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ñîîòíîøåíèÿ äåòàëüíîãî áà-ëàíñà, ÷òî áóäåò ïîêàçàíî äàëåå.



852 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎ12.8.3. SSE ñ ïðÿìûìè ïåòëÿìèÏîêàæåì â äàííîì ðàçäåëå, ÷òî óðàâíåíèÿ äåòàëüíîãî áàëàíñà ìîæíî äî-ïîëíèòü, âêëþ÷èâ â íåå ïåòëè, êîòîðûå íå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ïðè ïîìîùèîáñóæäåííûõ âûøå ïðîöåäóð îáíîâëåíèé. Ñõåìà áàëàíñíûõ óðàâíåíèéèìååò íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðåøåíèé, ÷òî äàåò äîïîëíèòåëüíûå ñòåïå-íè ñâîáîäû è ïîçâîëÿåò èñêëþ÷àòü òàêèå íåý��åêòèâíûå ïðîöåññû, êàêboune (êðîìå îñîáûõ ñëó÷àåâ èçîòðîïíûõ XY - è ãåéçåíáåðãîâñêîé ìî-äåëåé [109℄). �åøåíèå áàëàíñíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò êîíñòðóèðîâàòüïåòëè ñ âåðîÿòíîñòüþ, íåîáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùåé ñ âåðîÿòíîñòüþ êîí-ñòðóèðîâàíèÿ òàêîé æå ïåòëè, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèåì îá-õîäà � ïðÿìûå ïåòëè.�àññìîòðèì óðàâíåíèå äåòàëüíîãî áàëàíñà
P (s→ s′)W (s) = P (s′ → s)W (s′), (12.401)ãäå s îçíà÷àåò êîí�èãóðàöèþ ñ âåñîì W (s), êîòîðûé â SSE-ñõåìå âûðà-æàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå âåñîâ âåðøèí (12.396), à P (s→ s′) � âåðîÿò-íîñòü ïåðåõîäà èç êîí�èãóðàöèè s â êîí�èãóðàöèþ s′. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿâåñîâûå �óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì, âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâçàäàþòñÿ â àëãîðèòìå.Ïåðåõîäû ñ ïîñòðîåíèåì ïåòåëü äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïèñàòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ïðîöåäóðû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Íà ïåðâîìýòàïå âûáèðàåòñÿ îäèí èç 4n õâîñòîâ êîí�èãóðàöèè. Ýòîò õâîñò ñ÷èòà-åòñÿ âõîäîì è íà÷àëîì ïåòëè. Äàëåå â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.398) âûáèðàåòñÿâûõîä äëÿ äàííîé âåðøèíû, è ñïèíû íà îáîèõ õâîñòàõ ïåðåâîðà÷èâàþòñÿâ ñîîòâåòñòâèè ñ âåñàìè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Áîëåå òîãî, ìîæíî æåñòêîçàäàòü ïðàâèëî èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âûõîäà â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿâõîäà è ïàðàìåòðîâ âåðøèíû (ýòî ïðàâèëî, ðàçóìååòñÿ, äîëæíî óäîâëå-òâîðÿòü óðàâíåíèþ äåòàëüíîãî áàëàíñà). Äàëåå âûáèðàåòñÿ ñëåäóþùèéâõîä, è ïåòëÿ ñòðîèòñÿ äàëüøå, ïîêà íå äîñòèãíåò íà÷àëà ïåòëè. Ñõåìà-òè÷íî ìîæíî çàïèñàòü:
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P (s→ s′) =

∑
P (e0)P (s, e0 → s1, e1)×P (s1, e1 → s2, e2) × · · ·×

×P (sn−1, en−1 → s′, e0) , (12.402)ãäå P (e0) � âåðîÿòíîñòü âûáîðà õâîñòà e0 è ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû;
P (si, ei → si+1, ei+1) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â êîí�èãóðàöèè si ñ âõîäîì
ei âûõîä áóäåò â òî÷êå xi, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèì âõîäîì ei+1,÷òî ïðèâîäèò ê íîâîé êîí�èãóðàöèè si+1. Ïðîìåæóòî÷íàÿ êîí�èãóðà-öèÿ si îòíîñèòñÿ ê ðàñøèðåííîìó �àçîâîìó ïðîñòðàíñòâó, âêëþ÷àþùåìóêîí�èãóðàöèè ñ äâóìÿ ðàçðûâàìè ñâÿçåé.Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ â (12.402),äåéñòâóþùèõ â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå. Óðàâíåíèå, îáðàòíîå ê (12.402),ïåðåâîäÿùåå s′ â s, èìååò âèä:

P (s′ → s) =
∑

P (e0)P (s′, e0 → sn−1, en−1)× · · ·×

×P (s2, e2 → s1, e1) × P (s1, e1 → s, e0) . (12.403)Âûðàæåíèÿ (12.402) è (12.403) íå âñåãäà ñîâïàäàþò. Ïîäñòàâèâ óðàâíå-íèÿ (12.403), (12.402) â óðàâíåíèå äåòàëüíîãî áàëàíñà (12.401), íàõîäèì,÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè âûáðàòü
W (si)P (si, ei → si+1, ei+1) = W (si+1)P (si+1, ei+1 → si, ei) . (12.404)Òàêèì îáðàçîì, â óðàâíåíèè äåòàëüíîãî áàëàíñà ìîæíî îáúåäèíèòü ðå-àëüíûå è ïðîìåæóòî÷íûå (èõ ìîæíî íàçâàòü âèðòóàëüíûìè) ñîñòîÿíèÿ.Òàê êàê êàæäîå èçìåíåíèå âèäà (si, ei → si+1, ei+1) îòíîñèòñÿ ê êîí-êðåòíîé âåðøèíå, à âåñà ñîîòâåòñòâóþùèõ êîí�èãóðàöèé ïðîïîðöèî-íàëüíû ïðîèçâåäåíèþ âêëàäîâ îò âåðøèí (12.396), òî â óðàâíåíèè áà-ëàíñà (12.404) îñòàåòñÿ òîëüêî âêëàä îò ýòîé êîíêðåòíîé âåðøèíû, àâêëàäû îñòàëüíûõ âåðøèí ñîêðàùàþòñÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
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WsP (s, e→ s′, x) ≡W (s, e, x), (12.405)ãäå Ws � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, îòíîñÿùèéñÿ òîëüêî ê îäíîé âåðøèíå; s �èíäåêñ ýòîé âåðøèíû; e � âõîä; x � âûõîä. Òîãäà (12.404) ìîæíî ïåðåïè-ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
W (s, l1, l2) = W (s′, l2, l1). (12.406)Âûðàæåíèå (12.406) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ âèäîâ âåðøèí è âñåõ òèïîââõîäîâ è âûõîäîâ. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ íîðìèðîâêè âñåõ âåðîÿòíî-ñòåé ïåðåõîäà, ñóììèðóÿ ïî âñåì õâîñòàì â âåðøèíå:
∑

x

P (s, e→ sx, x) = 1. (12.407)Âûðàæåíèå (12.407) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ýðãîäè÷íîñòè ñõåìû. Îáîçíà÷å-íèå sx ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ñïèíîâàÿ êîí�èãóðàöèÿ çàâè-ñèò îò âûõîäà x è åãî ñîñòîÿíèÿ.×åðåç îáîçíà÷åíèÿ (12.405) âûðàæåíèå (12.407) ïðèíèìàåò âèä
∑

x

W (s, e, x) = Ws. (12.408)Ôîðìóëà (12.408) òàêæå ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ âåðøèí è õâîñòîâ.Ôàêòè÷åñêè óðàâíåíèÿ (12.408) ñ óñëîâèåì (12.406) îïðåäåëÿþò ñî-îòíîøåíèÿ äëÿ ïðÿìûõ ïåòåëü, êîòîðûå äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû äëÿêîíêðåòíîé ìîäåëè.12.8.4. Ìåòîä SSE ñ ïðÿìûìè ïåòëÿìè äëÿ XXZ-ìîäåëèÏîêàæåì, êàê ðàáîòàþò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äåòàëüíîãî áàëàíñà â XXZ-ìîäåëè, óæå ðàññìîòðåííîé â SSE-ñõåìå ñ îïåðàòîðíûìè ïåòëÿìè.Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî �èñ. 12.120, èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ âûõîäîâðåàëèçóþòñÿ òîëüêî òðè, òàê êàê äëÿ îäíîãî ïåðåõîäà ìàòðè÷íûé ýëå-ìåíò ðàâåí íóëþ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ñîõðàíåíèåì â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè
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�èñ. 12.123: Ïðîöåññ reverseñóììàðíîé íàìàãíè÷åííîñòè â ñèñòåìå. Ôàêòè÷åñêè íà �èñ. 12.120 óæåïîêàçàíû âîçìîæíûå ñåãìåíòû ïðÿìûõ ïåòåëü. ×òîáû óäîâëåòâîðèòü ñî-îòíîøåíèÿì (12.406), ñëåäóåò åùå äîáàâèòü ïðîöåññ, â êîòîðîì äâà õâî-ñòà, îòíîñÿùèåñÿ ê ñåãìåíòó ïåòëè, ìîãëè ïðè ïåðåêëþ÷åíèè ìåíÿòü íà-ïðàâëåíèå îáõîäà ñåãìåíòà ïåòëè. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ reverse, îíïîêàçàí íà �èñ. 12.123.Êîìáèíèðóÿ ýòîò ïðîöåññ ñ ïðîöåññàìè, ïîêàçàííûìè íà �èñ. 12.120,ïîëó÷èì âñå âîçìîæíûå ñåãìåíòû ïðÿìûõ ïåòåëü. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå(12.408) ñâÿçûâàåò âåðøèíû ñ ðàçëè÷íûìè âûõîäàìè, íî ñ îäíèìè è òåìèæå âõîäîì è ñïèíîâîé êîí�èãóðàöèåé. Ýòî äèêòóåò óñëîâèÿ, ñîãëàñíî êî-òîðûì íå âñå êîí�èãóðàöèè ïåðåõîäÿò â ëþáûå äðóãèå, à âñå âîçìîæíûåïåðåõîäû îêàçûâàþòñÿ ñãðóïïèðîâàíû â âîñåìü êëàññîâ, íå ïåðåñåêàþ-ùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì, ïîëîâèíà èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà íà �èñ. 12.124.Îñòàâøèåñÿ êëàññû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ïîêàçàííûõ çàìåíîé âñåõñïèíîâ íà îáðàòíûå ñ ñîõðàíåíèåì íàïðàâëåíèé âñåõ ñòðåëîê.Íà �èñ. 12.124 â ðÿäàõ ïåðåáðàíû âñå òðè âîçìîæíûõ âõîäà äëÿ çà-äàííîé âåðøèíû. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ëåâûé ðÿä â ëåâîì âåðõíåìêâàäðàíòå. Â âåðõíåé âåðøèíå âõîä � ëåâûé íèæíèé õâîñò, â ñðåäíåé� ïðàâûé íèæíèé, è â íèæíåé � ïðàâûé âåðõíèé, ò.å. ïåðåáðàíû âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû. Â ñëåäóþùèõ ðÿäàõ ïåðåáðàíû è âñå âîçìîæíûåâûõîäû.Ñîñòàâèì òåïåðü áàëàíñíûå ñîîòíîøåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.408),ñóììà âåñîâ âñåõ êîí�èãóðàöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû ïðè çà-
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�èñ. 12.124: Ïîëîâèíà âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåõîäîâ ïðè îáíîâëåíèè êîí-�èãóðàöèé. Îñòàâøèåñÿ ïåðåõîäû ïîëó÷àþòñÿ èç ïîêàçàííûõ çàìåíîéâñåõ ñïèíîâ íà îáðàòíûåäàííîì âõîäå áåç èçìåíåíèÿ ñïèíîâîé êîí�èãóðàöèè, äîëæíà áûòü ðàâíàïîëíîìó âåñó âåðøèíû, ò.å. ìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó. Íàïðèìåð, äëÿ ëåâîãîâåðõíåãî êâàäðàíòà èìååì:
W1 = b1 + a+ b,

W2 = a + b2 + c, (12.409)
W3 = b+ c+ b3,ãäå

W1 = 〈↑↓| Hb |↓↑〉 = 〈↓↑| Hb |↑↓〉 = 1/2,

W2 = 〈↓↑| Hb |↓↑〉 = 〈↑↓| Hb |↑↓〉 = △/2 + hb + ǫ, (12.410)
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W3 = 〈↓↓| Hb |↓↓〉 = ǫ.Ñëåâà â (12.409) � ïîëíûå âåñà âåðøèí, ñïðàâà � òðåáóþùèå îïðåäåëåíèÿâåñà ñåãìåíòîâ ïðÿìûõ ïåòåëü. Ïðè âûâîäå âçÿòî âî âíèìàíèå òàêæåóñëîâèå (12.406), ó÷èòûâàþùåå, ÷òî ïàðíîå (ñ èíâåðñèåé íàïðàâëåíèÿ)ïåðåêëþ÷åíèå ñïèíîâ â ñåãìåíòå íå ìåíÿåò âåñ. Çàìåòèì, ÷òî âåñ äâóõêîí�èãóðàöèé, ïîêàçàííûõ íà �èñ. 12.123, îòìå÷åí êàê b; à âåñà âñåõêîí�èãóðàöèé òèïà boune � êàê bi, i = 1, 2, 3.Ó÷òåì òàêæå, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå íà �èñ. 12.124 êîí�èãóðàöèè íåíåçàâèñèìû, òàê êàê ìåæäó êâàäðàíòàìè åñòü ñèììåòðèÿ. Íàïðèìåð,óðàâíåíèÿ ëåâîãî âåðõíåãî êâàäðàòà ñîâïàäóò ñ óðàâíåíèÿìè êâàäðàí-òà, èíâåðñíîãî ïî çàïîëíåíèþ ïðàâîìó âåðõíåìó êâàäðàíòó è ñ òåì æåíàïðàâëåíèåì îáõîäà ïåòåëü. Òàêæå ó÷òåì ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî èí-âåðñèè ïî âåðòèêàëüíîé îñè (îñè ìíèìîãî âðåìåíè). Ýòî ïðèâîäèò ê ñîâ-ïàäåíèþ óðàâíåíèé ëåâîãî âåðõíåãî êâàäðàíòà ñ óðàâíåíèÿìè ïðàâîãîíèæíåãî. Â èòîãå îñòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè òîëüêî óðàâíåíèÿ ëåâîãî íèæ-íåãî êâàäðàíòà:
W1 = b′1 + a′ + b′,

W2 = a′ + b′2 + c′, (12.411)
W3 = b′ + c′ + b′3;

W4 = 〈↑↑| Hb |↑↑〉 = ǫ+ 2hb. (12.412)Çàìåòèì, ÷òî â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ óðàâíåíèÿ (12.411) è (12.409)ýêâèâàëåíòíû.Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé (12.411), (12.409) îáðàòèì âíèìàíèå íà òî,÷òî â êàæäîì ñîîòíîøåíèè øåñòü íåèçâåñòíûõ â òðåõ óðàâíåíèÿõ ñ äî-ïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè íåîòðèöàòåëüíîñòè ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì,



858 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎåñòü âîçìîæíîñòü ïîäîáðàòü ðåøåíèÿ, íàèáîëåå ý��åêòèâíûå äëÿ ïðî-öåññà ÌÊ.Îäèí èç ñïîñîáîâ òàêîãî ïîäáîðà çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå â êà÷åñòâå ðå-øåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ âåðøèí (12.399), (12.400) (áóäåì íàçûâàòüýòî ðåøåíèåì A):
a =

W1W2

W1 +W 2 +W3

, b =
W1W3

W1 +W 2 +W3

, (12.413)
c =

W2W3

W1 +W 2 +W3
, bi =

W 2
i

W1 +W 2 +W3
,êàê â ìåòîäå SSE ñ ïåòëåâûìè îáíîâëåíèÿìè. Òàêîå æå ðåøåíèå äëÿ(12.411) îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåäåííîãî çàìåíîé W3→ W 4. Ôàêòè÷åñêè ñõå-ìà íå îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî ïåòëåâîãî ìåòîäà SSE. Ñëèøêîì áîëüøîéâåñ íåý��åêòèâíûõ ïðîöåññîâ boune, îñîáåííî ïðè óìåíüøåíèè ìàãíèò-íîãî ïîëÿ è àíèçîòðîïèè, äåëàåò ðåøåíèå (12.413) è âñþ íîâóþ ñõåìóíåý��åêòèâíûìè, ïîýòîìó äàëåå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîå ðåøåíèå (12.413)� ðåøåíèå B.�åøåíèå (12.413) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç íåèçâåñòíûå âåñà bi ïðîöåñ-ñîâ boune è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (12.410):

a =
1 + △

4
+
hb
2

+
−b1 − b2 + b3

2
,

b =
1 −△

4
− hb

2
+

−b1 + b2 − b3
2

,

c =
1 −△

4
+
hb
2

+ ǫ+
b1 − b2 − b3

2
, (12.414)

a′ =
1 + △

4
− hb

2
+

−b′1 − b′2 + b′3
2

,

b′ =
1 −△

4
+
hb
2

+
−b′1 + b′2 − b′3

2
,
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�èñ. 12.125: Àëãîðèòìè÷åñêàÿ �àçîâàÿ äèàãðàììà. Ïîêàçàíû îáëàñòè,ãäå âåñà ðàçëè÷íûõ ïðîöåäóð boune ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè
c′ =

△− 1

4
+

3hb
2

+ ǫ+
b′1 − b′2 − b′3

2
,à çàòåì ïîïðîáîâàòü ìèíèìèçèðîâàòü âåñà íåý��åêòèâíûõ ïðîöåññîâ

b1, . . . , b
′
3. Èññëåäóÿ ñâîéñòâà XXZ-ìîäåëè, àâòîðû [109℄ ïîäîáðàëè çíà-÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïàðàìåòðîâ (�èñ. 12.125).Ýòî ðåøåíèå áîëåå ý��åêòèâíîå � ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìàâîçðàñòàåò ïî÷òè íà ïîðÿäîê ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåøåíèÿ B ïî ñðàâíå-íèþ ñ ðåøåíèåì A (�èñ. 12.126).Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ìîäåëè íóæíî ïîäáèðàòüðåøåíèå áàëàíñíûõ óðàâíåíèé äëÿ óâåëè÷åíèÿ ý��åêòèâíîñòè ñõåìû.Äàëåå íå áóäåì ïîäðîáíî èçëàãàòü äåòàëè SSE-ñõåìû ñ ïðÿìûìè ïåò-ëÿìè, äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ äàííûì ìåòîäîì ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê äîñòà-òî÷íî ïîäðîáíîé ðàáîòå [109℄, ãäå èçëîæåí âåñü àëãîðèòì ìåòîäà ñ ïðàê-òè÷åñêèìè ðåêîìåíäàöèÿìè âïëîòü äî íàïèñàíèÿ êîìïüþòåðíîãî êîäà.Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòàõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïî-ìîùè SSE-àëãîðèòìà ñ ïðÿìûìè ïåòëÿìè.SSE-àëãîðèòì ñ ïðÿìûìè ïåòëÿìè ïîçâîëÿåò îïóñêàòüñÿ äî î÷åíü íèç-êèõ òåìïåðàòóð, ÷òî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà �èñ. 12.127.Ïðÿìûå ïåòëè ñ ðàçðûâàìè ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü èí�îðìàöèþ î íåäèà-ãîíàëüíûõ ñðåäíèõ è êîëëåêòèâíîì îòêëèêå ñèñòåìû. Âêëþ÷åíèå â ñõåìó
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�èñ. 12.126: Çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííûõ âðåìåí â çàâèñèìîñòè îò ñè-ëû âíåøíåãî ïîëÿ äëÿ ãåéçåíáåðãîâñêîé öåïî÷êè ñ N = 64 è β = 16.Ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ÌÊ-ñèìóëÿöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèé A è B
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�èñ. 12.127: Íàìàãíè÷åííîñòü ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò âíåøíåãî ïîëÿäëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè �åéçåíáåðãà. L = 64. Äàííûå èç [109℄âåðòèêàëüíîé îñè � àíàëîãà øêàëû ìíèìîãî âðåìåíè � ïîçâîëÿåò ðàññ÷è-òûâàòü âðåìåííûå ñðåäíèå (ñ ó÷åòîì âàðèàíòà îïèñàíèÿ â ïðåäñòàâëåíèèâçàèìîäåéñòâèÿ [112, 210℄).Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìîæíî îáîáùèòü ñõåìó, ïðèâåäåííóþ çäåñü,è íà ñëó÷àé S > 1/2, à òàêæå íà áîçå-ñèñòåìû: â [111℄ ðàçðàáîòàíû ý�-�åêòèâíûå âàðèàíòû SSE ñ ïðÿìûìè ïåòëÿìè äëÿ òàêèõ ñèñòåì, ïðåäëà-ãàþòñÿ áîëåå ý��åêòèâíûå ðåøåíèÿ áàëàíñíûõ óðàâíåíèé, ïðàêòè÷åñêèèñêëþ÷àþùèå èç ñõåìû íåý��åêòèâíûå ïðîöåäóðû boune è ñëàáî ÷óâ-ñòâèòåëüíûå ê îñîáåííîñòÿì ìîäåëè.12.9 Ïðîöåäóðû ïåðåâçâåøèâàíèÿ (Reweighting)Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ïîëåçíóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ñ óñïåõîì èñ-ïîëüçóåòñÿ êàê â êëàññè÷åñêèõ, òàê è â êâàíòîâûõ ìåòîäàõ ÌÊ � ìåòîäïåðåâçâåøèâàíèÿ (reweighting), ïðåäëîæåííûé â 1988-1989 ãã. Ferrenbergè Swendsen â [200, 211℄.�àññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ñïèíîâóþ ìîäåëü, îïèñûâàåìóþ ñëåäóþ-ùèì ãàìèëüòîíèàíîì:
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−βH = K

∑

〈ij〉
σiσj + h

∑

i

σi = KS + hM, (12.415)ãäå K � áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà (K = J/kT ); h � âíåøíåå ìàãíèòíîåïîëå (òàêæå â åäèíèöàõ kT ); β = 1/kT .Î÷åâèäíî, ÷òî ãèááñîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èí S è M çàäàåòñÿñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:
P(K,h) (S,M) =

1

Z (K, h)
N (S,M) eKS+hM , (12.416)ãäå N(S,M) � ÷èñëî êîí�èãóðàöèé, îòíîñÿùèõñÿ ê òî÷êå (S,M) �àçî-âîãî ïðîñòðàíñòâà; Z (K, h) � ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà, îïðåäåëÿåìàÿ âû-ðàæåíèåì

Z (K, h) =
∑

S,M

N(S,M)eKS+hM . (12.417)�èñòîãðàììà äëÿ âåëè÷èí S,M , êîòîðóþ ìîæíî ñîáðàòü â ïðîöåññåÌÊ-ñèìóëÿöèè, ïðîïîðöèîíàëüíà âåðîÿòíîñòè P(K,h) (S,M). Ýòó ãèñòî-ãðàììó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñ÷åòà ïðè äðóãèõ ïàðàìåòðàõ ìîäå-ëè. �àñïðåäåëåíèå ïðè íîâûõ ïàðàìåòðàõ (K ′, h′) ìîæåò áûòü âûðàæåíî÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå ïðè äàííûõ (K, h) (ïåðåâçâåøåíî) ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:
P(K ′,h′) (S,M) =

P(K,h) (S,M) e(K
′−K)S+(h′−h)M

∑
S,M

P(K,h) (S,M) e(K ′−K)S+(h′−h)M
. (12.418)Òàê êàê K ′ è h′ íåïðåðûâíû, ìîæíî ïîëó÷èòü äàííûå ïðè ëþáûõ çíà÷å-íèÿõ, íå ïðîâîäÿ çàíîâî ïðîöåäóðó ÌÊ.Íà �èñ. 12.128 ïðåäñòàâëåí ðàñ÷åò äâóìåðíîé ìîäåëüþ Èçèíãà (12.415)ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû ïåðåâçâåøèâàíèÿ.Âèäíî, ÷òî îäíîãî ÌÊ-ðàñ÷åòà äîñòàòî÷íî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âñåéòåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè. Ñîâïàäåíèå ñ òåîðèåé âåëèêîëåïíîå: çíà÷å-íèå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ñîâïàäàåò ñ òåîðåòè÷åñêèì ñ òî÷íîñòüþ

0.04 %, à âûñîòà ìàêñèìóìà � ñ òî÷íîñòüþ 0.2 %.



12. Òî÷íûå êâàíòîâûå àëãîðèòìû ñ îòñóòñòâèåì îøèáêè ðàçëîæåíèÿ Òðîòòåðà863

�èñ. 12.128: �ðà�èê òåïëîåìêîñòè êàê �óíêöèÿ òåìïåðàòóðû äëÿ äâó-ìåðíîé ñèñòåìû 16×16, îïèñûâàåìîé ìîäåëüþ Èçèíãà â îòñóòñòâèå âíåø-íåãî ïîëÿ. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé îòìå÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå èç [213℄; ñïëîø-íîé ëèíèåé � ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû ïåðåâçâå-øèâàíèÿ ê åäèíñòâåííîìó ðàñ÷åòó ïðè T = Tc (ïîêàçàíî âåðòèêàëüíîéëèíèåé)



864 ×àñòü 4. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÍÒÅ-ÊÀ�ËÎÇàìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà ïåðåâçâåøèâàíèÿ ñ óñïåõîì èñïîëüçóåòñÿ äëÿòî÷íîãî ïåðåñ÷åòà �óíêöèè �ðèíà, êàê îáñóæäàëîñü â ðàçäåëå î êîíòèíó-àëüíîì êâàíòîâîì ìåòîäå ÌÊ â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, ïðè èññëåäîâàíèèïîëÿðîííûõ è ýêñèòîííûõ ìîäåëåé [78, 79℄ è äð.



×àñòü 5
Çàêëþ÷åíèå
�àçâèòèå íàíîòåõíîëîãèé, �èçèêè ñëîæíûõ ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì, îá-ëàäàþùèõ ñèëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, íåâîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî îïè-ñàíèÿ ñèñòåì ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ÷èñ-ëåííûõ êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ.Â êíèãå áûë ïðåäñòàâëåí äàëåêî íå ïîëíûé îáçîð ìåòîäîâ òî÷íîéäèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû, êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ àë-ãîðèòìîâ ÌÊ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ èçó÷åíèÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ñèñòåì.Ïî ìåðå âîçìîæíîñòè â êíèãå êðàòêî ïðåäñòàâëÿëèñü ýòè ñèñòåìû è àäåê-âàòíûå �èçè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ èõ îïèñàíèÿ: íàíîñòðóêòóðû � êâàíòîâûåÿìû, êâàíòîâûå òî÷êè; âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ñâåðõïðîâîäíèêè; ñâåðõòå-êó÷èé ãåëèé; áîçå-ãàç àòîìàðíûõ ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ â ìàãíèòîîïòè÷å-ñêèõ ëîâóøêàõ; ðàçëè÷íûå ñïèíîâûå ñèñòåìû � íàíîìàãíèòû, ñïèíîâûåëåñòíèöû, öåïî÷êè è ò.ä. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàññìàòðèâàëèñü ìîäåëè âñåõòðåõ îñíîâíûõ êâàíòîâûõ ñòàòèñòèê � �åðìè, áîçå è ñïèíîâîé. Ýòî ìî-äåëè Õàááàðäà, Áîçå � Õàááàðäà, �åéçåíáåðãà è Èçèíãà, êîíòèíóàëüíûåìîäåëè ñ âçàèìîäåéñòâèåì äëÿ 4He, ìîäåëè ñâåðõïðîâîäÿùèõ ïëîñêîñòåéäëÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ è äð. Ñàìè ìåòîäû ðàñ÷å-òà ðàçâèâàëèñü èç-çà íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì. Èç-çàîãðàíè÷åííîñòè îáúåìà â êíèãó íå âîøëè âàðèàöèîííûå ìåòîäû ÌÊ,ìåòîäû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè, ðåâåðñèâíûå àëãîðèòìû ÌÊ, ìåòî-865



866 ×àñòü 5. Çàêëþ÷åíèåäû ðåíîðìàëèçàöèîííîé ãðóïïû è ìíîãîå äðóãîå. Ñîâðåìåííàÿ âû÷èñ-ëèòåëüíàÿ �èçèêà � äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü, è âñå ìíîãî-îáðàçèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ íåâîçìîæíî îòðàçèòü â îäíîéêíèãå. Áûëè ïîêàçàíû ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííîé è êà÷åñòâåí-íîé èí�îðìàöèè ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè, ÷òî ÷àñòî íåâîçìîæ-íî ïðè àíàëèòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè, îáñóæäåíû òîíêîñòè ÷èñëåííîãîïðåäñòàâëåíèÿ �èçè÷åñêîé èí�îðìàöèè, ïðèåìû ðàáîòû ñ ìàòðèöàìè, ñâåðîÿòíîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è äð.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü êîëëåãàì, ñîâìåñòíî ñ êîòîðûìèáûëè ïðîâåäåíû ìíîãèå èññëåäîâàíèÿ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ îòðàæåíûâ êíèãå: Ñâèñòóíîâó Á.Â., Ïðîêî�üåâó Í.Â., Òóïèöûíó È.Ñ., ÌèùåíêîÀ.Ñ., Îïåíîâó Ë.À., Ïîäëèâàåâó À.È., �óäíåâó È.À., Çþáèíó Ì.Â. Àâòî-ðû ïðèçíàòåëüíû Ìèùåíêî À.Ñ. çà ïðåäîñòàâëåííûå ìàòåðèàëû ïî ìå-òîäó âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è äèàãðàììíîìó ìåòîäó ÌÊ;Ñâèñòóíîâó Á.Â. çà ìàòåðèàëû ïî îáîáùåííîìó äèàãðàììíîìó ìåòîäóÌÊ è ðåäóöèðîâàííîìó äåòåðìèíàíòíîìó ìåòîäó, à òàêæå çà êðèòè÷å-ñêîå ÷òåíèå ðóêîïèñè; Êàðöåâó Ï.Ô. çà äèñêóññèè è ïîìîùü â íàïèñàíèèðàçäåëîâ î äåòåðìèíàíòíûõ êâàíòîâûõ ìåòîäàõ ÌÊ è çà ïðåäîñòàâëåí-íûå ìàòåðèàëû ïî èìïóëüñíîìó òðàåêòîðíîìó àëãîðèòìó, ïî òðàåêòîð-íîìó àëãîðèòìó CTWL è ïî ïðîáëåìå çíàêà â ÌÊ.



×àñòü 6Ïðèëîæåíèÿ
Ï.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à�àññìîòðèì ñíà÷àëà óïðîùåííûé ïîäõîä ê äàííîé ïðîáëåìå, ñðàçó ïðè-âîäÿùèé ê ïðàêòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïðåäñòàâèòüýêñïîíåíòó îò äâóõ÷àñòè÷íîãî îïåðàòîðà ÷åðåç ñóììó ýêñïîíåíò îò îäíî-÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâ (â äàííîì ñëó÷àå îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö), ÷òî-áû ïðåîáðàçîâàòü âçàèìîäåéñòâóþùóþ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà. �àññìîò-ðèì äâà âçàèìîäåéñòâóþùèõ áåññïèíîâûõ �åðìèîíà íà ñîñåäíèõ óçëàõ
i, j. Ýêñïîíåíòó îò ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ eαninj óäîáíî çàìåíèòü íà
eα(ni− 1

2)(nj− 1
2), ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèì ñäâèãîì õèìè÷åñêî-ãî ïîòåíöèàëà â ãàìèëüòîíèàíå. Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

eα(ni− 1
2)(nj− 1

2) = A
∑

S=±1

eγS(ni+nj−1), (Ï.1.1)ãäå A è γ � íåêîòîðûå êîý��èöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ ïîëíîãîïåðåáîðà ñîñòîÿíèé (òàáë. Ï.1).Èç òàáë. Ï.1 íàõîäèì:
A =

1

2
e
−α/4

; chγ = eα/2. (Ï.1.2)Äðóãîé âàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à ñîñòîèò â867



868 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÒàáëèöà Ï.1.1: Çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à
ni nj eα(ni− 1

2)(nj− 1
2) A

∑
S=±1

eγS(ni+nj−1)

0 0 eα/4 2A chγ

0 1 e−α/4 2A

1 0 e−α/4 2A

1 1 eα/4 2A chγèñïîëüçîâàíèè â îäíî÷àñòè÷íîé ýêñïîíåíòå íå ñóììû, à ðàçíîñòè n1 è
n2:

eα(ni− 1
2)(nj− 1

2) = A
∑

S=±1

eγS(ni−nj). (Ï.1.3)Èç âûðàæåíèÿ (Ï.1.1) íåñëîæíî ïîëó÷èòü è òàêîé âàðèàíò ïðåîáðà-çîâàíèÿ Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à:
e−△τUini↑ni↓ = AeB(ni↓+ni↑)

∑

S=±1

eCS(ni↑+ni↓−1), (Ï.1.4)ãäå A = e△τU/2; B = −1
2
△τU ; C = arch

(
1
2
e−△τU/2

).Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à ñ áîëååîáùèõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ïîçèöèé, ñëåäóÿ [95℄.Ïðåîáðàçîâàíèå Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à îñíîâûâàåòñÿ íà òîæäåñòâå[177℄
eA

2/2 =
1√
2π

∫
dx e−

1
2
x2−xA, (Ï.1.5)ãäå A � íåêîòîðûé îïåðàòîð. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ñèñòåìó âçà-èìîäåéñòâóþùèõ �åðìèîíîâ â íåâçàèìîäåéñòâóþùèå ÷àñòèöû, ñâÿçàí-íûå �ëóêòóèðóþùèì âíåøíèì ïîëåì.Â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî õàááàðäîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ



Ï.1. Ïðåîáðàçîâàíèå Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à 869
H1 = Un↑n↓ (Ï.1.6)ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå âàðèàíòû òî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (Ï.1.6),ïîëüçóÿñü ïðîñòûì ïåðåáîðîì ñîñòîÿíèé äâóõóçåëüíîé çàäà÷è ñî ñïèíîì,àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîé ðàíåå òàáë. Ï.1:

n↑n↓ = −1

2
(n↑ − n↓)

2 +
1

2
(n↑ + n↓) ; (Ï.1.7)

n↑n↓ = +
1

2
(n↑ + n↓)

2 − 1

2
(n↑ + n↓) ; (Ï.1.8)

n↑n↓ =
1

4
(n↑ + n↓)

2 − 1

4
(n↑ − n↓)

2. (Ï.1.9)Â (Ï.1.7) è (Ï.1.8) ââåäåíî ïî îäíîìó âñïîìîãàòåëüíîìó ¾âíåøíåìó¿ïîëþ (�ëóêòóàöèè (n↑ ± n↓)
2, â òî âðåìÿ êàê â (Ï.1.9) � äâà ðàçëè÷íûõïîëÿ.�àññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ñ ó÷åòîì ðàçáèåíèÿ ãàìèëüòîíè-àíà íà çàòðàâî÷íóþ ýíåðãèþ H0 è âîçìóùåíèå H1:

Z = Tre−β(H0+H1) ∼= Tr

L∏

i=1

e−△τH0e−△τH1 (Ï.1.10)ñ òî÷íîñòüþ O((△τ)2[H0, H1]). Â ïðåäåëå △τ → 0 ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììàïðåäñòàâèìà â âèäå �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà
Z = TrTτexp


−

β∫

0

dτ (H0τ +H1τ )


 , (Ï.1.11)ãäå èíäåêñ τ îòìå÷àåò óïîðÿäî÷åííîñòü îïåðàòîðîâ ïî øêàëå ìíèìî-ãî âðåìåíè. Ó÷èòûâàÿ âèä âîçìóùåíèÿ (Ï.1.6) è ñîîòíîøåíèÿ (Ï.1.5),(Ï.1.7) � (Ï.1.9), âûðàæåíèå (Ï.1.11) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü. Íàïðèìåð,ó÷èòûâàÿ (Ï.1.7), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Z ∝
∫
Dx (τ) exp


−

β∫

0

dτ x2 (τ)


TrTτ× (Ï.1.12)



870 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿ
×exp


−

β∫

0

dτ
(
H0τ +

√
Ux (τ) (nτ↑ − nτ↓)

)
+
U

2
(nτ↑ + nτ↓)


 ,îïèñûâàþùåå ñèñòåìó íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ â �ëóê-òóèðóþùåì äåéñòâèòåëüíîì ïîëå x (τ), âçàèìîäåéñòâóþùåì ñ z-êîìïîíåíòîéñïèíîâ ÷àñòèö.Ïåðåõîäÿ íàçàä â äèñêðåòíîå ïî ìíèìîìó âðåìåíè îïèñàíèå (Ï.1.10)è ââîäÿ èçèíãîâñêóþ ïåðåìåííóþ S, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

e−△τUn↑n↓ =
1

2
TrSe

2aS(n↑−n↓)− 1
2
△τU(n↑+n↓);

e−△τUn↑n↓ =
1

2
TrSe

2bS(n↑+n↓−1)− 1
2
△τU(n↑+n↓−1), (Ï.1.13)ãäå

th2a = th

(△τU
4

)
; th2b = −th

(△τU
4

)
. (Ï.1.14)Ñîîòíîøåíèÿ (Ï.1.13) ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè(Ï.1.1), (Ï.1.2) ïîñëå íåêîòîðûõ ïåðåîáîçíà÷åíèé.×òîáû ïðè èçâëå÷åíèè êîðíåé ïðè ðàñ÷åòå (Ï.1.5) íå âîçíèêàëî ìíè-ìûõ âåëè÷èí, äëÿ ñëó÷àÿ îòòàëêèâàíèÿ (U > 0) ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿïåðâûì âûðàæåíèåì èç (Ï.1.13), à âòîðîå èñïîëüçîâàòü äëÿ ñëó÷àÿ ïðè-òÿæåíèÿ (U < 0). Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè-÷åñêîé ñóììû â ñëåäóþùåì âèäå:

Z = TrS(τ)TrTτexp

(
−
∑

τ

△τ
[
H0τ + λS (τ) (n↑τ − n↓τ ) −

1

2
U (n↑τ + n↓τ )

])
;

λ =
2

△τ arcth

√
th

(△τU
4

)
. (Ï.1.15)Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (Ï.1.9) ñ äâóìÿ �ëóêòóàöè-îííûìè ïîëÿìè è ïîëó÷èòü



Ï.1. Ïðåîáðàçîâàíèå Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à 871
e−△τUn↑n↓ = (Ï.1.16)

=
1

4
TrS1S2e

2c1S1(n↑−n↓)+2ic2S2(n↑+n↓−1)− 1
2
△τU(n↑+n↓− 1

2);

th2c1 = th2c2 = th

(△τU
8

)
. (Ï.1.17)



872 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿ
Ï.2 Òåîðåìà î ñëåäå ýêñïîíåíòû áèëèíåéíîé�îðìû îäíî÷àñòè÷íûõ îïåðàòîðîâÄîêàæåì, ÷òî

Tre−a
+
i Aijaje−a

+
i Bijaj = det

(
1 + e−Ae−B

)
, (Ï.2.1)ãäå A è B � çàäàííûå ìàòðèöû, à ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçó-ìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.Äîêàæåì ñíà÷àëà òîæäåñòâî

e−a
+
i Aijaje−a

+
i Bijaj = e

−
P

ν
a+ν lνaν

, (Ï.2.2)ãäå λν = e−lν � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû e−Ae−B. (Ï.2.1) ñðàçó ñëåäóåòèç (Ï.2.2), òàê êàê
Tre

−
P

ν
a+ν lνaν

= Tr
∏

ν

e−a
+
ν lνaν = (Ï.2.3)

=
∏

ν

(
1 + e−lν

)
= det

(
1 + e−Ae−B

)
.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (Ï.2.2) ðàññìîòðèì îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå

|φ〉 =
∑

j

qja
+
j |0〉 , (Ï.2.4)ãäå qj � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ïóñòü |µ〉 � áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà B äèà-ãîíàëüíà, ò.å.

B =
∑

µ

|µ〉 bµ 〈µ| . (Ï.2.5)Îïðåäåëèì íîâûå êîîðäèíàòû
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aµ =

∑

j

〈µ | j〉aj , a+
µ =

∑

j

〈j | µ〉a+
j (Ï.2.6)è, ñîîòâåòñòâåííî,

aj =
∑

µ

〈j | µ〉aµ, a+
j =

∑

µ

〈µ | j〉a+
µ .Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà �åðìèîííûõ îïåðàòîðîâ, ìîæíî çàïèñàòü:

e−a
+
i Bijaj = e−a

+
µ bµaµ =

∏

µ

[
1 +

(
e−bµ − 1

)
a+
µ aµ
]
. (Ï.2.7)Ñ ó÷åòîì (Ï.2.4) è àíòèêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé íàõîäèì

e−a
+
i Bijaj |φ〉 =

∑

j

q′ja
+
j |0〉 , q′j =

∑

j

(
e−B

)
ij
qj . (Ï.2.8)Àíàëîãè÷íî,

e−a
+
i Aijaje

−a+i Bijaj |φ〉 =
∑

j

q′′j a
+
j |0〉 , q′′j =

∑

j

(
e−Ae

−B
)
ij
qj . (Ï.2.9)Âûðàæåíèå (Ï.2.9) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî áàçèñà, â ÷àñòíîñòè äëÿáàçèñà, â êîòîðîì ìàòðèöà e−Ae−B äèàãîíàëüíà. Åñëè òåïåðü |φ〉 � ñîá-ñòâåííîå ñîñòîÿíèå e−Ae−B,

|φ〉 = a+
ν |0〉 ,òî

e−a
+
i Aijaje

−a+i Bijaj |φ〉 =
(
e−Ae

−B
)
νν
a+
ν |0〉 = e−lνa+

ν |0〉 ,è (Ï.2.2) äîêàçàíî äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ÷àñòèöû.�àññìîòðèì òåïåðü äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå
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|φ〉 = a+

µ1
a+
µ2
|0〉 , (Ï.2.10)

òîãäà
e−a

+
i Bijaj |φ〉 =

∏

µ

[
1 +

(
e−bµ − 1

)
a+
µ aµ
]
a+
µ1
a+
µ2
|0〉 =

= e−Bµ1e−Bµ2a+
µ1
a+
µ2
|0〉 . (Ï.2.11)

Äîêàçàòåëüñòâî (Ï.2.2) ñëåäóåò ñ î÷åâèäíîñòüþ ïðè µ1 6= µ2; åñëè æå
µ1 = µ2, îáå ñòîðîíû (Ï.2.11) òîæäåñòâåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü èç-çàïðèíöèïà Ïàóëè.



Ï.3. Èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ è òåìïåðàòóðíîé �óíêöèåé �ðèíà875
Ï.3 Èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñïåê-òðàëüíîé ïëîòíîñòüþ è òåìïåðàòóðíîé�óíêöèåé �ðèíàÄîêàæåì âàæíîå äëÿ ðàñ÷åòà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé è äèñïåðñèè êâàçè-÷àñòèö èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíûåñâîéñòâà òåìïåðàòóðíîé �óíêöèè �ðèíà (âïåðâûå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå�óíêöèé �ðèíà ââåë Ìàöóáàðà [231℄):

Gσ (i, j, τ) = −
〈
Tτ ciσ (τ) c+jσ(0)

〉 (Ï.3.1)è åå �óðüå-êîìïîíåíòû
Gσ (p, τ) = −

〈
Tτ cpσ (τ) c+pσ (0)

〉 (Ï.3.2)Ñîãëàñíî [188, 232℄, ìåæäó �óíêöèåé �ðèíà è ñïåêòðàëüíîé ïëîò-íîñòüþ Aσ(p, ω), ñóììèðîâàíèå êîòîðîé ïðèâîäèò ê ïîëíîé ïëîòíîñòèîäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé
N (ω) =

∑

pσ

Aσ(p, ω), (Ï.3.3)èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå:
Gσ (p, τ) = −

∫
Aσ (p, ω) e−ωτ

1 + e−ωβ
dω. (Ï.3.4)Äîêàæåì åãî êàê äëÿ ñëó÷àÿ áîçå-÷àñòèö, òàê è äëÿ �åðìèîííîé ñòàòè-ñòèêè.�àññìîòðèì âíà÷àëå íàèáîëåå îáùèå ñâîéñòâà òåìïåðàòóðíûõ �óíê-öèé �ðèíà. Ýòè ñâåäåíèÿ ïîíàäîáÿòñÿ äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ ñîâðåìåííûõìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî â íåïðåðûâíîì âðåìåíè.



876 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÏåðåïèøåì îïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðíîé �óíêöèè �ðèíà (Ï.3.1) â áî-ëåå îáùåì âèäå è ïðîèëëþñòðèðóåì áîëåå äåòàëüíî äåéñòâèå âðåìåííîéïåðåìåííîé [188℄:
Gσ1σ2 (i, j, τ) =





−Tr

[
ciσ1 (τ) c+jσ2

(0)
]
, 0 < τ < β;

∓Tr
[
c+jσ2

(0)c
iσ1

(τ)
]
, β < τ < 0.

(Ï.3.5)Âåðõíèé èíäåêñ â (Ï.3.5) îòíîñèòñÿ ê áîçå-ñòàòèñòèêå, íèæíèé � ê �åðìè-ñòàòèñòèêå; c (τ) = eHτ ce−Hτ ; ïîä óñðåäíåíèåì (Tr ≡ 〈. . .〉) ïîíèìàåòñÿóñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ �èááñà.Åùå áîëåå îáùèé âèä (Ï.3.5) ñ ïðîèçâîëüíûì îòñ÷åòîì âðåìåíè âû-ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Gσ1σ2 (i, j, τ1, τ2) =





−
〈
ciσ1 (τ1) c

+
jσ2

(τ2)
〉
, τ1 > τ2;

∓
〈
c+jσ2

(τ2)ciσ1
(τ1)

〉
, τ2 > τ1

= (Ï.3.6)
=





−Tr
[
eβ(F−H)eH(τ1−τ2)ciσ1e

−H(τ1−τ2)c+jσ2
(0)
]
, τ1 > τ2;

∓Tr
[
eβ(F−H)eH(τ2−τ1)c

+

jσ2
e−H(τ2−τ1)c

iσ1
(τ)
]
, τ2 > τ1.Çäåñü F � òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë â ïåðåìåííûõ T, V, µ:

dF = −SdT − PdV −Ndµ. (Ï.3.7)Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ â áîëüøîì êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå,÷òî ïîäðàçóìåâàåò âî âñåõ âûðàæåíèÿõ ïåðåìåííîå ÷èñëî ÷àñòèö:
H =⇒ H − µN. (Ï.3.8)Ôóíêöèÿ �ðèíà (Ï.3.6) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè τ = τ1 − τ2. Åñëèñèñòåìà îäíîðîäíà è èçîëèðîâàíà, òî (Ï.3.6) çàâèñèò òàêæå òîëüêî îòðàçíîñòè êîîðäèíàò ri−rj. G(τ) ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé �óíêöèåé ïåðåìåí-íîé τ è èñïûòûâàåò ñêà÷îê â òî÷êå τ = 0. �àññ÷èòàåì âåëè÷èíó ñêà÷êàíåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèÿ (Ï.3.6):
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△G = Gσ1σ2 (i, j, τ) −Gσ1σ2 (i, j,−τ)|τ→0 = (Ï.3.9)

= −Tr
[
eβ(F−H)

(
ciσ1c

+
jσ2

∓ c+jσ2
ciσ1

)]
.Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ, ïîëüçóÿñü ïðàâèëàìè êîììóòàöèè (àí-òèêîììóòàöèè), íàõîäèì

△G = −δijδσ1σ2 . (Ï.3.10)Âåëè÷èíà ñêà÷êà äëÿ áîçå- è �åðìè-ñòàòèñòèêè îêàçûâàåòñÿ îäèíà-êîâîé.Òåìïåðàòóðíàÿ (ìàöóáàðîâñêàÿ) �óíêöèÿ �ðèíà, â ïðèíöèïå, îïðå-äåëÿåò âñþ òåðìîäèíàìèêó ñèñòåìû. Íàïðèìåð, ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèöâûðàæàåòñÿ êàê �óíêöèÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è òåìïåðàòóðû, îòêîòîðîãî çàâèñèò �óíêöèÿ �ðèíà:
N =

∑

jσ

c+jσcjσ = ±
∑

jσ

Gσσ (j, j, τ, τ + 0). (Ï.3.11)Ôàêòè÷åñêè ëþáóþ òåðìîäèíàìè÷åñêóþ âåëè÷èíó èëè êîððåëÿöèîí-íóþ �óíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñàìó �óíêöèþ �ðèíà, åå èíòåãðàë,ïðîèçâîäíóþ èëè ïðåäåë (ñì. ïîäðîáíåå [38, 188, 232℄).Â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä �óíêöèè�ðèíà [188℄, ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå ïî ïëîñêèì âîëíàì îïåðàòîðîâ:
cjσ =

1√
Na

∑

p1

cp1e
ip1rj ; (Ï.3.12)

c+jσ =
1√
Na

∑

p2

c+p2e
−ip2rj .Â ðåçóëüòàòå

G0
σ1σ2

(i, j, τ > 0) = (Ï.3.13)



878 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿ
= − 1√

Na

∑

p1p2

ei(p1ri−p2rj)Tr
[
eβ(F0−H0)eτH0cp1σ1e

−τH0c+p2σ2

]
.Ó÷èòûâàÿ âèä ãàìèëüòîíèàíà ñâîáîäíûõ ÷àñòèö â èìïóëüñíîì ïðåä-ñòàâëåíèè,

H0 =
∑

pσ

(ε0 (p) − µ) c+pσcpσ, (Ï.3.14)ãäå ε0 (p) � äèñïåðñèÿ ÷àñòèö, çàâèñÿùàÿ îò âèäà ìîäåëè, ìîæíî ðàññ÷è-òàòü äåéñòâèå îïåðàòîðîâ:
eτH0apσe

−τH0 = apσe
−τ(ε(p)−µ); (Ï.3.15)

eτH0a+
pσe
−τH0 = a+

pσe
τ(ε(p)−µ).Îêîí÷àòåëüíî, ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì:

G0
σ1σ2

(i, j, τ > 0) = (Ï.3.16)
= −δσ1σ2√

Na

∑

p

eip(ri−rj)−τ(ε0(p)−µ)
(
1 ∓

〈
a+
pσapσ

〉)
,ò.å. �óíêöèÿ �ðèíà ñâîáîäíûõ ÷àñòèö âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû îò÷èñåë çàïîëíåíèÿ

npσ =
〈
a+
pσapσ

〉
=

1

eβ(ε0(p)−µ) ± 1
. (Ï.3.17)Ñîîòâåòñòâåííî, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

G0
σ1σ2

(i, j, τ < 0) = ±δσ1σ2√
Na

∑

p

eip(ri−rj)−τ(ε0(p)−µ)npσ. (Ï.3.18)Ïîä çíàêîì ñóììèðîâàíèÿ â (Ï.3.17),(Ï.3.18) ñòîÿò �óðüå-êîìïîíåíòû�óíêöèè �ðèíà, óæå íàïðÿìóþ ñâÿçàííûå ñ ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ:



Ï.3. Èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ è òåìïåðàòóðíîé �óíêöèåé �ðèíà879
G0
σ1σ2

(p, τ > 0) = −δσ1σ2e
−τ(ε0(p)−µ) (1 ∓ npσ) ; (Ï.3.19)

G0
σ1σ2

(p, τ < 0) = ±δσ1σ2e
−τ(ε0(p)−µ)npσ.Åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî �óíêöèè �ðèíà äëÿ ïðîèçâîëüíîé âçàè-ìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî âðåìåííîé ïåðåìåííîé äîêàæåì,ïðèìåíèâ öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó îïåðàòîðîâ ïîä çíàêîì ñëåäà â (Ï.3.6)äëÿ ñëó÷àÿ τ < 0:

Gσ1σ2 (i, j, τ < 0) = ∓Tr
(
eβ(F−H)e−Hτc+jσ2

eHτ ciσ1

)
=

= ∓Tr
(
eβF eHτciσ1e

−H(τ+β)c+jσ2

)
= (Ï.3.20)

= ∓Tr
(
eβ(F−H)eH(τ+β)ciσ1e

−H(τ+β)c+jσ2

)
.Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ îïðåäåëåíèåì (Ï.3.6), ïîëó÷àåì:

G (τ + β) = ±G (τ) , −β < τ < 0. (Ï.3.21)Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ �óíêöèþ �ðèíà â èíòåðâàëå 0 < τ < β, ïîëüçó-ÿñü (Ï.3.21), íàõîäèì åå ïðè îòðèöàòåëüíûõ âðåìåííûõ àðãóìåíòàõ.�àçëîæèì âûðàæåíèå (Ï.3.6) â áàçèñå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ãàìèëü-òîíèàíà H |n〉 = En |n〉 , òîãäà ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà ∑
m

|m〉 〈m| ≡ 1 ïîëó-÷àåì:
Gσ1σ2 (i, j, τ) =






−∑
mn

ρNn e
ω+

nmτ 〈n | ciσ1 | m〉
〈
m
∣∣ c+jσ2

∣∣ n
〉
, τ > 0;

∓∑
mn

ρNn e
ω−nmτ

〈
n
∣∣ c+jσ2

∣∣ m
〉
〈m | ciσ1 | n〉, τ < 0;

ω±nm = EN
n −EN±1

m ± µ±; (Ï.3.22)
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ρNn =

1

Z
e
−β(EN

n −µNn)

.Çäåñü ω±nm � ýíåðãèè ïåðåõîäîâ ìåæäó óðîâíÿìè ñ äîáàâëåíèåì (óäàëåíè-åì) îäíîé ÷àñòèöû, ρNn � ãèááñîâñêèé âåñ n-ãî ñîñòîÿíèÿ ñ N ÷àñòèöàìè.Îñîáî îáðàòèì âíèìàíèå íà õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû â (Ï.Ç.22):
µ+ = EN+1

0 − EN
0 ; (Ï.3.23)

µ− = EN
0 −EN−1

0 .Îíè íå îáÿçàòåëüíî ðàâíû âî âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìå. Áîëåå òîãî,èõ ðàçíîñòü△ = µ+−µ−, åñëè îíà áîëüøå íóëÿ, èìååò �èçè÷åñêèé ñìûñëçàïðåùåííîé îáëàñòè � ùåëè â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé (êàê, íàïðèìåð, âïîëóïðîâîäíèêå), îòäåëÿþùåé çàíÿòûå ñîñòîÿíèÿ îò ñâîáîäíûõ.Åñëè ïåðåéòè ê �óðüå-êîìïîíåíòàì, ðàçëîæèâ �óíêöèþ �ðèíà ïîäèñêðåòíûì ÷àñòîòàì,
Gσ1σ2 (i, j, τ) =

1

β

∑

k

Gσ1σ2 (i, j, ωk) e
−iωkτ , (Ï.3.24)è, ñîîòâåòñòâåííî,

Gσ1σ2 (i, j, ωk) =

β∫

0

Gσ1σ2 (i, j, τ) eiωkτdτ, (Ï.3.25)òî èç ñâîéñòâà (Ï.3.21) íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå áîçå-ñòàòèñòèêèñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ÷åòíûì ÷àñòîòàì ωk = 2πk/β, à â ñëó÷àå �åð-ìèîíîâ � ïî íå÷åòíûì ωk = 2π(k + 1/2)/β. Ýòî è åñòü ìàöóáàðîâñêèå÷àñòîòû [231℄.Îáîçíà÷èì 〈n | ciσ | m〉 ≡ Cnm
iσ . Ïîäñòàâèâ (Ï.3.25) â (Ï.Ç.22), ïîëó-÷àåì
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Gσ1σ2 (i, j, τ) =






−∑
nm

ρNn e
ω+

nmτCnm
iσ1
C+mn
jσ2

, τ > 0;

∓∑
nm

ρNn e
−ω−nmτC+nm

jσ2
Cmn
iσ1
, τ < 0.

(Ï.3.26)Äëÿ óäîáñòâà ïåðåéäåì äàëåå ê �óðüå-êîìïîíåíòàì ïî êîîðäèíàòå,ò.å. ê èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Òàêæå âûáåðåì äèàãîíàëüíûå ïî ñïè-íîâûì ïåðåìåííûì ñëàãàåìûå Gσσ′ = δσσ′Gσ, òàê êàê áóäåì ðàññìàòðè-âàòü ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ �åððîìàãíåòèçìà â ñèñòåìå. Òîãäà (Ï.Ç.22) ïðè-ìåò âèä:
Gσ (p, ωk) =





−∑
nm

ρNn e
ω+

nmτ
∣∣C+mn

pσ

∣∣2, τ > 0;

∓∑
nm

ρNn e
−ω−nmτ

∣∣Cmn
pσ

∣∣2, τ < 0.
(Ï.3.27)Ââåäåì ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîé äåé-ñòâèòåëüíîé ÷àñòîòû ω:

G (τ > 0) =

∫
dωe−ωτG+ (ω) ; (Ï.3.28)

G (τ < 0) =

∫
dωe−ωτG− (ω) .Ôóíêöèè G± � ñïåêòðàëüíûå âåñà, îïðåäåëÿþùèå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîë-æåíèå â ðåàëüíûå ÷àñòîòû òåìïåðàòóðíîé �óíêöèè �ðèíà. Ñðàâíèâàÿ èõñ (Ï.3.27), ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå, âïåðâûå ââåäåííîå Ëåìà-íîì [233℄:

G+
σ (p, ω) = −

∑

nm

ρNn
∣∣C+mn

pσ

∣∣2δ(ω + ω+
nm); (Ï.3.29)

G−σ (p, ω) = ∓
∑

nm

ρNn
∣∣Cmn

pσ

∣∣2δ
(
ω − ω−nm

)
.Çàìåòèì, ÷òî èç àíàëèçà àðãóìåíòîâ äåëüòà-�óíêöèé ìîæíî ïîëó-÷èòü îáëàñòü îïðåäåëåíèé:
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G+
σ (p, ω) = 0, ω < µ+; (Ï.3.30)

G−σ (p, ω) = 0, ω > µ−.Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (Ï.3.29) ïîñëå çàìåíû n↔ m ïåðåïèñûâàåìâ âèäå
G−σ (p, ω) = ∓

∑

nm

ρN−1
n

∣∣C+mn
pσ

∣∣2δ
(
ω + µ− −EN

m + EN−1
n

)
e−β(ω−µ) =

= ∓
∑

nm

ρN−1
n

∣∣C+mn
pσ

∣∣2δ
(
ω + ω

′+
nm

)
e−β(ω−µ); (Ï.3.31)

ω
′+
nm = EN−1

n − EN
m + µ−.Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü îòëè÷èåì õèìè÷åñêèõ ïî-òåíöèàëîâ, ò.å. áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïîëîæèòü µ+ ≈ µ− = µ. Ïîýòîìó,ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå (Ï.3.31) ñ �óíêöèåé �ðèíà ïðè ïîëîæèòåëüíîìàðãóìåíòå, ïîëó÷àåì:

G−σ (p, ω) = ±G+
σ (p, ω) e−β(ω−µ). (Ï.3.32)Òåïåðü ââåäåì ñîáñòâåííî ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü

Aσ (p, ω) = −G+
σ (p, ω) +G−σ (p, ω) . (Ï.3.33)Ñóììèðîâàíèå ýòîé âåëè÷èíû ïðèâîäèò ê èçìåðÿåìîé â �îòîýìèññè-îííûõ ýêñïåðèìåíòàõ è ýêñïåðèìåíòàõ ïî àííèãèëÿöèè ïîçèòðîíîâ îä-íî÷àñòè÷íîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé:

N (ω) =
∑

pσ

Aσ (p, ω). (Ï.3.34)Â îäíî÷àñòè÷íóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äàþò âêëàä çàíÿòàÿ è ñâîáîäíàÿîò ÷àñòèö îáëàñòè ýíåðãèé:
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N+ (ω) = −

∑

pσ

G+
σ (p, ω), ω > µ+; (Ï.3.35)

N− (ω) =
∑

pσ

G−σ (p, ω), ω < µ−.Íàëè÷èå â ñïåêòðå âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû îäíî÷àñòè÷íûõ âîç-áóæäåíèé ε(p) ñî ñëàáûì çàòóõàíèåì ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêèì ïèêàì(ïîëþñàì) â ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè [37, 188℄
A (p, ω) ∼ 1

ω − ε(p)
, (Ï.3.36)÷òî ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü ñïåêòð ε(p) è èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõ-íîñòè [155, 175℄.Â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé (Ï.3.34) èìååò ñòàí-äàðòíûé âèä ñóììû äåëüòà-ïèêîâ, ïðè÷åì ¾ïîëîæèòåëüíûé¿ âêëàä, îò-ðàæàþùèé íåçàíÿòûå ñîñòîÿíèÿ, èìååò âèä

N+ (ω) =
∑

pσ

δ(ω − ε0(p)) (1 − n0σ(p)), ω > µ+, (Ï.3.37)à ¾îòðèöàòåëüíàÿ¿ ÷àñòü, îòíîñÿùàÿñÿ ê çàíÿòûì ñîñòîÿíèÿì, ïðåäñòàâ-ëÿåòñÿ êàê
N− (ω) =

∑

pσ

δ(ω − ε0(p))n0σ(p), ω < µ−. (Ï.3.38)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (Ï.3.37), (Ï.3.38) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðà-æåíèÿìè (Ï.3.19) äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùåé �óíêöèè �ðèíà, à ìîæíîïîëó÷èòü èõ ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ (Ï.3.29), (Ï.3.33), åñëè ó÷åñòü, ÷òî1) ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ìàêñèìàëüíûé âêëàä â ñóììàõ áóäåò ïðèêâàíòîâûõ ÷èñëàõ n = 0;2) ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû 〈n | ciσ | m〉 ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ ó÷åòîì �åðìè(áîçå) ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàâíû ëèáî n0(p), ëèáî 1 − n0(p) â çàâèñèìîñòèîò âåðîÿòíîñòåé çàïîëíåíèÿ íà÷àëüíîãî m è êîíå÷íîãî n ñîñòîÿíèé;



884 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿ3) óììèðîâàíèå ïî m, n ýêâèâàëåíòíî ñóììèðîâàíèþ ïî èìïóëüñàì
p êàê íàèáîëåå àäåêâàòíûì êâàíòîâûì ÷èñëàì â îòñóòñòâèå âçàèìîäåé-ñòâèÿ, à ãàìèëüòîíèàí H0 =

∑
pσ

(ε0 (p) − µ)c+pσcpσ äèàãîíàëåí â èìïóëüñ-íîì ïðåäñòàâëåíèè;4) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
ω+
nm = EN

n −EN+1
m + µ+

∼= −
(
EN+1
m −EN+1

0

)
−
(
EN+1

0 − EN
0

)
+ µ+ =

= −
(
EN+1
m − EN+1

0

)
= −ε0 (p) ;

ω
′+
nm = EN−1

n − EN
m + µ− ∼= −

(
EN
m −EN

0

)
−
(
EN

0 − EN−1
0

)
+ µ− =

= −
(
EN
m − EN

0

)
= −ε0 (p) . (Ï.3.39)Â íåâçàèìîäåéñòâóþùåì ñëó÷àå ìîæíî òàêæå ðàññ÷èòàòü �óðüå-êîìïîíåíòû�óíêöèé �ðèíà (Ï.3.27), âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì (Ï.3.19):

G0
σ1σ2

(p, ωk) =

β∫

0

dτeωkτG0
σ1σ2

(p, τ) = δσ1σ2

1

iωk − ε0 (p) + µ
. (Ï.3.40)Ïðè ðàñ÷åòå (Ï.3.40) äëÿ �åðìè è áîçå-ñòàòèñòèêè èñïîëüçîâàëñÿ ÿâíûéâèä ìàöóáàðîâñêèõ ÷àñòîò (íå÷åòíûõ è ÷åòíûõ, ñîîòâåòñòâåííî).Èç (Ï.3.40) âèäíî, ÷òî èç ïîëþñîâ �óíêöèè �ðèíà ìîæíî ïîëó÷èòüèí�îðìàöèþ î ñïåêòðå, àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (Ï.3.36) äëÿ ñïåêòðàëü-íîé ïëîòíîñòè ((Ï.3.40) ñïðàâåäëèâî è âî âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèòóàöèèïðè ñëàáîì çàòóõàíèè ñïåêòðà êâàçè÷àñòèö), òîëüêî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-íîñòü äàåò ðåçóëüòàò â ðåàëüíûõ ÷àñòîòàõ, ïîòîìó åå ðàñ÷åò ïðåäïî÷òè-òåëüíåé.Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, ñîãëàñíî (Ï.3.32), ìîæíî ïîêà-çàòü, ÷òî
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G+
σ (p, ω) = −Aσ (p, ω) [1 ± f∓(ω)] ;

G−σ (p, ω) = ∓Aσ (p, ω) f∓ (ω) ; (Ï.3.41)
f∓ (ω) =

1

eβ(ω−µ) ∓ 1
.Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü óäîâëåòâîðÿåò íîðìèðîâêå

∫
dωAσ (p, ω) =

〈
cpσc

+
pσ ∓ c+pσcpσ

〉
= 1. (Ï.3.42)Îêîí÷àòåëüíî, èñõîäÿ èç (Ï.3.28) è (Ï.3.41), íàõîäèì äëÿ 0 < τ < β:

Gσ (p, ω) = −
∫
dω
Aσ (p, ω) e−ωτ

1 ∓ e−β(ω−µ)
. (Ï.3.43)Ýòî è åñòü îñíîâíîå èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå, èñïîëüçóåìîå äëÿ âîñ-ñòàíîâëåíèÿ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â êâàíòîâûõ ìåòîäàõ Ìîíòå-Êàðëî.Åãî ðåøåíèå, ÿäðî A (p, ω), íàçûâàþò àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì�óíêöèè �ðèíà â ðåàëüíûå ÷àñòîòû.Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ðàáîòàòü êàê ïðè ïîëîæèòåëüíûõ, òàê èïðè îòðèöàòåëüíûõ âðåìåííûõ àðãóìåíòàõ �óíêöèè �ðèíà, òàê êàê ìîæ-íî ïðèâåñòè âåñü èíòåðâàë −β < τ < β ê îáëàñòè ïîëîæèòåëüíîé âðå-ìåííîé îñè 0 < τ < β ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (Ï.3.21).Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (Ï.3.43) ìîæíî îáîáùèòü äëÿ ëþáîãî ïàð-íîãî êîððåëÿòîðà äâóõ îïåðàòîðîâ A, B:

−Tr [TτA (τ)B(0)] , −β < τ < β, (Ï.3.44)åñëè çàìåíèòü â �îðìóëàõ âûøå
〈n | ciσ | m〉 ≡ Cnm

iσ ⇒ 〈n | A | m〉 ≡ Anm; (Ï.3.45)
〈
n
∣∣ c+iσ

∣∣ m
〉
≡ C+nm

iσ ⇒ 〈n | B | m〉 ≡ Bnm.



886 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÅñëè ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîâ íå ìåíÿåòñÿ ÷èñëî ÷àñòèö, òî ñëåäóåòóáðàòü õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë èç �îðìóë, è ïîëîæèòü, ñîîòâåòñòâåííî,

ω±nm = EN
n − EN

m . (Ï.3.46)
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Ï.4 Âûâîä ðàçëîæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì-ìû�àçîáüåì ãàìèëüòîíèàí íà îñíîâíóþ ÷àñòü è âîçìóùåíèå:

H = H0 + V, (Ï.4.1)òîãäà â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ [188℄ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà:
e−βH = e−βH0σ(β);

σ (β) = Tτ


exp


−

β∫

0

V (τ) dτ




 , (Ï.4.2)ãäå V (τ) = eτH0V e−τH0, à Tτ -ñèìâîë óïîðÿäî÷åíèÿ τ ïî óáûâàíèþ. Òîãäà

Z = Tr
(
e−βH

)
= Tr

(
e−βH0σ

)
=

=
∑

n

〈
n

∣∣∣∣∣∣
e−βH0



1 −
β∫

0

V (τ) dτ +

β∫

0

dτ V (τ)

τ∫

0

dτ ′V (τ ′) + . . .





∣∣∣∣∣∣
n

〉
=

= W0 +W1 + ...+WN + .... (Ï.4.3)Ïîäñòàâèì â WN âûðàæåíèå äëÿ V (τ) è ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèì èí-òåãðàë â âèäå ñóììû, ðàçáèâ ìíèìîå âðåìÿ íà N ÷àñòåé äëèíîé △τ =

β/N , è îáîçíà÷èâ ñîñòîÿíèÿ, äèàãîíàëüíûå äëÿ H0, ÷åðåç n1, n2, ..., nN(H0 |ni〉 = Ei |ni〉):
WN = (Ï.4.4)
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= (−△τ)N

∑

{n1, n2, . . . , nN}
τ1 > τ2 > · · · > τN

〈
n1

∣∣ eτ1E1V e−τ1E2
∣∣ n2

〉
. . .
〈
nN
∣∣ eτNENV e−τNE1

∣∣ n1

〉
=

=
∑

{n1, n2, . . . , nN}
τ1 > τ2 > · · · > τN

eτ1E1e−τ1E2 〈n1 | −△τV | n2〉 . . . eτNEN e−τNE1 〈nN | −△τV | n1〉;

ðàçâåðíåì óïîðÿäî÷åíèå âðåìåí â îáðàòíóþ ñòîðîíó è ðàçîáüåì âîç-ìóùåíèå V íà îòäåëüíûå ñëàãàåìûå Vk:
WN =

∑

{n1, n2, . . . , nN}
τ1 > τ2 > · · · > τN

e−βE1

N∏

k=1

〈nk | −△τV | nk+1〉eτk(Ek−Ek+1) =

=
∑

{n1, n2, . . . , nN}
τ1 > τ2 > · · · > τN

k1, k2, . . . , kN

(
N−1∏

k=1

〈nk | −△τVk1 | nk+1〉 e−(τk+1−τk)Ek

)
×

×〈nN | −△τVkN
| n1〉 e−(τ1+β−τN )EN . (Ï.4.5)Îäíàêî â ðåàëüíîì äèñêðåòíîì àëãîðèòìå ðàçáèåíèå ïî âðåìåíè �èê-ñèðîâàíî: △τ = β

M
, M ≫ 1, ïîýòîìó äëÿ ñèòóàöèè M > N , ò.å. â ñëó÷àå,êîãäà ñòåïåíü ðàçëîæåíèÿ ìåíüøå ÷èñëà ðàçáèåíèé øêàëû ìíèìîãî âðå-ìåíè, âñå îñòàâøèåñÿ ðàçáèåíèÿ ïî âðåìåíè ñîáèðàþòñÿ â ýêñïîíåíòàõ,òàê êàê íà ýòèõ âðåìåííûõ ñðåçàõ íåò èçìåíåíèé ñîñòîÿíèé (ðèñ. Ï.4.1),òàê ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ èíòåðâàëîâ (τk+1 − τk) = △τl, l > 1.
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�èñ. Ï.4.1: Ñëó÷àé (τk+1 − τk) = △τl, l > 1

Ï.5 CTWL-ìåòîä: �îðìóëû äëÿ áàëàíñà1. Åñëè ïðîöåäóðà ïðåäïîëàãàåò îïðåäåëåíèå îäíîé òî÷êè τ ïî îñè ìíè-ìîãî âðåìåíè, òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
W (τ) =

1

Z1
e(τ−τmin)Q; τmin < τ < τmax. (Ï.5.1)Íàéäåì ñíà÷àëà Z1 èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:

1 =

τmax∑

τ=τmin

W (τ) =
1

△τ

τmax∫

τmin

W (τ) dτ = (Ï.5.2)
=

1

△τZ1

τmax−τmin∫

0

etQdt =
e(τmax−τmin)Q − 1

Z1△τQ
.Ñëåäîâàòåëüíî,

Z1 =
e(τmax−τmin)Q − 1

△τQ . (Ï.5.3)Îñòàëîñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàòü çíà÷åíèå τ ñîãëàñíî �óíêöèè ðàñ-ïðåäåëåíèÿ W (τ). Äëÿ ýòîãî ïðèðàâíÿåì îáðàçóþùóþ �óíêöèþ
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F (τ) =

τ∑

τ ′=τmin

W (τ ′) =
e(τ−τmin)Q − 1

Z1△τQ
=

e(τ−τmin)Q − 1

e(τmax−τmin)Q − 1
(Ï.5.4)ñëó÷àéíîìó ÷èñëó R, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîìó íà îòðåçêå îò 0 äî 1:

e(τ−τmin)Q − 1 = R(e(τmax−τmin)Q − 1), (Ï.5.5)îòêóäà
τ = τmin +

1

Q
ln
(
1 +R

(
e(τmax−τmin)Q − 1

))
. (Ï.5.6)Â ñëó÷àå ìàëîãî Q èìååì:

Z1 =
1

△τ

(
(τmax − τmin) +

Q

2
(τmax − τmin)

2

)
; (Ï.5.7)

τ = τmin + (τmax − τmin)R

(
1 +

Q

2
(1 −R)

)
. (Ï.5.8)2. Åñëè ïðîöåäóðà ïðåäïîëàãàåò îïðåäåëåíèå äâóõ òî÷åê τ1 è τ2, òîïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

W (τ1, τ2) =
1

Z2

e(τ2−τ1)Q. (Ï.5.9)Òàêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè óæå ðàññìàòðèâàëàñü ðàíåå â �àçäåëå 10.1.4.Êðàòêî íàïîìíèì ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ τ1 è τ2.Îáîçíà÷èì D ≡ (τmax − τmin). Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ïîëó÷èì
Z2 =

eQD −QD − 1

(△τQ)2 . (Ï.5.10)Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ, íàéäåì ñâÿçü τ2 − τ1 ≡ f ñî ñëó-÷àéíûì ÷èñëîì, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì îòðåçêå îò 0 äî 1:
R1 =

eQf (1 +Q(D − f)) −QD − 1

eQD −QD − 1
. (Ï.5.11)



Ï.5. CTWL-ìåòîä: �îðìóëû äëÿ áàëàíñà 891Òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå (Ï.5.11) â îáùåì ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêè íåðåøàåòñÿ. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ìåòîä äèõî-òîìèè (äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì).Â ñëó÷àå ìàëîãî Q èìååì:
Z2 =

D2

2(△τ)2

(
1 +

D

3

)
; (Ï.5.12)

f = D(1 −
√
R1). (Ï.5.13)Ïðè íåîáõîäèìîñòè ýòî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîæíî âçÿòü êàê ïåðâîåïðèáëèæåíèå â èòåðàöèîííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (Ï.5.11).Íàêîíåö, îïðåäåëèì τ1 è τ2:

τ1 = D −R2f ; (Ï.5.14)
τ2 = τ1 + f, (Ï.5.15)ãäå R2 � òàêæå ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå íà îòðåçêåîò 0 äî 1.
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Ï.6 CTWL-ìåòîä: àëãîðèòì ðàáîòû ñî ñïèñ-êîì èìåíÏðè îáðàùåíèè ê ïðîöåäóðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ êèíêîâ, à òàêæåïðè âûïîëíåíèè ëþáîé ïðîöåäóðû, èçìåíÿþùåé ñîñòîÿíèå êèíêà, íåîá-õîäèìî áûñòðî íàõîäèòü ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äèàãîíàëüíûé ó÷àñòîêòðàåêòîðèè â ñïèñêå èìåí (èëè íîìåðîâ) âñåõ äèàãîíàëüíûõ ó÷àñòêîâ,èìåþùèõñÿ â êîí�èãóðàöèè, ïðè ýòîì íåæåëàòåëüíî ïåðåñîðòèðîâûâàòüìàññèâ èìåí ïðè óíè÷òîæåíèè ó÷àñòêà, íàõîäÿùåãîñÿ âíóòðè ìàññèâà.Íèæå îïèñûâàåòñÿ ñõåìà àëãîðèòìà äëÿ ðàáîòû ñî ñïèñêîì èìåí, âêëþ-÷àþùàÿ äâå îñíîâíûå ïðîöåäóðû: ðîæäåíèå èìåíè äèàãîíàëüíîãî ó÷àñò-êà getname, è óíè÷òîæåíèå èìåíè dropname, ðåøàþùàÿ ýòó çàäà÷ó.Â íà÷àëå àëãîðèòìà �îðìèðóþòñÿ äâà ìàññèâà � äâà ñïèñêà, âçàèì-íî ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì, namelist(j) � ñïèñîê èìåí äèàãîíàëüíûõó÷àñòêîâ, è numname(j) � ñïèñîê íîìåðîâ èìåí.Ïðè îáðàùåíèè ê ïåðâîìó ñïèñêó ìîæíî óçíàòü, êàêîå èìÿ nameíàõîäèòñÿ ïîä íîìåðîì j, ò.å. namelist (j) = name. Ïðè îáðàùåíèè êîâòîðîìó ñïèñêó, íàîáîðîò, ìîæíî óçíàòü, ïîä êàêèì íîìåðîì j íàõîäèòñÿèìÿ name: numname (name) = j.Ýòè äâà ñïèñêà â ïðîöåññå ÌÊ-ñèìóëÿöèè ïîñòîÿííî ìåíÿþòñÿ, íîâçàèìíàÿ ñâÿçü èìåí è íîìåðîâ äîëæíà âñå âðåìÿ îñòàâàòüñÿ.�àññìîòðèì ïðîöåäóðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ èìåí.1. Èíèöèàëèçàöèÿ. Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà startname,ïðèñâàèâàþùàÿ âñåì çíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ â ìàññèâàõ íîìåðà ïîïîðÿäêó, ò.å. numname(j) = j, namelist(j) = j, j = 1 ÷ nn_max.Âåëè÷èíà nn_max � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èìåíè (è åãî íîìåðà)âûáèðàåòñÿ èç ðàçóìíûõ ñîîáðàæåíèé (êàê ïðàâèëî, èç âèäà ðàñ-ñ÷èòûâàåìîé ìîäåëè ìîæíî îöåíèòü ïðèìåðíîå ñðåäíåå ÷èñëî êèí-



Ï.6. CTWL-ìåòîä: àëãîðèòì ðàáîòû ñî ñïèñêîì èìåí 893êîâ, è, ñîîòâåòñòâåííî, äèàãîíàëüíûõ ó÷àñòêîâ). Òåêóùåå çíà÷åíèåêîëè÷åñòâà èìåí nn_name ïðèðàâíèâàåòñÿ íóëþ.2. Ïðîöåäóðà ðîæäåíèÿ getname. Íîâîå èìÿ ðîæäàåòñÿ â êîíöå ñïèñ-êà. Ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå, ÷òîáû òåêóùåå êîëè÷åñòâî èìåí nn_nameáûëî ìåíüøå nn_max. Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, êîëè÷åñòâîòåêóùèõ èìåí óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó: nn_name = nn_name+
1, è èç ñïèñêà èìåí âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíîå èìÿ, name = namelist(nn_name),åìó ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð numname(name) = nn_name.3. Ïðîöåäóðà óíè÷òîæåíèÿ dropname. Ïðåæäå âñåãî ïðîâåðÿåòñÿ, èìå-åòñÿ ëè â ñïèñêå èìÿ name, êîòîðîå òðåáóåòñÿ óíè÷òîæèòü. Åñëèåãî íîìåð nn_drop = numname(name) íå áîëüøå ìàêñèìàëüíî-ãî òåêóùåãî èìåíè nn_name, òî ïðîöåäóðà ðàçðåøàåòñÿ. Äàëåå,åñëènn_drop = nn_name, ò.å. óíè÷òîæàåìîå èìÿ íàõîäèòñÿ âêîíöå ñïèñêà èìåí, òî ñëåäóåò ïðîñòî óìåíüøèòü íà åäèíèöó òåêó-ùåå êîëè÷åñòâî èìåí: nn_name = nn_name − 1; åñëè nn_drop <
nn_name, òî âûáèðàåòñÿ ïîñëåäíåå èìÿ â ñïèñêå, lastname = namelist(nn_name),åìó ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð óíè÷òîæàåìîãî èìåíè, ò.å. numname(lastname) =

nn_drop, à óíè÷òîæàåìîå èìÿ çàìåíÿåòñÿ íà ïîñëåäíåå: namelist(nn_drop) =

lastname. Óíè÷òîæàåìîå èìÿ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ: îíî ïîìåùàåòñÿíà ìåñòî ïîñëåäíåãî â ñïèñêå, namelist(nn_name) = name, numname(name) =

nn_name. Òåêóùåå êîëè÷åñòâî èìåí óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó, nn_name =

nn_name − 1, òàê ÷òî óíè÷òîæåííîå èìÿ, íàõîäÿñü óæå çà ïðå-äåëàìè ñïèñêà, êîíñåðâèðóåòñÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì èñ-ïîëüçîâàòü åãî ïðè âûïîëíåíèè ïðîöåäóðû ðîæäåíèÿ, è ïðèâîäèòê òîìó, ÷òî çíà÷åíèÿ èìåí íå âîçðàñòàþò â ïðîöåññå ðàáîòû àëãî-ðèòìà, à îñòàþòñÿ íå áîëüøå ìàêñèìàëüíîãî òåêóùåãî êîëè÷åñòâàèìåí nn_name, ïîñòîÿííî ïåðåìåùàÿñü ïî ñïèñêàì èìåí namelistè íîìåðîâ èìåí numname.Ñî ñïèñêîì èìåí ïîëåçíî ñâÿçàòü äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ îêèíêàõ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùóþ ïîëîæåíèå äèàãîíàëüíîãî ó÷àñòêà
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�èñ. Ï.6.1: Ìàññèâû èìåí äëÿ îïåðàòèâíîãî îáðàùåíèÿ ê ó÷àñòêàì �à-çîâîãî ïðîñòðàíñòâà
name â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå, åãî áëèæàéøèõ ñîñåäåé è ò.ï. Íàïðèìåð,ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå ìàññèâû (ðèñ. Ï.6.1): t_abs(name) � òî÷êà íàâðåìåííîé øêàëå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êèíêó, îêàí÷èâàþùåìó äèàãîíàëü-íûé ó÷àñòîê name; time(name) � äëèíà äèàãîíàëüíîãî ó÷àñòêà nameíà âðåìåííîé øêàëå; n_occ(name) � ÷èñëî çàïîëíåíèÿ äèàãîíàëüíîãîó÷àñòêà; n_site(name) � íîìåð óçëà ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè, íà êîòî-ðîì ðàñïîëîæåí ó÷àñòîê name; name_l(name) � èìÿ áëèæàéøåãî äèàãî-íàëüíîãî ó÷àñòêà ñëåâà îò name íà òîì æå óçëå ðåøåòêè; name_r(name)� èìÿ áëèæàéøåãî ó÷àñòêà ñïðàâà îò name íà òîì æå óçëå ðåøåòêè;
m_kink_r(name) � èìÿ äèàãîíàëüíîãî ó÷àñòêà íà äðóãîì óçëå, ñ êîòî-ðûì ñâÿçàí ó÷àñòîê name ñ ïîìîùüþ êèíêà, îêàí÷èâàþùåãî ñïðàâà ýòîòó÷àñòîê; b(name) � íîìåð óçëà, íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ äèàãîíàëüíûé ó÷à-ñòîê m_kink_r(name).Åñëè äèàãîíàëüíûé ó÷àñòîê îêàí÷èâàåòñÿ îáðûâîì òðàåêòîðèè (íà-ïðèìåð, õâîñòîì ÷åðâÿ), òî îí íå ñâÿçàí ñïðàâà ñ ó÷àñòêîì íà äðóãîìóçëå. Ïîëåçíî ââåñòè èíäåêñ plain(name), �èêñèðóþùèé ýòî, ðàâíûé,íàïðèìåð, 1, åñëè êèíê ñïðàâà èìååòñÿ, è ðàâíûé íóëþ, åñëè ñïðàâà �îáðûâ òðàåêòîðèè.Âñå îïèñàííûå ìàññèâû ïðè ðåàëèçàöèè ÌÊ-ïðîöåäóð óäîáíû äëÿîïåðàòèâíîãî îáðàùåíèÿ ê ó÷àñòêàì �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Áëîê-ñõåìààëãîðèòìà ðàáîòû ñî ñïèñêàìè èìåí ïðèâåäåíà íà ðèñ. Ï.6.2.



Ï.7. Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷àñòè÷íîãî êîððåëÿòîðà ÷åðåç îïðåäåëèòåëè îò îäíî÷àñòè÷íûõ �óíêöèé �ðèíà895

�èñ. Ï.6.2: Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ðàáîòû ñî ñïèñêàìè èìåíÏ.7 Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷àñòè÷íîãî êîððå-ëÿòîðà ÷åðåç îïðåäåëèòåëè îò îäíî÷à-ñòè÷íûõ �óíêöèé �ðèíàÄîêàæåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå [204, 205℄:
〈
0
∣∣∣ ai1ai2 . . . aiNa

a+
jNa

. . . a+
j2
a+
j1

∣∣∣ 0
〉

=

= det




Bi1j1 Bi1j2 . . . Bi1jNa

Bi2j1 Bi2j2 . . . Bi2jNa... ... . . . ...
BiNaj1

BiNa j2
. . . BiNajNa



, (Ï.7.1)ãäå Bij =

〈
0
∣∣ aia+

j

∣∣ 0
〉. Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîõîæå íà àíàëîãè÷íîå ñîîò-íîøåíèå äëÿ äèñêðåòíîãî äåòåðìèíàíòíîãî ìåòîäà [174℄, ðàññìîòðåííîåðàíåå äëÿ ýêñïîíåíò îò îïåðàòîðîâ.



896 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÄîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äåé-ñòâèòåëüíî, äëÿ Na = 1 ðåçóëüòàò î÷åâèäåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (Ï.7.1)ñïðàâåäëèâî äëÿ Na − 1. Ñïðàâåäëèâî òàêæå àíòèêîììóòàöèîííîå ñîîò-íîøåíèå äëÿ �åðìèîíîâ:
aia

+
j = Bij − a+

j ai. (Ï.7.2)Â óðàâíåíèè (Ï.7.1) ìîæíî ïåðåñòàâèòü �åðìèîííûå îïåðàòîðû òàê, ÷òî-áû ïåðåíåñòè îïåðàòîð aiNa
÷åðåç âñå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ âïëîòü äîâàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ |0〉 . Ïîñëå òàêîé ïåðåñòàíîâêè ïîëó÷èì:

〈
0
∣∣∣ ai1ai2 . . . aiNa

a+
jNa

. . . a+
j2
a+
j1

∣∣∣ 0
〉

=

= BiNajNa

〈
0
∣∣∣ ai1ai2 . . . aiNa−1

a+
jNa−1

. . . a+
j2
a+
j1

∣∣∣ 0
〉
− (Ï.7.3)

−BiNajNa−1

〈
0
∣∣∣ ai1ai2 . . . aiNa−1

a+
jNa
a

+

jNa−2
. . . a+

j2
a+
j1

∣∣∣ 0
〉
−

−BiNa jNa−2

〈
0
∣∣∣ ai1ai2 . . . aiNa−1

a+
jNa
a

+

jNa−1
a+
jNa−3

. . . a+
j2
a+
j1

∣∣∣ 0
〉

+ ....Âûðàçèâ Na − 1 ïðîèçâåäåíèé, �èãóðèðóþùèõ â (Ï.7.3) ñïðàâà, ÷åðåçîïðåäåëèòåëè (÷òî ìîæíî ñäåëàòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè), ïîëó-÷èì, ÷òî óðàâíåíèå (Ï.7.3) åñòü ïðîñòî ðàçëîæåíèå äåòåðìèíàíòà ðàç-ìåðíîñòè Na×Na â óðàâíåíèè (Ï.7.1) ïî åãî êðàéíåé ñòðîêå, ÷òî è òðå-áîâàëîñü äîêàçàòü.Ïðåäñòàâèì òàêæå îáîáùåíèå âûðàæåíèÿ (Ï.7.1) ïðè ó÷åòå òåìïå-ðàòóðû è âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â ñèñòåìó (äîêàçàòåëüñòâî ñì. â[204, 205℄):
〈

0

∣∣∣∣∣∣
ai1ai2 . . . aiNa



T exp



−
τ2∫

τ1

S(τ)dτ







 a+
jNa

. . . a+
j2
a+
j1

∣∣∣∣∣∣
0

〉
=



Ï.7. Ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷àñòè÷íîãî êîððåëÿòîðà ÷åðåç îïðåäåëèòåëè îò îäíî÷àñòè÷íûõ �óíêöèé �ðèíà897
= det




Bi1j1(τ2, τ1) Bi1j2(τ2, τ1) . . . Bi1jNa
(τ2, τ1)

Bi2j1(τ2, τ1) Bi2j2(τ2, τ1) . . . Bi2jNa
(τ2, τ1)... ... . . . ...

BiNa j1
(τ2, τ1) BiNaj2

(τ2, τ1) . . . BiNajNa
(τ2, τ1)



, (Ï.7.4)

ãäå ìàòðèöà B(τ2, τ1) äëÿ τ2 ≥ τ1 ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ
Bij (τ2, τ1) =

〈
0

∣∣∣∣∣∣
ai


T exp


−

τ2∫

τ1

S(τ)dτ




 a+

j

∣∣∣∣∣∣
0

〉
; (Ï.7.5)

ãäå S � äåéñòâèå, ïîðîæäåííîå ýëåêòðîí-áîçîííûì âçàèìîäåéñòâèåì. Ýòèýëåìåíòû îáëàäàþò ñâîéñòâîì
B (τ3, τ2)B (τ2, τ1) = B (τ3, τ1) ; (Ï.7.6)

B (τ, τ) = 1.
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Ï.8 Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàìì-íîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî8.1 Êëàññ I: îáíîâëåíèÿ, íå èçìåíÿþùèå ïîðÿäîê äèà-ãðàììûÝòè ïðîöåäóðû âîñïðîèçâîäÿò ñòàíäàðòíûå ïðàâèëà ñèìóëÿöèè çàäàí-íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Dm. Â íàñòîÿùåì ñëó÷àå èìååòñÿ ìíîæåñòâîïàðàìåòðîâ, èìåþùèõ ðàçëè÷íîå �èçè÷åñêîå çíà÷åíèå: âíåøíèå ïàðà-ìåòðû {y} âêëþ÷àþò τ , N , α, è k, à âíóòðåííèå ïàðàìåòðû îïèñûâàþòòîïîëîãèþ äèàãðàììû (èíäåêñ ξm), âðåìåíà âåðøèí âçàèìîäåéñòâèÿ èèìïóëüñû �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ. Èç âûøåèçëîæåííîãî ñïèñêà ïàðà-ìåòðîâ ñëåäóåò è ñïèñîê îáíîâëåíèé, êîòîðûå ñèìóëèðóþò ðàñïðåäåëå-íèå Dm.Ï.8.1.1. Ñäâèã âåðøèíû ïî âðåìåíèÑëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà äèàãðàììû è èç-ìåíÿåòñÿ åå ïîëîæåíèå âî âðåìåíè τν → τ ′ν â èíòåðâàëå (τ1, τ2) ìåæäóáëèæàéøèìè ëåâîé è ïðàâîé âåðøèíàìè: τ1 < τν , τ ′ν < τ2. Äîïóñòèì, ÷òîâõîäÿùèé è èñõîäÿùèé èìïóëüñû âûáðàííîé âåðøèíû åñòü −→p è −→p +−→q .Íîðìèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü âåðøèíó â òî÷êå τ ′νÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèåé

W (τ ′ν ) =
△Ee−(τ ′ν−τ1)△E

1 − e−(τ2−τ1)△E , (Ï.8.1)ãäå △E = E (−→p ) − E(−→p + −→q ) ∓ ωp â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿëè âåðøèíà ëåâûì èëè ïðàâûì êðàåì �îíîííîãî ïðîïàãàòîðà. �åøåíèåóðàâíåíèÿ



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî899
τ ′ν∫

τ1

W (s)ds = r (Ï.8.2)èìååò âèä
τ ′ν = τ1 −

ln
(
1 − r

[
1 − e−(τ2−τ1)△E])

△E . (Ï.8.3)Çäåñü è äàëåå r � ðàñïðåäåëåííîå â ïðåäåëàõ åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà ñëó-÷àéíîå ÷èñëî. Òàê êàê íîâîå çíà÷åíèå âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷-íûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè, òî âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ îáíîâëåíèÿðàâíà åäèíèöå.Ï.8.1.2. Èçìåíåíèå óãëà ïåðåäàííîãî èìïóëüñàÑëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ �îíîííûé ïðîïàãàòîð, íå ïðèíàäëåæà-ùèé ê êîíöåâûì �îíîíàì (êîíöåâûå ïðîïàãàòîðû âõîäÿò â äèàãðàììóïàðàìè ñ îäèíàêîâûìè èìïóëüñàìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåäóðà îáíîâ-ëåíèÿ îäíîãî ïðîïàãàòîðà ê íèì íåïðèìåíèìà), è åãî èìïóëüñ èçìåíÿåòñÿ
−→q → −→

q′ òàêèì îáðàçîì, ÷òî |−→q |=∣∣∣−→q′ ∣∣∣. Ïóñòü ïðîïàãàòîð ñîåäèíÿåò âåð-øèíû â òî÷êàõ τ1 è τ2. Ââîäÿ îïðåäåëåíèå ñðåäíåãî (â èíòåðâàëå ìåæäóâåðøèíàìè) ýëåêòðîííîãî èìïóëüñà
〈−→p 〉τ1, τ2 =

τ2∫
τ1

−→p (τ)dτ

τ2 − τ1
(Ï.8.4)è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå −→p 0 = 〈−→p 〉τ1, τ2 +−→q , ìîæíî çàïèñàòü ïëîòíîñòü âåðî-ÿòíîñòè íàéòè àçèìóòàëüíûé è ïîëÿðíûé óãëû ϕ è θ ìåæäó âåêòîðàìè

−→q è −→p 0 â âèäå
W (ϕ, θ) ∼ sin θ exp

{
−τ2 − τ1

2m
p0qcos θ

}
. (Ï.8.5)Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñëåäñòâèåì êâàäðàòè÷íîãî çàêî-íà äèñïåðñèè çàòðàâî÷íîé êâàçè÷àñòèöû. Î÷åâèäíî, ÷òî àçèìóòàëüíûé



900 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿóãîë âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì (ϕ = 2πτ), à cos θ âûáèðàåòñÿ â ñî-îòâåòñòâèè ñ ïðîñòîé ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèåé â ïîëíîé àíàëîãèè ñóðàâíåíèÿìè (Ï.8.1) è (Ï.8.3). Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ îáíîâëåíèÿ ðàâíàåäèíèöå.Ï.8.1.3. Èçìåíåíèå ìîäóëÿ ïåðåäàííîãî èìïóëüñàÂ äàííîé ïðîöåäóðå èçìåíÿåòñÿ ìîäóëü ïåðåäàííîãî èìïóëüñà áåç èçìå-íåíèÿ óãëîâ ìåæäó âåêòîðàìè −→q è −→p 0. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âûãëÿäèòñëåäóþùèì îáðàçîì:
W (q) ∼ V (q) q2exp

{
−τ2 − τ1

2m
[q − p0cos θ ]2

}
∼

∼ exp

{
−τ2 − τ1

2m
[q − p0cos θ ]2

}
, (Ï.8.6)ãäå â ÿâíîì âèäå èñïîëüçîâàíà íåçàâèñèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ V (q) q2 îò

q. Áûñòðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z = errf−1 (r) äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òàáóëÿ-öèè èíòåãðàëà îøèáîê, è íîâîå çíà÷åíèå q = z
√

2m/(τ2 − τ1) + p0cos θïðèíèìàåòñÿ ñ åäèíè÷íîé âåðîÿòíîñòüþ.Ï.8.1.4. Èçìåíåíèå ñòðóêòóðû äèàãðàììûÑëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ ïàðà ñîñåäíèõ âåðøèí âíóòðè äèàãðàì-ìû, è êîíöû �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ, êîòîðûå èñõîäèëè èç âûáðàííûõâåðøèí, îáìåíèâàþòñÿ: åñëè ïåðâîíà÷àëüíûå ïåðåäà÷è èìïóëüñà â âåð-øèíàõ 1 è 2 áûëè −→q 1 è −→q 2, ýòè èìïóëüñû ïðåäëàãàåòñÿ îáìåíÿòü. Îò-íîøåíèå R, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî ïðèíèìàåòñÿ îáíîâëåíèå, çàâèñèò îòòîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè âåðøèíû ëåâûìè (c = 1), èëè ïðàâûìè (c = −1) êîí-öàìè ïðîïàãàòîðîâ:
R = e−τ[E(−→p +c1

−→q 1−c2−→q 2)−E(−→p )−ω0(c1−c2)]. (Ï.8.7)Çäåñü τ � ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè; −→p � ýëåêòðîííûé èìïóëüñ ìåæ-äó âûáðàííûìè âåðøèíàìè.



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî901Ï.8.1.5. Èçìåíåíèå äëèíû äèàãðàììû âî âðåìåíèÑóùåñòâóþò äâà âàðèàíòà ýòîé ïðîöåäóðû (ïóñòü åäèíñòâåííûì èñêóñ-ñòâåííûì ïîòåíöèàëîì ÿâëÿåòñÿ õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë).Â ïåðâîì âàðèàíòå íîâîå ðàññòîÿíèå τ ìåæäó ïîëîæåíèåì ïðàâîãîêîíöà äèàãðàììû è áëèæàéøåé âåðøèíîé âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè
W (τ ′) = △Ee−τ ′△E , (Ï.8.8)ãäå △E = E (−→p ) + Nzω0 − µ; −→p � èìïóëüñ ïîñëåäíåãî ýëåêòðîííîãîïðîïàãàòîðà, µ � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë; Nz � ÷èñëî êîíöåâûõ �îíîííûõïðîïàãàòîðîâ.Âî âòîðîì âàðèàíòå èçìåíÿåòñÿ ðàçíèöà âî âðåìåíè ìåæäó ïðîèç-âîëüíîé ïàðîé âåðøèí. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïî-ïðåæíåìó çàäàåòñÿâûðàæåíèåì (Ï.8.8), à Nz � ÷èñëî �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ, ðàçðåçàåìûõâìåñòå ñ ýëåêòðîííûì ïðîïàãàòîðîì, ðàñïîëîæåííûì ìåæäó âûáðàííû-ìè âåðøèíàìè.Â îáîèõ âàðèàíòàõ âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ îáíîâëåíèÿ ðàâíà åäèíèöå.Ñóùåñòâóåò òðóäíîñòü â íàáîðå êà÷åñòâåííîé ñòàòèñòèêè, ñâÿçàííàÿñ ðåçêîé çàâèñèìîñòüþ �óíêöèè P îò âðåìåíè: ïðè áîëüøèõ α P (τ) ïà-äàåò ïî÷òè äî íóëÿ íà ìàëûõ âðåìåíàõ è çàòåì âîçâðàùàåòñÿ ê P ∼ 1 âîáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ (12.186). Îäíàêî ñóùåñòâóåò îáùèéðåöåïò, ïðèãîäíûé â ñëó÷àå ïîäîáíûõ òðóäíîñòåé, íàçûâàåìûé ¾ðåíîìè-ðîâàííûì ïîòåíöèàëîì¿ [313, 314, 315℄. Èäåÿ ìåòîäà îñíîâàíà íà èçìå-íåíèè ñòàòèñòèêè ïðåäëîæåíèÿ äèàãðàìì è ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè âîáíîâëåíèÿõ îòíîøåíèÿ
R =

Afic (τnew)

Afic (τold)
(Ï.8.9)è ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäè�èêàöèè âñåõ ýñòèìàòîðîâ â äàííîì èíòåðâà-ëå âðåìåí ïðè ïîìîùè ìíîæèòåëÿ 1/Afic (τ), ãäå �èêòèâíûé ïîòåíöèàë



902 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿ
Afic (τ) ïðîèçâîëåí. Íàèëó÷øèé âûáîð äëÿ âû÷èñëåíèÿ P (τ) äîñòèãàåòñÿïðè Afic ∼ 1/P (τ). Ýòîò ðåíîðìèðóåìûé ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü ïîëó÷åíñàìîñîãëàñîâàííîé ïîäñòðîéêîé �óíêöèè Afic ê 1/PMC(τ) ïîñëå äîñòà-òî÷íîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ â öèêëå òåðìàëèçàöèè.Ï.8.1.6. Èçìåíåíèå êîíñòàíòû ñâÿçèÒàê êàê âåñ äèàãðàììû ïðîïîðöèîíàëåí αNp, ãäå Np � ÷èñëî �îíîííûõïðîïàãàòîðîâ, òî ìîæíî âûáèðàòü α ñî ñòåïåííîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíî-ñòè, íîðìèðîâêà êîòîðîé ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà çà ñ÷åò îãðàíè÷åíèÿâîçìîæíûõ çíà÷åíèé α êîíå÷íûì èíòåðâàëîì. Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿîáíîâëåíèÿ ðàâíà åäèíèöå.Ï.8.1.7. Èçìåíåíèå âíåøíåãî èìïóëüñàÅñëè äàí ñðåäíèé ýëåêòðîííûé èìïóëüñ äèàãðàììû −→p = 〈−→p 〉0,τ (Ï.8.4),à âíåøíèé èìïóëüñ ðàâåí −→

k , òî ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîð −→p 0 =
−→
k −

〈−→p 〉0,τ è çàïèñàòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âûáðàòü íîâûé âíåøíèé èì-ïóëüñ −→k ′ â âèäå
W
(−→
k
′)

∼ exp

{
− τ

2m

(−→
k
′
−−→p 0

)2
}
. (Ï.8.10)Êàê è ðàíüøå, íîâàÿ ïåðåìåííàÿ ðàçûãðûâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âåðî-ÿòíîñòüþ, çàäàâàåìîé èíòåãðàëîì îøèáîê [ñì. ðàçäåë è �îðìóëó (Ï4.6)℄,è îáíîâëåíèå âñåãäà ïðèíèìàåòñÿ.8.2 Êëàññ II: îáíîâëåíèÿ, èçìåíÿþùèå ïîðÿäîê äèà-ãðàììûÎáùèå ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ îáíîâëåíèé, êîòîðûå èçìåíÿþò ïîðÿäîê äèà-ãðàììû, ñëåäóþùèå. Ïóñòü îáíîâëåíèåA ïðåîáðàçóåò äèàãðàììóDm(ξm, y, x1, . . . , xm)â Dm+n(ξm+n, y, x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xm+n) è, ñîîòâåòñòâåííî, îáíîâëåíèå

B ïðîèçâîäèò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ íîâîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâââîäèòñÿ âåêòîðíîå îáîçíà÷åíèå −→x = {xm+1, . . . , xm+n}. Îáíîâëåíèå A



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî903ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ. Âíà÷àëå ïðåäëàãàåòñÿ èçìåíåíèå òèïà äèàãðàì-ìû â òèï Dm+n, à çàòåì ïðåäëàãàåòñÿ êîíêðåòíîå çíà÷åíèå −→x , êîòîðîåãåíåðèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íîðìèðîâàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
W (−→x ). Äëÿ áûñòðîé ñõîäèìîñòè æåëàòåëüíî, ÷òîáû W (−→x ) áûëà êàêìîæíî áëèæå ê Dm+n(

−→x ), ò.å. ê èñòèííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïëîòíîñòè
−→x â íîâîé äèàãðàììå. Ïîñëå ïðåäëîæåíèÿ ìîäè�èêàöèè îáíîâëåíèå ëè-áî ïðèíèìàåòñÿ (ñ âåðîÿòíîñòüþ Pacc(

−→x )), ëèáî îòâåðãàåòñÿ. Îáíîâëå-íèå B, êîòîðîå óíè÷òîæàåò ïåðåìåííóþ −→x , ïðèíèìàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ
Prem(−→x ). ×òîáû ïàðà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ îáíîâëåíèé áûëà ñáà-ëàíñèðîâàíà, òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðåöåïòà â ñîîòâåòñòâèèñ ïðàâèëàìè Ìåòðîïîëèñà [263℄:

Pacc (
−→x ) =






R(−→x )
W(−→x )

, åñëè R (−→x ) < W (−→x ) ;

1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; (Ï.8.11)
Prem (−→x ) =





W(−→x )
R(−→x )

, åñëè R (−→x ) > W (−→x ) ;

1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (Ï.8.12)ãäå
R (−→x ) =

pB
pA

Dm+n(ξm+n, y, x1, . . . , xm,
−→x )

Dm(ξm, y, x1, . . . , xm)
, (Ï.8.13)à pA è pB ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè, ñ êîòîðûìè ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïî-ïûòêè âûïîëíèòü îáíîâëåíèÿ A è B, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîëÿðîíå è ó÷åòà âñåõ âîçìîæíûõ äèàãðàìì äî-ñòàòî÷íî èìåòü äâå ïàðû âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ îáíîâëåíèé êëàññà II,êîòîðûå äåòàëüíî îïèñàíû íèæå.Ï.8.2.1. Äîáàâëåíèå è óíè÷òîæåíèå �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâÍèæå ðàññìîòðåí àëãîðèòì ïðîöåññà, êîòîðûé óâåëè÷èâàåò ÷èñëî �î-íîííûõ ïðîïàãàòîðîâ (êðîìå òåõ, ÷òî ïðèñîåäèíåíû ê êîíå÷íûì òî÷êàìäèàãðàììû) íà åäèíèöó. Ýòî îáíîâëåíèå ìîæíî âûïîëíèòü â äâóõ âà-ðèàíòàõ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ïðåäëîæåíèÿ ïà-



904 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿðàìåòðîâ íîâîãî ïðîïàãàòîðà. Ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ ïîëîæåíèå τ1 ëåâîãîêîíöà äîáàâëÿåìîãî �îíîííîãî ïðîïàãàòîðà. Ýòî äåëàåòñÿ ïîñðåäñòâîìñëó÷àéíîãî âûáîðà (ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ) îäíîãî èç ñóùåñòâóþùèõýëåêòðîííûõ ïðîïàãàòîðîâ è ñëó÷àéíîãî âûáîðà τ1 ñ ïîñòîÿííîé ïëîò-íîñòüþ âåðîÿòíîñòè âíóòðè âûáðàííîãî ïðîïàãàòîðà. Çàòåì âûáèðàþòñÿïåðåäàííûé èìïóëüñ è äëèòåëüíîñòü âî âðåìåíè, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:
W (−→q , τ) =

ω0

4πq0
e−τω0(1+q/q0)

2

, (Ï.8.14)ãäå q20
2

= ω0. Èíûìè ñëîâàìè, ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ |q| â ñîîòâåòñòâèèñ ðàñïðåäåëåíèåì W1 (q) = 1
»

q0
“

1+ q
q0

”2
– (èçîòðîïíûé îòíîñèòåëüíî òî÷-êè −→q = 0), à çàòåì τ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì W2 (q |τ ) =

= ω0

(
1 + q

q0

)2

e
−τω0

“

1+ q
q0

”2 . Òàê êàê òèïè÷íàÿ äëèíà �îíîííîãî ïðîïàãà-òîðà çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî áëèçêî èìïóëüñ ïîëÿðîíà íàõîäèòñÿ êïîëîæåíèþ òî÷êè îêîí÷àíèÿ ñïåêòðà, òàêæå íåîáõîäèì è äðóãîé âàðèàíòâûáîðà íîâûõ ïåðåìåííûõ −→q è τ . Â ýòîì ñëó÷àå âûäåëÿåòñÿ â �àêòîð�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ W (−→q , τ) = = W 1

(
q′ =

∣∣∣−→q −−→
k
∣∣∣
)
W3(τ)) (ò.å.èçîòðîïíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè −→

k ), ãäå W3 (τ) = Ωe−τΩ, à Ω ≪ ω0(âïëîòü äî Ω ∼ 0.01ω0 âáëèçè òî÷êè îêîí÷àíèÿ ñïåêòðà).Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îïèñàííûå âûøå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîòèâèðî-âàíû �èçèêîé çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, åñëè áû êîìáèíàöèÿ V 2(q)q2 áûëà áûíåêîòîðîé ñòåïåííîé �óíêöèåé q (íàïðèìåð, êîãäà âåðøèíà âçàèìîäåé-ñòâèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé èëè äàæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè q → 0)òî ëó÷øå âûáðàòü W1(q → 0) ∝ V 2(q)q2 äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðîÿòíîñòüïðèíÿòèÿ îáíîâëåíèÿ íå áûëà ñèíãóëÿðíîé íè â êàêîé òî÷êå âîçìîæíîéîáëàñòè ïàðàìåòðîâ.Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ñòàäèè ïðåäëîæåíèÿ ïàðàìåòðîâ íåîáõîäèìî ïðåä-ïðèíÿòü øàãè äëÿ ïðèíÿòèÿ èëè îòêëîíåíèÿ îáíîâëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèèñ (Ï.8.11). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ W (−→x ) (−→x ≡ {τ1, τ2,−→q }) èìååòâèä (äëÿ ïåðâîé âåðñèè îáíîâëåíèÿ)
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W (−→x ) =

ω0e
−τω0(1+q/q0)2

4πτ0q0
, (Ï.8.15)ãäå τ0 � äëèíà òîãî ñâîáîäíîãî ïðîïàãàòîðà, ãäå âûáðàíà òî÷êà τ1. Êàêóæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, �îðìà W íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé. Òàêèì îáðà-çîì, çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæèòåëÿ pB

pA
, êîòîðûé îáñóæäàåòñÿ íèæå, îòíî-øåíèå (Ï.8.13) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî è èìååò âèä

Dm+n(ξm+n, y, x1, . . . , xm,
−→x )

Dm(ξm, y, x1, . . . , xm)
= (Ï.8.16).6

=
2
√

2πα

(2π)3 e
−(τ2−τ1)

»

ω0+E

„

〈−→p 〉
τ1,τ2

−−→q
«

−E
„

〈−→p 〉
τ1,τ2

«–

.Àëãîðèòì ïðîöåññà B ñîñòîèò â âûáîðå (ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ) îä-íîãî èç �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ è, åñëè îí íå ïðèñîåäèíåí ê êîíöó äèà-ãðàììû, åãî óíè÷òîæåíèè ñ âåðîÿòíîñòÿìè, îïðåäåëåííûìè óðàâíåíèÿ-ìè (Ï.8.12) è (Ï.8.15). Äëÿ ïîëíîãî îïðåäåëåíèÿ ïîäïðîöåññîâ A è Bíåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îòíîøåíèÿ pB
pA
. Âïîëíå ðàçóìíûì ÿâëÿåòñÿ âû-áîð ïðîöåññîâ ñîçäàíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Ìîæåòïîêàçàòüñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå pB

pA
= 1, ÷òî â êîðíå íåâåðíî. Äåëî ñî-ñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âûáîðå ýëåêòðîííîãî ïðîïàãàòîðà äëÿ ïîìåùåíèÿòî÷êè τ1 èìååòñÿ Ne ðàâíûõ øàíñîâ, ãäå Ne � ÷èñëî ñâîáîäíûõ ýëåêòðîí-íûõ ïðîïàãàòîðîâ â äèàãðàììå äî èçìåíåíèÿ (çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ(Ï.8.13)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà âûáèðàåòñÿ �îíîííûé ïðîïàãàòîð âîáíîâëåíèè óíè÷òîæåíèÿ, èìååòñÿ Nph ðàâíûõ øàíñîâ, ãäå Nph � ÷èñëî�îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ â äèàãðàììå, èç êîòîðîé óäàëÿåòñÿ ïðîïàãàòîð(÷èñëèòåëü óðàâíåíèÿ (Ï.8.13)). ×èñëà Ne è Nph ÿâíî ñâÿçàíû äðóã ñäðóãîì:

Nph = (Ne + 1) /2. (Ï.8.17)Ñëåäîâàòåëüíî, îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ �àêòîðà èìååò âèä
pB
pA

=
2Ne

Ne + 1
=

2Nph − 1

Nph
. (Ï.8.18)



906 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÏ.8.2.2. Äîáàâëåíèå è óíè÷òîæåíèå ïðîïàãàòîðîâ, ïðèñîåäèíåí-íûõ ê êîíöó äèàãðàììûÑëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî äèàãðàììû äëÿ GN , ñì. óðàâíåíèå (12.180) è�èñ. 12.74, ñîäåðæàò ïàðû �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ ñî ñâîáîäíûìè (íåñâÿçàííûìè ñ îñòàëüíîé ÷àñòüþ äèàãðàììû) êîíöàìè. Êàæäûé ïðîïà-ãàòîð â ïàðå èìååò òîò æå ñàìûé èìïóëüñ, òàê êàê ýòè ïðîïàãàòîðû âîç-íèêàþò èç �îíîííûõ îïåðàòîðîâ â îïðåäåëåíèè �óíêöèè GN (12.180).Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòè ïðîïàãàòîðû ¾ïðèñîåäèíåíû¿ ê êîíöàì äèàãðàì-ìû, òàê êàê îíè äîëæíû ëèáî íà÷èíàòüñÿ ïðè t = 0 (ëåâûé ïðèñîåäè-íåííûé ïðîïàãàòîð) ëèáî çàêàí÷èâàòüñÿ ïðè τ (ïðàâûé ïðèñîåäèíåííûéïðîïàãàòîð).×òîáû äîáàâèòü èëè óáðàòü ïàðó êîíöåâûõ �îíîííûõ ïðîïàãàòîðîâ(íàïðèìåð, ïðîïàãàòîðû, îáîçíà÷åííûå �B� íà �èñ. 12.74), èñïîëüçóåòñÿïðîöåäóðà, àíàëîãè÷íàÿ ïðèâåäåííîé â ïðåäûäóùåé ñåêöèè è îòëè÷àþ-ùàÿñÿ îïèñàííûìè íèæå äåòàëÿìè. Ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ ïîçèöèÿ τ1 äëÿëåâîãî ïðîïàãàòîðà è τ2 äëÿ ïðàâîãî ïðîïàãàòîðà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîò-íîñòÿìè âåðîÿòíîñòè Wl (τ1) = Ωe−Ωτ1 è Wr (τ2) = Ωe−Ω(τ−τ2). Â ïåðâîìâàðèàíòå îáíîâëåíèÿ Ω=ω0, à âî âòîðîì Ω ≪ ω0. Èìïóëüñ �îíîíà ïðåä-ëàãàåòñÿ ñ òåì æå ñàìûì ðàñïðåäåëåíèåìW1 (q′ = q) èëèW1

(
q′ =

∣∣∣−→q −−→
k
∣∣∣
).Òàêèì îáðàçîì,

W (−→x ) =
Ω2e−Ω(τ+τ1−τ2)

4πq0

(
1 + q′

q0

)2 , (Ï.8.19)è
Dm+n(ξm+n, y, x1, . . . , xm,

−→x )

Dm(ξm, y, x1, . . . , xm)
=

2
√

2πα

(2π)3 e−ω0(τ+τ1−τ2)×
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×






exp
{
−
[
E
(
〈−→p 〉0,τ1 −

−→q
)
− E

(
〈−→p 〉0,τ1

)]
τ1−

−
[
E
(
〈−→p 〉τ2,τ1 −

−→q
)
−E

(
〈−→p 〉τ2,τ1

)]
(τ − τ2)} , τ1 < τ2;

exp
{
−
[
E
(
〈−→p 〉0,τ2 −

−→q
)
− E

(
〈−→p 〉0,τ2

)]
τ2−

−
[
E
(
〈−→p 〉τ2,τ1 − 2−→q

)
−E

(
〈−→p 〉τ2,τ1

)]
(τ1 − τ2)−

−
[
E
(
〈−→p 〉τ1,τ −

−→q
)
−E

(
〈−→p 〉τ1,τ

)]
(τ − τ1)} , τ1 > τ2.(Ï.8.20)Àëãîðèòì äëÿ îáðàòíîé ïðîöåäóðû ñîñòîèò â âûáîðå (ñ ðàâíîé âå-ðîÿòíîñòüþ) ïàðû ïðèñîåäèíåííûõ ïðîïàãàòîðîâ è â óäàëåíèè ïàðû ñâåðîÿòíîñòüþ, çàäàííîé ðàâåíñòâàìè (Ï.8.12) è (Ï.8.19). Òàê êàê ïðîöå-äóðû ñîçäàíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïàð ãåíåðèðóþòñÿ ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ,òî

pB
pA

=
1

Nz + 1
. (Ï.8.21)Ïîäïèñè ê ðèñóíêàì�èñ. 1.1Ñèñòåìà èç òðåõ ñïèíîâ SZi = ±1/2�èñ. 2.1Êëàññè�èêàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà ýíåðãèè�èñ. 2.2Áåñêîíå÷íàÿ îäíîìåðíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà�èñ. 2.3Ïåðâûå ÷åòûðå ñîáñòâåííûå �óíêöèè ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íîé ïîòåí-öèàëüíîé ÿìå. Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíà êîîðäèíàòà ÷àñòèöû, ïîâåðòèêàëüíîé � àìïëèòóäà âîëíîâîé �óíêöèè. Òî÷êàìè îòìå÷åíî ÷èñ-ëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è, ñïëîøíîé ëèíèåé � òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-íèå



908 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿ�èñ. 2.4Êîíå÷íàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà�èñ. 2.5Çà ïðåäåëàìè ÿìû âîëíîâûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå ñâÿçàííûì ñîñòî-ÿíèÿì, ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò�èñ. 2.6Âîëíîâûå �óíêöèè ÷àñòèöû â êîíå÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå�èñ. 2.7Âèä ïîòåíöèàëüíîé ÿìû è äèñêðåòíîãî ñïåêòðà äëÿ (2.37)�èñ. 2.8�àñïðåäåëåíèå ÷àñòèöû ïî êîîðäèíàòå äëÿ ïåðâûõ ïÿòè ñâÿçàííûõñîñòîÿíèé. �åøåíèå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè�èñ. 2.9�àñïðåäåëåíèå ÷àñòèöû ïî èìïóëüñó äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñâÿçàííûõñîñòîÿíèé. �åøåíèå â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, h = 2a
800

= 0.01�èñ. 2.10�àñïðåäåëåíèå ÷àñòèöû ïî êîîðäèíàòå äëÿ ïåðâûõ ïÿòè ñâÿçàííûõñîñòîÿíèé. �åøåíèå â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè�èñ. 3.1Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà àòîìîâ, ñîåäèíåííûõ îäèíàêîâûìè ïðóæèíà-ìè �èñ. 3.2Ôåéíìàíîâñêàÿ äèàãðàììà äëÿ (3.82). Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà A÷àñòèöà èç ñîñòîÿíèÿ k′ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå k′′. q = k′′ − k′�èñ. 3.3Ôåéíìàíîâñêàÿ äèàãðàììà äëÿ (3.91). Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà B÷àñòèöà â ñîñòîÿíèè k1 ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå k3, à ÷àñòèöà â ñîñòîÿíèè
k2 � â ñîñòîÿíèå k4�èñ. 3.4Ôåéíìàíîâñêàÿ äèàãðàììà äëÿ (3.94). Âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿèìïóëüñà: îäíà ÷àñòèöà îòäàåò èìïóëüñ q ÷åðåç âèðòóàëüíûé �îòîí, à



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî909äðóãàÿ � ïîëó÷àåò�èñ. 4.1Àòîìû êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ñîçäàþò ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë
U ; âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååò õîðîøî âûðàæåííûå ìàêñèìóìû âáëèçè óç-ëîâ ðåøåòêè�èñ. 4.2Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé äëÿ ãà-ìèëüòîíèàíà (4.2) â ñëó÷àå ñèñòåìû èç 3 óçëîâ è 3 ýëåêòðîíîâ�èñ. 4.3Ôîðìèðîâàíèå óçåëüíîãî áàçèñà äëÿ ñèñòåìû èç 6 óçëîâ è 4 áîçå-÷àñòèö�èñ. 4.4Ïåðèîäè÷åñêè çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óçëîâ ñ äâóìÿ áåññïè-íîâûìè �åðìè-÷àñòèöàìè â ñîñòîÿíèè Φ5= |1010〉�èñ. 4.5Ñïåêòð ñâîáîäíîé ÷àñòèöû�èñ. 4.6Îäíî÷àñòè÷íûå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè äëÿ ñèñòåìû èç øåñòè óçëîâ.Ñðåäíèå óðîâíè äâàæäû âûðîæäåíû ïî èìïóëüñó�èñ. 4.7Îñíîâíîå (1) è ïåðâîå âîçáóæäåííîå (2-5) ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñèñòåìû èçòðåõ ÷àñòèö íà øåñòè óçëàõ. Ïåðâîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ÷åòûðåõ-êðàòíî âûðîæäåíî�èñ. 4.8Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé äëÿ ãà-ìèëüòîíèàíà (4.36) â ñëó÷àå ñèñòåìû èç òðåõ óçëîâ è òðåõ ýëåêòðîíîâ�èñ. 4.9Ñèñòåìà èç òðåõ óçëîâ è äâóõ ÷àñòèö ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèíàìèâ ñîñòîÿíèè Φ3= |100, 001〉�èñ. 4.10Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äëÿ ñèñòåìû èç òðåõ óçëîâ è äâóõ ÷àñòèö ñ ïðî-



910 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿòèâîïîëîæíûìè ñïèíàìè�èñ. 4.11Ïåðâîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå äëÿ ñèñòåìû èç òðåõ óçëîâ è äâóõ ÷à-ñòèö ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ñïèíàìè ÷åòûðåõêðàòíî âûðîæäåíî: äâàæäûïî èìïóëüñó è äâàæäû ïî ñïèíó�èñ. 4.12Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èç øåñòè óçëîâ ñ äâóìÿ íåâçàèìîäåé-ñòâóþùèìè áåññïèíîâûìè �åðìè-÷àñòèöàìè äâóêðàòíî âûðîæäåíî�èñ. 4.13Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå âåêòîðîâ ïàðû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõñîáñòâåííûõ �óíêöèé Ψ1, Ψ2, è Φ1, Φ2, îòâå÷àþùèõ äâóêðàòíî âûðîæ-äåííîìó ñîñòîÿíèþ�èñ. 4.14Çàâèñèìîñòü õîëëîâñêîé ïðîâîäèìîñòè ρxy è ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèÿ
ρxx îò íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öåëîì êâàíòîâîì ý��åêòå Õîë-ëà �èñ. 4.15Ïîïåðå÷íàÿ ïðîâîäèìîñòü ρxy è ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå ρxx â äðîáíîìêâàíòîâîì ý��åêòå Õîëëà�èñ. 4.16Êëàññè÷åñêàÿ òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà � âèãíåðîâñêèé êðèñòàëë�èñ. 4.17Ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ g(θ) äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â òî÷-êàõ ðåçêîãî èçìåíåíèÿ îñöèëëÿöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èçìåíåíèÿì óãëî-âîãî ìîìåíòà 51 → 57; 57 → 63; 63 → 69; 69 → 75�èñ. 4.18Îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé �óíê-öèè�èñ. 5.1×åðíûå øàðû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíû ïî ëóíêàì. �ðàíèöûëóíîê îáîçíà÷åíû áåëûìè øàðàìè



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî911�èñ. 5.2Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (5.14) â ñëó÷àå ñèñòåìû èçòðåõ óçëîâ è øåñòè ÷àñòèö�èñ. 5.3Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èç òðåõ ñâîáîäíûõ áîçå-÷àñòèö íà ðå-øåòêå èç òðåõ óçëîâ�èñ. 5.4Ïåðâîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èç òðåõ ñâîáîäíûõ áîçå-÷àñòèöíà ðåøåòêå èç òðåõ óçëîâ äâóêðàòíî âûðîæäåíî�èñ. 5.5Ñäâèã ñïåêòðà ñèñòåìû ïðè ó÷åòå ãðàäèåíòíîé �àçû âäîëü îñè x,
△k = 2πΦ/Φ0Lx�èñ. 5.6Îäíî÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö íà öåïî÷êå èç øåñòèóçëîâ�èñ. 5.7Ñäâèã ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ïðè ãðàäèåíòíîì ïðåîáðàçîâàíèè�èñ. 5.8Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îò �àçû (5.66) � (5.67)�èñ. 5.9Êà÷åñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü ëîãàðè�ìà ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû îò �à-çû �èñ. 5.10Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êàê �óíêöèè �àçû. Òî÷íàÿäèàãîíàëèçàöèÿ, ÷èñëî óçëîâ Na = 12. 1 � U

t
= −5.5; 2 � U

t
= −6.0; 3 �

U
t

= −6.5; 4 � U
t

= −10.0�èñ. 6.1Âåëè÷èíà îáìåííîãî èíòåãðàëà Jnm (çàêðàøåííàÿ îáëàñòü) îïðåäå-ëÿåòñÿ ïëîùàäüþ îáëàñòè ïåðåêðûòèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé ýëåêòðîíîâ,íàõîäÿùèõñÿ â óçëàõ ðåøåòêè n è m; a = |−→r n −−→r m|�èñ. 6.2



912 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÑõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå íàíîêëàñòåðà (6.57). Êðóæêàìè ïîêàçàíûàòîìû ìàðãàíöà, âíóòðåííèå àòîìû èìåþò ìàêñèìàëüíóþ ïðîåêöèþ ñïè-íà S = 3/2, âíåøíèå � S = 2�èñ. 6.3Ïîðòðåò ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû�èñ. 6.4Íîâàÿ îñü êâàíòîâàíèÿ íàïðàâëåíà âäîëü ïîëÿ Hk�èñ. 6.5Èçìåíåíèå ïðîåêöèé ñïèíà íà óçëàõ i è j ýêâèâàëåíòíî ïåðåìåùåíèþìàãíîíà ïî ðåøåòêå�èñ. 6.6Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ìîäåëè�èñ. 7.1Ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îäíîìåðíîé è äâóìåðíîé ñè-ñòåì�èñ. 7.2Äâóìåðíàÿ ðåøåòêà Áðàâý�èñ. 7.3Ýâîëþöèÿ ñïåêòðà ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà âçàèìîäåéñòâèÿ U â ìî-äåëè Áîçå � Õàááàðäà èç [33℄. ×èñëî óçëîâ è ÷àñòèö Na = 11, N = 7ñîîòâåòñòâåííî�èñ. 7.4Ìàòðèöà �ýëåÿ�èñ. 7.5�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà Ëàíöîøà â ñëó÷àå m = 4�èñ. 7.6�àñ÷åò ïðîâîäèìîñòè σ(ω) (a) è ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé N(ω) (á ) äëÿäâóìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà 4 × 4 èç [54℄�èñ. 8.1Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî òåëà â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè âåðîÿòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè èìååò ðåçêèé ìàêñèìóì âáëèçè ñðåäíåãî çíà-



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî913÷åíèÿ�èñ. 8.2Ñèñòåìà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ âî âíåøíåì ïî-ëå H�èñ. 8.3Çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû ýíåðãèè (ââåðõó), ìàãíèòíîãî ìîìåí-òà (ïîñåðåäèíå) è òåïëîåìêîñòè (âíèçó) ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ�èñ. 8.4Çàâèñèìîñòü ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïðèðàçëè÷íîé òåìïåðàòóðå�èñ. 8.5Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà (8.83)�èñ. 8.6Ïîðòðåò ãàìèëüòîíîâîé ìàòðèöû�èñ. 8.7Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå îò õèìè÷åñêîãî ïîòåí-öèàëà â äèàïàçîíå îò −1.8 äî 4 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóð.�èñ. 8.8Îäíà èç ñòóïåíåê �èñ. 8.7�èñ. 9.1Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ îäíîìåðíîãî èäåàëüíîãî ãàçà. V = 1; t =

1; a = 1�èñ. 9.2Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî �åðìè-ãàçà. Øòðèõîâàÿ ëè-íèÿ îòâå÷àåò òåìïåðàòóðå T = 0, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òåìïåðàòóðå 0 <

T ≪ EF�èñ. 9.3Ñ�åðà Ôåðìè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå�èñ. 9.4



914 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÇàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (a), ýíåðãèè (b) è òåïëîåìêî-ñòè () èäåàëüíîãî �åðìè-ãàçà îò òåìïåðàòóðû�èñ. 9.5Çàâèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (a), ýíåðãèè (b) è òåïëîåìêî-ñòè () èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà (â ðàñ÷åòå íà îäíó ÷àñòèöó) îò òåìïåðàòóðû�èñ. 10.1Ïðÿìàÿ y = R ïåðåñåêàåò ãðà�èê �óíêöèè y = y (x) â åäèíñòâåííîéòî÷êå�èñ. 10.2Åñëè ξ ∈ (a′, b′), òî R ∈ (y (a′) , y(b′)), è íàîáîðîò, à çíà÷èò, âåðîÿòíî-ñòè ýòèõ ñîáûòèé ðàâíû�èñ. 10.3�èñòîãðàììà ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí(âíèçó) ïîëó÷åíà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ââåðõó) ìåòîäîì îá-ðàòíîé �óíêöèè (10.22). Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíî ÷èñëî òî÷åê ðàñ-ïðåäåëåíèÿ, ïîïàäàþùèõ â ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë ãèñòîãðàììû, îá-ùåå ÷èñëî òî÷åê ðàâíî 100000�èñ. 10.4Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ðàñïðåäåëåííûõïî çàêîíó Ïóàññîíà�èñ. 10.5�èñòîãðàììà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíàñ ïàðàìåòðîì µ = 3.5, îáùåå ÷èñëî òî÷åê ðàâíî 50000�èñ. 10.6Ìåòîä �îí Íåéìàíà ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ p(x)�èñ. 10.7Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-íûõ ÷èñåë�èñ. 10.8�èñòîãðàììà íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (âíèçó)



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî915ïîëó÷åíà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ââåðõó) ïðè ïîìîùè àëãîðèò-ìà, èçîáðàæåííîãî íà �èñ. 10.7. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíî ÷èñëîòî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîïàäàþùèõ â ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë ãèñòî-ãðàììû, îáùåå ÷èñëî òî÷åê ðàâíî 100000�èñ. 10.9Ôóíêöèÿ f(x) îïèñûâàåò ïî÷òè ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿñëó÷àéíîé âåëè÷èíû�èñ. 10.10Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ ïî÷òè ëèíåéíîéïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ�èñ. 10.11Âñå òî÷êè (x, y), ïîïàäàþùèå â çàêðàøåííóþ îáëàñòü, èìåþò ïî÷òèëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ�èñ. 10.12Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ïî÷òè ëèíåéíûé çàêîí ðàñïðåäåëå-íèÿ�èñ. 10.13�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äâóõñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. D(X, Y ) � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
X è Y�èñ. 10.14Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D(z) îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè y = x è y = x+ z�èñ. 10.15�èñòîãðàììà ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ïëîòíîñòüðàñïðåäåëåíèÿ (10.48) ñ óñëîâèåì (10.49). Îáùåå ÷èñëî òî÷åê 50000�èñ. 10.16Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïëîñêîé �èãóðû ìåòîäîì ÌÊ�èñ. 10.17Êëàñòåðû ÷àñòèö â çàäà÷å ïåðêîëÿöèè�èñ. 10.18Ïðèìåð ñòÿãèâàþùåãî êëàñòåðà. Â ñèñòåìå âîçìîæíî ïðîòåêàíèå ñíè-



916 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿçó ââåðõ�èñ. 10.19�àñïðåäåëåíèå �àóññà äëÿ ïàðàìåòðîâ a = 1; σ = 0.1�èñ. 10.20Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ f(x) è ðàçëè÷íûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-íèÿ äëÿ ðàñ÷åòà èíòåãðàëà ìåòîäîì ÌÊ�èñ. 10.21Âûáîð �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèëüíî âëèÿåò íà ñêîðîñòü ñõîäèìî-ñòè ðàñ÷åòà èíòåãðàëà ìåòîäîì ÌÊ�èñ. 10.22Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà îò òåìïåðàòóðû â îäíî-ìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ è áëèæàéøèõ ñî-ñåäåé. Âíåøíåå ïîëå H = 0; Z = 2; J = 1�èñ. 10.23Çàâèñèìîñòü âîñïðèèì÷èâîñòè îò òåìïåðàòóðû â ìîäåëè Èçèíãà âïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ è áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Âíåøíåå ïîëå H = 0;
Z = 2; J = 1�èñ. 10.24Êà÷åñòâåííàÿ òåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè îò òåìïåðà-òóðû â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è ñ ó÷åòîì �ëóê-òóàöèé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)�èñ. 10.25Êà÷åñòâåííûé ðèñóíîê çàâèñèìîñòè âîñïðèèì÷èâîñòè àíòè�åððîìàã-íåòèêà îò òåìïåðàòóðû â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ. Â îòëè÷èå îò �åð-ðîìàãíèòíîãî ñëó÷àÿ, âîñïðèèì÷èâîñòü íå ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå ïåðåõîäà,à èìååò ðàçðûâ ïðîèçâîäíîé�èñ. 10.26Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîãî ìîìåíòà îò òåìïåðàòóðû â îäíîìåðíîé áåñ-êîíå÷íîé ìîäåëè Èçèíãà. Òî÷íîå ðåøåíèå. Ôàçîâûé ïåðåõîä â ìîäåëèîòñóòñòâóåò�èñ. 10.27



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî917Çàâèñèìîñòü âîñïðèèì÷èâîñòè îò òåìïåðàòóðû â îäíîìåðíîé áåñêî-íå÷íîé ìîäåëè Èçèíãà. Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ àíòè�åððîìàãíåòèêà J = −1(a) è �åððîìàãíåòèêà J = 1 (b)�èñ. 10.28Çàâèñèìîñòü óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè îò òåìïåðàòóðû â îäíîìåðíîéáåñêîíå÷íîé ìîäåëè Èçèíãà. Òî÷íîå ðåøåíèå�èñ. 10.29Ñõåìà ïðîöåäóðû ðàñ÷åòà ìîäåëè Èçèíãà ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèò-ìà Ìåòðîïîëèñà (10.128)�èñ. 10.30Ïåðåðàñ÷åò ýíåðãèè çàòðàãèâàåò òîëüêî óçåë i è ñîñåäíèå ñ íèì�èñ. 10.31Çàâèñèìîñòü: a) ýíåðãèè; b) ìàãíèòíîãî ìîìåíòà; ) òåïëîåìêîñòè(â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå); d) âîñïðèèì÷èâîñòè îò òåìïåðàòóðû âäâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ÌÊ. Ñèñòåìà 50 × 50,âíåøíåå ïîëå H = 0.03�èñ. 10.32Ìîäåëü ðåøåòî÷íîãî ãàçà íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå 40 × 40. Òî÷êè ñî-îòâåòñòâóþò óçëàì ðåøåòêè, çàíÿòûì ÷àñòèöàìè�èñ. 10.33Ïîòåíöèàë Ëåííàðäà � Äæîíñà äëÿ ïàðàìåòðîâ ε = 1; σ = 0.1�èñ. 10.34Êà÷åñòâåííûé ðèñóíîê èçîòåðì, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (10.175). Âîáëàñòè, îáâåäåííîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé, ðåàëèçóåòñÿ ðàâíîâåñèå æèäêîéè ãàçîîáðàçíîé �àç ñ ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì, ïîýòîìó ïåòëÿ íà èçîòåð-ìàõ â ýòîé îáëàñòè íåóñòîé÷èâà. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíà òàêæå òðèêðèòè-÷åñêàÿ òî÷êà Pc, vc, Tc�èñ. 10.35Ñõåìà àëãîðèòìà ÌÊ äëÿ ðàñ÷åòà ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà�èñ. 10.36Èçîòåðìû ðåøåòî÷íîãî ãàçà äëÿ äâóìåðíîé ðåøåòêè 100 × 100, ðàñ-



918 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿñ÷èòàííûå ìåòîäîì ÌÊ ïðè òåìïåðàòóðå: a) T = 1.3; b) T = 1.4; )
T = 1.45; d) T = 1.55�èñ. 10.37Êðèâûå íàìàãíè÷èâàíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà: a) çàâèñè-ìîñòü ìàãíèòíîé èíäóêöèè B îò âíåøíåãî ïîëÿ H0; ïðè H < Hc1 B = 0� ìåéññíåðîâñêîå ñîñòîÿíèå; b) çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ìàãíèòíîãî ìî-ìåíòà îò H0; M = B−H

4π
ïðè H < Hc1�èñ. 10.38Ñòðóêòóðà âèõðÿ â ñâåðõïðîâîäíèêå. �àñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà ïî-ðÿäêà |ψ|2 ñâåðõïðîâîäíèêà è ñîçäàâàåìîãî âèõðåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñì.(10.189)). Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü � êîð âèõðÿ � îáëàñòü íîðìàëüíîãîñîñòîÿíèÿ�èñ. 10.39Âèõðåâîå ñîñòîÿíèå ñâåðõïðîâîäíèêà âòîðîãî ðîäà. Âèõðè îáðàçóþòïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó. Â ñåðäöåâèíàõ âèõðåé � íîðìàëüíîåñîñòîÿíèå�èñ. 10.40Âèõðü Àáðèêîñîâà èìååò ñóùåñòâåííî ðàçíûå óïðóãèå ñâîéñòâà âíóò-ðè ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñëîåâ (çàøòðèõîâàííûå îáëàñòè) è âíå èõ. Ñëó÷àéa îòâå÷àåò òåìïåðàòóðå T ≪ Tc; ïðè âîçðàñòàíèè òåìïåðàòóðû äî çíà÷å-íèé T ∼ Tc (ñëó÷àé b) âèõðè íà÷èíàþò ïåðåïëåòàòüñÿ âíå ñâåðõïðîâîäÿ-ùèõ ñëîåâ, â òî âðåìÿ êàê âíóòðè ñëîåâ âñå åùå ñîõðàíÿåòñÿ òðåóãîëüíàÿðåøåòêà�èñ. 10.41Âçàèìîäåéñòâèå âèõðåé. Âèõðè ðàçíûõ çíàêîâ ïðèòÿãèâàþòñÿ, îäíîãîçíàêà � îòòàëêèâàþòñÿ�èñ. 10.42Âçàèìîäåéñòâèå âèõðÿ ñ ïëîñêîé ãðàíèöåé ñâåðõïðîâîäíèêà àíàëî-ãè÷íî âçàèìîäåéñòâèþ âèõðÿ ñî ñâîèì çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì�èñ. 10.43Ïðèòÿæåíèå âèõðÿ ê äå�åêòó



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî919�èñ. 10.44Ìåéññíåðîâñêèé òîê, ñîçäàííûé âíåøíèì ïîëåìH0, îòòàëêèâàåò âèõðüîò ïîâåðõíîñòè�èñ. 10.45Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåé ÂÒÑÏ-ïëàñòèíû�èñ. 10.46�àñïðåäåëåíèå â ñâåðõïðîâîäÿùåé ïëàñòèíå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïî-ëÿ è ñâÿçàííîãî ñ íèì òîêà (a); ðàñïðåäåëåíèå òðàíñïîðòíîãî òîêà èñîçäàâàåìîãî èì ìàãíèòíîãî ïîëÿ (b)�èñ. 10.47Ïåòëè íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ ðàçíîãî êîëè÷åñòâà äå�åêòîâ Nd�èñ. 10.48Ïåòëÿ íàìàãíè÷åííîñòè â ñëó÷àå ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ òîêîì. Êîëè÷å-ñòâî äå�åêòîâ 200�èñ. 10.49Âîëíû àííèãèëÿöèè â ïðîöåññå ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ òîêîì. Ñòðåëêàìèóêàçàí �ðîíò âîëíû�èñ. 10.50Åñëè ñîñòîÿíèå, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå, ñèëüíî îòëè-÷àåòñÿ îò ðàâíîâåñíîãî (ïîêàçàíî øòðèõîâîé ëèíèåé), òî ïåðâûå íåñêîëü-êî øàãîâ (îáâåäåíû øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèåé) äàäóò áîëüøîé âêëàä âïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòà�èñ. 10.51Âñå M = 40 èçìåðåíèé ðàçáèòû íà n = 10 ÷àñòåé äëèíîé r = 4�èñ. 10.52Ñ ðîñòîì r çàâèñèìîñòè τ(r) è σ2(r) âûõîäÿò íà íàñûùåíèå�èñ. 10.53�àñ÷åò ïîãðåøíîñòè ìåòîäîì �1/2 �àéëà�. Ñ ðîñòîì M �ëóêòóàöèèñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 〈A〉 óìåíüøàþòñÿ�èñ. 10.54Îöåíêà àâòîêîððåëÿöèîííîãî âðåìåíè ÷åðåç àâòîêîððåëÿöèîííóþ �óíê-



920 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿöèþ�èñ. 10.55Çàâèñèìîñòü àâòîêîððåëÿöèîííîãî âðåìåíè (êðóãè) è ïîãðåøíîñòèýíåðãèè (òðåóãîëüíèêè) â îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà (÷èñëî óçëîâ 100;
J = 1; T = 0.5; H = 0.1). Ïîëíîå ÷èñëî èçìåðåíèé 990000�èñ. 10.56×èñëî ñâÿçåé, âõîäÿùèõ â óçåë 3, ðàâíî k3 = N1↔3 + N2↔3 + N3↔4 +

N3↔5 = 0 + 1 + 2 + 1 = 4�èñ. 10.57Äâå èç âîçìîæíûõ êîí�èãóðàöèé, äàþùèõ âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþñóììó (10.253)�èñ. 10.58Äèàãðàììû Îíçàãåðà�èñ. 10.59Êîí�èãóðàöèÿ, äàþùàÿ âêëàä â ñïèí-ñïèíîâóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíê-öèþ G, íî íå äàþùàÿ âêëàäà â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó. Òî÷êè i1 è i2 �íà÷àëî è êîíåö ÷åðâÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Òîëùèíà ëèíèé ïðîïîðöèîíàëüíà÷èñëó ñâÿçåé ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè óçëàìè, ïóñòûå ñâÿçè ïîêàçàíûïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè�èñ. 10.60Êîí�èãóðàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ ñ ó÷åòîì âíåøíåãî ïîëÿ. Çâåçäî÷êè ñîîò-âåòñòâóþò ñòåïåíÿì âåëè÷èíû βHS â (10.263)�èñ. 10.61Ýíåðãèÿ �åððîìàãíèòíîé öåïî÷êè Èçèíãà èç 100 óçëîâ. Òî÷êè è òðå-óãîëüíèêè � ðàñ÷åò àëãîðèòìîì ÷åðâÿ, ñïëîøíûå ëèíèè � àíàëèòè÷åñêèéðàñ÷åò. Òðåóãîëüíèêàìè îáîçíà÷åí ðàñ÷åò ïðè ìàãíèòíîì ïîëå H = 0.4,òî÷êàìè � ïðè H = 0.2�èñ. 11.1Ïðåäñòàâëåíèå øàõìàòíîé äîñêè�èñ. 11.2Îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ó÷åòà ñïèíà ó �åðìèîíîâ â òðàåêòîð-



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî921íîì ìåòîäå. Íà âåðõíåé äîñêå íàõîäÿòñÿ òðàåêòîðèè ÷àñòèö ñî ñïèíîìââåðõ , íà íèæíåé � ñî ñïèíîì âíèç. Ìåæäó òðàåêòîðÿìè ÷àñòèö ñ ðàç-íûìè ñïèíàìè ìîæåò áûòü âçàèìîäåéñòâèå, åñëè òàêîé ÷ëåí èìååòñÿ âãàìèëüòîíèàíå�èñ. 11.3Äðóãîé âàðèàíò ó÷åòà ñïèíà ó �åðìèîíîâ â òðàåêòîðíîì ìåòîäå. ×åð-íûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòèöàì ñî ñïèíîì ââåðõ, ñåðûå � ñî ñïèíîìâíèç�èñ. 11.4Ïðîñòåéøèå îáíîâëåíèÿ òðàåêòîðèé ìèðîâûõ ëèíèé ÷àñòèö â òðàåê-òîðíîì àëãîðèòìå�èñ. 11.5Ñõåìà øàõìàòíîé äîñêè äëÿ ðàñ÷åòà íåëîêàëüíûõ êîððåëÿòîðîâ. Òðà-åêòîðèè ÷àñòèö ìîãóò èñïûòûâàòü ðàçðûâ ìåæäó âðåìåííûìè ñðåçàìè
| i1〉 è | i′1〉�èñ. 11.6Óñëîæíåííàÿ ñõåìà øàõìàòíîé äîñêè äëÿ ðàñ÷åòà ìàöóáàðîâñêîé �óíê-öèè �ðèíà. Â îáëàñòè 2 â êîí�èãóðàöèè ñëåâà íà 1 ÷àñòèöó áîëüøå, ÷åì âîáëàñòÿõ 1 è 3. Òàêèå êîí�èãóðàöèè ãåíåðèðóþòñÿ äëÿ ñáîðà ñòàòèñòèêèäëÿ ìàöóáàðîâñêîé �óíêöèè �ðèíà. Êîí�èãóðàöèè ñïðàâà ãåíåðèðóþò-ñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñòàòèñòè÷åñêèõ âåñîâ W1 â (11.41). Ïàðû êîí�èãóðàöèéñëåâà ãåíåðèðóþòñÿ îäíîâðåìåííî, ïðè ýòîì îáëàñòè 1 äëÿ îáåèõ êîí�è-ãóðàöèé îäèíàêîâû�èñ. 11.7Êîððåëÿòîð âîëíû ñïèíîâîé ïëîòíîñòè èç [98℄ äëÿ ìîäåëè (11.42) ñïàðàìåòðàìè U = 6; V = 0�èñ. 11.8Êîððåëÿòîðû âîëíû ñïèíîâîé ïëîòíîñòè (SDW), âîëíû çàðÿäîâîéïëîòíîñòè (CDW) è ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñèíãëåòíîãî ñïà-ðèâàíèÿ (SS) èç [98℄ äëÿ ìîäåëè (11.42) ñ ïàðàìåòðàìè U = −6; V = −0.4�èñ. 11.9



922 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÊîí�èãóðàöèÿ (à) èìååò ïîëîæèòåëüíûé âåñ, â òî âðåìÿ êàê âåñ êîí-�èãóðàöèè (á ) W ∼ − |t′| t2 < 0 èç-çà âêëàäà ïåðåñêîêà ñî âòîðîé êîîð-äèíàöèîííîé ñ�åðû�èñ. 11.10×àñòèöû ñ áîçîííîé ñòàòèñòèêîé â ñõåìå øàõìàòíîé äîñêè. Òðàåêòî-ðèè ÷àñòèö ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ è íàêëàäûâàòüñÿ äðóã íà äðóãà, îáðàçóÿìíîãîêðàòíîå çàïîëíåíèå óçëîâ. Ìíîãîêðàòíîå çàïîëíåíèå óçëîâ ïîêà-çàíî æèðíûìè ëèíèÿìè�èñ. 11.11Ïðèìåð èçìåíåíèÿ òðàåêòîðèè â ñëó÷àå áîçîííîé ñòàòèñòèêè�èñ. 11.12Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ îäíîìåðíîé áîçîííîé ìîäåëè Õàááàðäà. Ïà-ðàìåòðû ìîäåëè: T = 0.0625t; Na = 16 (îòêðûòûå êðóãè); Na = 50(ñïëîøíûå êðóãè). Ùåëü â ñïåêòðå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ△ = µ+−µ−,ãäå µ+ = E (Na + 1) −E (Na); µ− = E (Na) −E (Na − 1)�èñ. 11.13Øàõìàòíàÿ äîñêà äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè (âèä ñâåðõó). �îëü êëåòîêøàõìàòíîé äîñêè èãðàþò êóáû, ðàñïîëîæåííûå â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå
(x, y, τ). Øêàëà ìíèìîãî âðåìåíè ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ðèñóíêà�èñ. 11.14Êîí�èãóðàöèè ñ ðàçíûìè winding numbers�èñ. 11.15Òðàåêòîðèè áåç ðàçðûâîâ�èñ. 11.16Òðàåêòîðèè ñ ðàçíûìè winding numbers�èñ. 11.17Ïåðåõëåñò òðàåêòîðèé�èñ. 11.18�àçðûâ òðàåêòîðèè � worm�èñ. 11.19Ïåðåõëåñò äóãè ñ çàìêíóòîé ïåòëåé



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî923�èñ. 11.20Êîí�èãóðàöèè ñ íåñêîëüêèìè ðàçðûâàìè�èñ. 11.21Ñïèíîâûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè èç [121℄ äëÿ ìîäåëè �åéçåíáåðãàñ S = 1/2. Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà àíòè�åððîìàãíèòíàÿ ìîäåëü ñ
H ∼ ∑
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−→
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−→
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−→
S r+2))�èñ. 11.22Êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè èç [121℄ äëÿ ìîäåëè �åéçåíáåðãà ñ S = 1/2(ñïëîøíûå ëèíèè) è S = 1 (ïóíêòèðíûå ëèíèè)�èñ. 11.23Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ ðàçëîæåíèÿ (11.74). Ñåðûå è ÷åðíûå ìèðî-âûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ïðîåêöèÿì ñïèíà âíèç è ââåðõ ñîîòâåòñòâåííî�èñ. 11.24Ïÿòíàäöàòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (11.75)�èñ. 11.25Ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ, èñïîëüçóåìûå äëÿ îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé.Ëèíèè ðàçíîãî öâåòà ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ïðîåêöèÿì ñïèíà�èñ. 11.26Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé ýíåðãèè ñèñòåìû èç [115℄ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ (êâàä-ðàòû), íåïåðèîäè÷åñêèõ (êðåñòû) è íóëåâûõ (êðóãè) ãðàíè÷íûõ óñëîâèéâ çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ñèñòåìû äëÿ t-J -ìîäåëè�èñ. 11.27Ñïèíîâàÿ è çàðÿäîâàÿ ïëîòíîñòü äëÿ t-J -ìîäåëè èç [115℄ äëÿ ðàçëè÷-íûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè�èñ. 11.28Êëàñòåðû â ïëîñêîñòè CuO2�èñ. 11.29�àçáèåíèå ïëîñêîñòè CuO2 íà òðåõóçåëüíûå ÿ÷åéêè�èñ. 11.30



924 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÏðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñåòêà äëÿ òðàåêòîðíîãî àëãîðèòìà ÌÊ.�àçáèåíèå ïëîñêîñòè CuO2 íà òðåõóçåëüíûå ÿ÷åéêè�èñ. 11.31Çàâèñèìîñòè ñðåäíåé ýíåðãèè ñèñòåìû îò ðàçìåðà êëàñòåðà (à) è êîí-öåíòðàöèè äûðîê äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàñòåðîâ CuO (b)�èñ. 11.32Îïòè÷åñêàÿ ùåëü â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ñèñòåìû�èñ. 11.33Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîñèòåëåé ïî èìïóëüñàì äëÿ êëàñòåðà ñNa =

78 �èñ. 11.34�àçáèåíèå ïëîñêîñòè CuO2 íà ïÿòèóçåëüíûå (à) è òðåõóçåëüíûå (b)ÿ÷åéêè�èñ. 11.35Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñåòêà äëÿ òðàåêòîðíîãî àëãîðèòìà ÌÊ.�àçáèåíèå ïëîñêîñòè CuO2 íà ïÿòèóçåëüíûå ÿ÷åéêè�èñ. 11.36Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè îò òåìïåðàòóðû èç [174℄,ðàññ÷èòàííàÿ ïðè ïîìîùè äåòåðìèíàíòíîãî àëãîðèòìà. Ñïëîøíûå êðó-ãè ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì äëÿ ñèñòåìû 4×4, îòêðûòûå � äëÿ ñèñòåìû
6 × 6. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ íåâçàèìîäåéñòâó-þùåé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû�èñ. 11.37Ìàãíèòíûé ñòðóêòóðíûé �àêòîð, ðàññ÷èòàííûé â [174℄ ïðè ïîìîùèäåòåðìèíàíòíîãî ìåòîäà, äëÿ ñèñòåì 8 × 8 (ñïëîøíûå êðóãè), 6 × 6 (îò-êðûòûå êðóãè) è 4 × 4 (òðåóãîëüíèêè) ïðè β = 4 è U = 4 (à, ñïëîøíûåêðóãè); äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàí ñëó÷àé àíàëîãè÷íîé íåâçàèìîäåéñòâóþ-ùåé ñèñòåìû U = 0 (á )�èñ. 11.38Çàâèñèìîñòü ìàãíèòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè îò òåìïåðàòóðû ïðè−→q = 0,ïîëó÷åííàÿ â [170℄ äëÿ ñèñòåìû èç 43 óçëîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íû-



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî925ìè óñëîâèÿìè (à). Ïðèâåäåíû äàííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé U (îíèîòìå÷åíû íà ðèñóíêå öè�ðàìè âîçëå ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ). Ïîêà-çàíû ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ýòîé æå ìîäåëè â ïðèáëè-æåíèè õàîòè÷åñêèõ �àç (á )�èñ. 11.39Èìïóëüñíîå ðàñïðåäåëåíèå èç [62℄ â çàâèñèìîñòè îò ñèëû âçàèìîäåé-ñòâèÿ U (îòìå÷åíî öè�ðàìè âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ) äëÿ îäíî-ìåðíîé ñèñòåìû èç 32 óçëîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè;â ñèñòåìå 15 ÷àñòèö ñî ñïèíîì ââåðõ è 15 ÷àñòèö ñî ñïèíîì âíèç; ñëó÷àéïîëîâèííîãî çàïîëíåíèÿ îòìå÷åí ñïëîøíîé ëèíèåé�èñ. 11.40Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé èç [57℄ äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Õàááàðäà (ïîëî-âèííîå çàïîëíåíèå; ñèñòåìà 8 × 8; β = 12) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõâçàèìîäåéñòâèÿ U�èñ. 11.41Ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ èç [175℄ â çàâèñèìîñòè îò ω äëÿ ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé èìïóëüñà (ñ èíòåðâàëîì π/6). Ñèñòåìà 12 × 12; U = 8; T = 0.5�èñ. 11.42Äèñïåðñèÿ, âîññòàíîâëåííàÿ èç ðàñ÷åòîâ ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè èç[175℄�èñ. 11.43Ñìîäåëèðîâàííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ρ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è ðå-çóëüòàò ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà L (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ïîëîæåíèå äåëüòà-�óíêöèè ïîêàçàíî òîëüêî íà íèæíåé ïàíåëè�èñ. 11.44Ìîäåëüíûé ñïåêòð (øòðèõîâûå ëèíèè) è ðåçóëüòàòû ñïåêòðàëüíîãîàíàëèçà (ñïëîøíûå ëèíèè) äëÿ η = 10−2 (âåðõíÿÿ ïàíåëü) è η = 10−3(íèæíÿÿ ïàíåëü)�èñ. 11.45Ïðåäñòàâëåíèå øàõìàòíîé äîñêè äëÿ îäíîé ïðîåêöèè ñïèíà. Ñîñòîÿ-íèå |S2〉 , íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóåò êîí�èãóðàöèè |01010001〉



926 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿ�èñ. 11.46Íåíóëåâûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â (11.194) � (11.197). Ñëåâà îò êàæ-äîãî ýëåìåíòà ïîêàçàíî åãî îáîçíà÷åíèå ñîãëàñíî [106℄�èñ. 11.47Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ìåæäó ðåàëüíûìè è âèðòóàëüíûìè ñîñòîÿíè-ÿìè (ïåòëåâûå ñåãìåíòû). Ïîêàçàíû èíäåêñû ñîñòîÿíèé b�èñ. 11.48Êîíñòðóèðîâàíèå ïåòåëü è îáíîâëåíèå êîí�èãóðàöèè. N = 2; L = 4�èñ. 11.49Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåàëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè è ïåòëåâûìè ñåãìåíòà-ìè â ìîäè�èöèðîâàííîì àëãîðèòìå. Ñïëîøíûå ëèíèè â ðåàëüíûõ ñîñòî-ÿíèÿõ ñîîòâåòñòâóþò ïðîåêöèè ñïèíà ââåðõ, øòðèõîâûå � âíèç�èñ. 11.50Ïðèìåð îáíîâëåíèÿ ïåòåëü äëÿ N = 4;L = 3�èñ. 11.51Àâòîêîððåëÿöèîííûå âðåìåíà èç [106℄ äëÿ ýíåðãèè (a), âîëíû ñïèíî-âîé ïëîòíîñòè (b), âîëíû çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè () è ÷èñëà ÷àñòèö (d)�èñ. 11.52Ñâîéñòâî ñâîáîäíîãî ïðîïàãàòîðà�èñ. 11.53�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè (11.258)�èñ. 11.54Äèàãðàììà Ôåéíìàíà äëÿ (11.275)�èñ. 11.55Äèàãðàììà Ôåéíìàíà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ (11.276)�èñ. 11.56Äèàãðàììà Ôåéíìàíà äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ�èñ. 11.57Ïåðìóòàöèè�èñ. 11.58



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî927Ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ èç [179℄, ðàññ÷èòàííàÿ ñ ó÷åòîìïåðìóòàöèé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è áåç íèõ (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ)�èñ. 11.59�àñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé winding numbers è çàâèñèìîñòü íîðìàëüíîéêîìïîíåíòû ïëîòíîñòè îò òåìïåðàòóðû èç [103℄ (òî÷êè). Ñïëîøíîé ëè-íèåé ïîêàçàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå�èñ. 12.1Ïðè ìàëîì △τ â àëãîðèòìå øàõìàòíîé äîñêè êèíêè � îòíîñèòåëüíîðåäêîå ÿâëåíèå�èñ. 12.2Ïðÿìàÿ òðàåêòîðèÿ è ïàðà êèíê � àíòèêèíê�èñ. 12.3Êîí�èãóðàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîìó èç ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè(12.24)�èñ. 12.4Êèíê è åãî ïàðàìåòðû�èñ. 12.5Ïåðåñêîê ÷àñòèöû ìåæäó óçëàìè i è j è ìíîæèòåëü, âíîñèìûé ýòèìïðîöåññîì â ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ êîí�èãóðàöèè�èñ. 12.6Ïðèìåð ñèñòåìû òðàåêòîðèé â àëãîðèòìå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè�èñ. 12.7Ïðîöåäóðà kink-antikink�èñ. 12.8Êèíêè, ñîîòâåòñòâóþùèå �èêòèâíîìó ñëàãàåìîìó (12.26)�èñ. 12.9Ïðèìåð ñèñòåìû òðàåêòîðèé ñ �èêòèâíûìè ñëàãàåìûìè�èñ. 12.10Ïàðà ïðîöåññîâ reation-annihilation: à � ñ óâåëè÷åíèåì, á � ñ óìåíü-øåíèåì ÷èñëà ÷àñòèö�èñ. 12.11



928 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÏðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ êîí�èãóðàöèé jump-antijump (à) è reonnetion-antireonnetion (á ). Ïîêàçàíû ïðîöåäóðû äëÿ îäíîãî èç õâîñòîâ ÷åðâÿ.Àíàëîãè÷íûå ïðîöåäóðû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ äðóãîãî õâîñòà. τmax ñîâïà-äàåò ïî âðåìåíè ñ õâîñòîì ÷åðâÿ, τmin îãðàíè÷åíî ñëåâà âðåìåíåì áëè-æàéøåãî êèíêà íà óçëàõ i è j�èñ. 12.12Ïðîöåäóðà shift ñäâèãà õâîñòà ÷åðâÿ. τmin è τmax îãðàíè÷åíû âðåìå-íàìè áëèæàéøèõ êèíêîâ�èñ. 12.13Ïðîöåäóðà shift ñäâèãà êèíêà. τmin è τmax îãðàíè÷åíû âðåìåíàìè áëè-æàéøèõ êèíêîâ íà óçëàõ i è j�èñ. 12.14Âðåìåííîå îêíî íà óçëå i ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî èç-çà ïðèñóòñòâèÿàññîöèàòèâíûõ êèíêîâ�èñ. 12.15Ïðîöåäóðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïàðû êèíê-àíòèêèíê�èñ. 12.16Ñõåìà CTWL-àëãîðèòìà�èñ. 12.17Äèàãîíàëüíûå êèíêè, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ó÷åòå ïàðíîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿ â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ�èñ. 12.18Äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà (à è á ) óíè÷òîæåíèÿ ÷åðâÿ â êîí�èãóðà-öèè, ïîêàçàííîé ñëåâà�èñ. 12.19Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ðåäóöèðîâàííîé îäíîìåðíîé ìîäåëè Áîçå � Õàá-áàðäà èç [17℄ äëÿ 50 óçëîâ è 50 ÷àñòèö. SF îáîçíà÷àåò îáëàñòü ñâåðõòå-êó÷åé �àçû, MI � îáëàñòü ìîòîâñêîãî èçîëÿòîðà�èñ. 12.20Ýâîëþöèÿ îäíî÷àñòè÷íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ïëîò-íîñòè ñèñòåìû èç [70℄. U = 1.0;T = 0.2



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî929�èñ. 12.21Ôóíêöèÿ �ðèíà äëÿ äâóìåðíîé t-J -ìîäåëè èç [78℄. Øòðèõîâîé ëèíèåéïîêàçàíà ïîëóàíàëèòè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà, ïîëó÷åííàÿ èç ñïåêòðàëüíîé�óíêöèè (�èñ. 12.22)�èñ. 12.22Ñïåêòðàëüíàÿ �óíêöèÿ äëÿ äâóìåðíîé t-J -ìîäåëè èç [78℄. Ñèñòåìà
16 × 16�èñ. 12.23Îòêëèê òîêà íà ãðàäèåíòíî-èíâàðèàíòíóþ �àçó â ðåäóöèðîâàííîéìîäåëè Áîçå � Õàááàðäà èç [17℄�èñ. 12.24Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé èç [78℄. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêà-çàíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ñïëîøíîé � ðåçóëüòàò ñïåêòðàëüíîãî àíà-ëèçà�èñ. 12.25Çàâèñèìîñòü çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè îò èìïóëüñà èç [79℄. Ñïëîøíîé ëè-íèåé ïîêàçàíî ðåøåíèå ìîäåëè Âàííüå�èñ. 12.26Ìàãíîííûé ñïåêòð èç [69℄ äëÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè äëèíîé L = 100 ñ
S = 1�èñ. 12.27Êðèâàÿ íàìàãíè÷èâàíèÿ èç [69℄ äëÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè äëèíîé L =

100 ñ S = 1/2�èñ. 12.28Êðèâàÿ íàìàãíè÷èâàíèÿ èç [69℄ äëÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè äëèíîé L =

100 ñ S = 1�èñ. 12.29Êèíêè (îáîçíà÷åíû êðóæêàìè), ïîðîæäàåìûå äâóõ÷àñòè÷íûì âçàè-ìîäåéñòâèåì: a, b � äèàãîíàëüíûå; , d � íåäèàãîíàëüíûå�èñ. 12.30Ïðèìåð ìãíîâåííîé êîí�èãóðàöèè ñî âñåìè òèïàìè êèíêîâ, ïîêàçàí-



930 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿíûìè íà �èñ. 12.29. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíû ðàçðåøåííûå èì-ïóëüñû ñèñòåìû�èñ. 12.31Ïðîöåäóðû èçìåíåíèÿ íåäèàãîíàëüíûõ êèíêîâ: ñîçäàíèå-óíè÷òîæåíèåïàðû êèíêîâ (a); ïðåâðàùåíèå îäíîãî êèíêà â äâà (b); ïåðåïóòûâàíèåêèíêà è ïðÿìîãî ó÷àñòêà òðàåêòîðèè (); ñäâèã êèíêà ÷åðåç ñîñåäíèé (d)�èñ. 12.32Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çíàêà îò òåìïåðàòóðû ïðè ðàñ÷åòå îäíîìåðíîéìîäåëè Õàááàðäà â óçåëüíîì è èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè�èñ. 12.33Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñèñòåìû èç äåñÿòè ÷àñòèö ïðè ðàç-ëè÷íûõ ìîìåíòàõ âðàùåíèÿ (ïîêàçàíû ÷èñëàìè ó êðèâûõ).�èñ. 12.34Çàâèñèìîñòü âðàùàòåëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû â îñíîâíîì ñîñòîÿíèèîò ñêîðîñòè âðàùåíèÿ äëÿ ñèñòåìû èç 5, 10 è 20 ÷àñòèö. Íàêëîííûìïóíêòèðîì ïîêàçàíà ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü�èñ. 12.35Ïðîöåäóðà move äëÿ êèíêà, ñâÿçûâàþùåãî äâà óçëà i è j (à); ïðîöå-äóðà move äëÿ äâèæåíèÿ ÷åðâÿ (á )�èñ. 12.36Ïðîöåäóðà kink-antikink, èçìåíÿþùàÿ ñîñòîÿíèå áåç ðàçðûâà òðàåê-òîðèé�èñ. 12.37Ïðîöåäóðà jump-antijump. Ýòà æå ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü è ïðîöåäó-ðîé reonnetion-antireonnetion, îòëè÷àþùåéñÿ îò ïåðâîé òîëüêî çàìå-íîé �äûðêà � ÷àñòèöà��èñ. 12.38Ïðîöåäóðà reation-annihilation. Ïîíÿòèå ¾÷àñòèöà¿ (¾äûðêà¿) çäåñüÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì îáîçíà÷åíèÿì ñèòóàöèè n1 < n2 (n1 > n2)�èñ. 12.39Äîïîëíèòåëüíûå ïðîöåäóðû, ïðèâîäÿùèå ê èçìåíåíèþ ÷èñåë è ñîð-



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî931òîâ ðàçðûâîâ�èñ. 12.40Òèïè÷íàÿ ìãíîâåííàÿ êîí�èãóðàöèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðè ìî-äåëèðîâàíèè îáîáùåííûì ìåòîäîì ÌÊ äëÿ 12-óçåëüíîãî êëàñòåðà. Çà-íÿòûå ñîñòîÿíèÿ îòìå÷åíû ÷åðíûìè ëèíèÿìè. Âåðòèêàëüíûå ëèíèè �ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè � êèíêè. Òî÷êàìè ïîêàçàíû îáðûâû òðà-åêòîðèé, îòâå÷àþùèå ñëàãàåìûì òèïà An1n2
i , A+n1n2

j â ãàìèëüòîíèàíå�èñ. 12.41Ïðîöåäóðû kink-antikink (à) è jump (á ), ðåàëèçóþùèåñÿ íà �îíå êó-ñî÷íîé �óíêöèè δE(τ) � ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè îò äèàãîíàëüíûõ ñëàãàå-ìûõ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ�èñ. 12.42Êîäèðîâêà èìïóëüñîâ äëÿ îäíîé ïðîåêöèè ñïèíà ýëåêòðîíîâ â ìîäåëèÕîëñòåéíà � Õàááàðäà�èñ. 12.43�àñ÷åò îáîáùåííûì ìåòîäîì ÌÊ ÷èñëà �îíîíîâ Nb â çàâèñèìîñòèîò âåëè÷èíû ýëåêòðîí-�îíîííîãî ïàðàìåòðà α â ìîäåëè Õîëñòåéíà �Õàááàðäà (ñïëîøíûå êðóãè). ×èñëî óçëîâ Na = 4, ïåðèîäè÷åñêàÿ îäíî-ìåðíàÿ öåïî÷êà. Ïàðàìåòðû ìîäåëè: t = 1.4; U = 0.5; Ω = 1; µ = 0.5;
β = 10. Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû äàííûå ìåòîäà òî÷íîé äèàãîíàëèçà-öèè, äàííûå âçÿòû èç [190℄�èñ. 12.44Äâà òèïà êîäèðîâêè íà óçëå äëÿ ìîäåëè S = 1 áîçîíîâ ïðè Nmax = 2:1) îáúåäèíåíèå âñåõ ïðîåêöèé â îäèí ý��åêòèâíûé óçåë ñ ÷èñëîì ñîñòî-ÿíèé 27; 2) ïðåäñòàâëåíèå â âèäå äâóõ óçëîâ � ñ íåíóëåâûìè è íóëåâîéïðîåêöèÿìè ñïèíà, ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé 9 è 3 ñîîòâåòñòâåííî�èñ. 12.45�àñ÷åò îáîáùåííûì ìåòîäîì ÌÊ S = 1 áîçîííîé ìîäåëè íà òðåõóçëàõ. Ìàêñèìàëüíîå çàïîëíåíèå óçëà Nmax = 2 (òðè ñîñòîÿíèÿ íà óçëåäëÿ îäíîé ïðîåêöèè ñïèíà). Ïàðàìåòðû ìîäåëè: t = 1; µ = 0.5; U2 = −0.5;
β = 10. Ïðîâåäåíà ïåðåêîäèðîâêà ñîñòîÿíèé ñî ñïèíàìè ±1, òàê ÷òî â



932 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿðàñ÷åòå �èãóðèðóåò ý��åêòèâíûé óçåë ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé 3 × 3 = 9. à� ýíåðãèÿ ñèñòåìû êàê �óíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ U ; á � ñðåäíèå ÷èñëàçàïîëíåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîåêöèé ñïèíà. Äàííûå èç [190℄�èñ. 12.46Òî÷êè íà ìèðîâûõ ëèíèÿõ è èõ ñîñåäè�èñ. 12.47Ïðîöåäóðà swap: âíèçó � èñõîäíàÿ êîí�èãóðàöèÿ, ââåðõó � êîí�èãó-ðàöèÿ ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû�èñ. 12.48Ñâåðõòåêó÷àÿ ïëîòíîñòü â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû èç [85℄ äëÿäâóìåðíîé ñèñòåìû 4He ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì àòîìîâ�èñ. 12.49Ôóíêöèÿ �ðèíà èç [85℄ äëÿ òðåõìåðíîé ñèñòåìû èç 1000 àòîìîâ ïðèòåìïåðàòóðå T = 1 Ê�èñ. 12.50Îäíî÷àñòè÷íàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè èç [85℄ äëÿ ñèñòåìû èç 64 (ñïëîø-íûå êâàäðàòû) è 2048 (îòêðûòûå êâàäðàòû) àòîìîâ�èñ. 12.51Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ðàâíîâåñíîé êîí�èãóðàöèè äâóõ êðèñòàë-ëèòîâ â êîíòàêòå ñ æèäêîñòüþ�èñ. 12.52Èñõîäíàÿ ñèñòåìà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàíèöû çåðíà â êîíòàêòå ñæèäêîñòüþ. Äâå óñå÷åííûå ïèðàìèäû ïîñòàâëåíû îäíà íà äðóãóþ âåð-øèíàìè. Áàçîâàÿ ïëîñêîñòü ó îáåèõ ïèðàìèä � êâàäðàò ñ ðàçìåðîì Lx×
Ly = L×L ñ L = 24. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïèðàìèäû èìåþò ðàçëè÷íûå ñëó-÷àéíûì îáðàçîì ñìîäåëèðîâàííûå êðèñòàëëè÷åñêèå îðèåíòàöèè, âûñîòàîáåèõ ïèðàìèä Lz = L/2. Âåðõíÿÿ ÷àñòü óñå÷åííûõ ïèðàìèä � êâàäðàòûèñõîäíîãî ðàçìåðà L/2×L/2, îíè �îðìèðóþò ãðàíèöó çåðíà ìåæäó ýòè-ìè äâóìÿ êðèñòàëëèòàìè. Æèäêîñòü çàïîëíÿåò îáúåì âíå êðèñòàëëèòîâ.Èñïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íàïðàâëåíèÿõ x è ó,â òî âðåìÿ êàê àòîìû â ïëîñêîñòÿõ z = 0 è z = L çàêðåïëåíû



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî933�èñ. 12.53�àñïðåäåëåíèå êîíäåíñèðîâàííîé îáëàñòè ñèñòåìû ñ äâóìÿ ïèðàìè-äàìè. �èñóíîê ñîîòâåòñòâóåò (÷åì ãóùå òî÷êè, òåì áîëüøå çíà÷åíèå) âîë-íîâîé �óíêöèè êîíäåíñèðîâàííîé �àçû â ñëîå x ∈ [0.4L, 0.6L] ñ óñðåäíå-íèåì ïî òîëùèíå. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îòìå÷åíî øòðèõîâûìè ëè-íèÿìè�èñ. 12.54Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû äâóõ êóáè÷åñêèõ êðè-ñòàëëèòîâ ñ ðàçëè÷íûìè ñëó÷àéíûìè îðèåíòàöèÿìè, ïîìåùåííûõ äðóãíà äðóãà. Áàçîâàÿ ïëîñêîñòü îáîèõ êóáîâ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ñ ðàçìå-ðîì Lx×Ly = L×L, L = 12. Âûñîòà îáîèõ êóáîâ Lz/2 = 7, â ðåçóëüòàòåãðàíèöû çåðåí ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòÿõ z = 0 è z = Lz/2. Äâèæåíèå÷åðåç xz-ãðàíèöó ïîäàâëÿåòñÿ, òàê êàê âñå àòîìû íà ðàññòîÿíèÿõ, ìåíü-øèõ 0.75 îò ïëîñêîñòåé y = 0 è y = Ly, çàêðåïëåíû. Ýòî ãàðàíòèðóåò,÷òî ëþáîé ñâåðõòåêó÷èé îòêëèê â íàïðàâëåíèè x áóäåò ðåàëèçîâûâàòü-ñÿ òîëüêî áëàãîäàðÿ ñâåðõòåêó÷åñòè äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàíèö çåðíà.Äîïîëíèòåëüíûå ãðàíèöû çåðåí ïîÿâëÿþòñÿ èç-çà ïåðèîäè÷åñêèõ ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé äëÿ êàæäîãî êðèñòàëëèòà ïðè x = 0 è x = Lx, íî îíèíå âëèÿþò íà ñâåðõòåêó÷èé îòêëèê â íàïðàâëåíèè x�èñ. 12.55Ôàçîâî-êîãåðåíòíûå ñâîéñòâà (êàðòà winding numbers) ãðàíèö çåðíàâ ñèñòåìå 4He, ïîêàçàííîé íà �èñ. 12.54. Âåðõíèé ðèñóíîê: ïðîåêöèÿ íàïëîñêîñòü xy äàííûõ äëÿ âåðõíåé ïîëîâèíû ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé îäíóèç äâóõ ãðàíèö çåðíà. Íèæíèé ðèñóíîê (ñäâèæêà ïî îñè z): ïðîåêöèÿäàííûõ íà ïëîñêîñòü xz�èñ. 12.56Áàçîâàÿ ïëîñêîñòü èçîëèðóþùåé ìåæçåðåííîé ãðàíèöû ìåæäó äâó-ìÿ êðèñòàëëèòàìè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîâîðîòîì âîêðóã îñè,ïåðïåíäèêóëÿðíîé áàçîâîé ïëîñêîñòè. Âíå îáâåäåííîãî ïðÿìîóãîëüíèêàïîêàçàíî ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñèñòåìû. Äàæå äëÿ ýòîãî íåáîëü-øîãî ðàçìåðà ñèñòåìû ÿñíî, ÷òî ãðàíèöà çåðíà íå ñâåðõòåòåêó÷à. Óìåíü-



934 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿøåíèå óãëà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ êðèñòàëëèòàìè óñèëèâàåò èçîëèðóþùèéõàðàêòåð. Òàê êàê ãðàíèöà çåðíà ÿâëÿåòñÿ èçîëÿòîðîì, è ìîæåò áûòüðàññìîòðåíà êàê ðàçðåæåííàÿ ñòåíêà êðàåâûõ äèñëîêàöèé, ìîæíî çà-êëþ÷èòü, ÷òî êðàåâûå äèñëîêàöèè âäîëü îñè c òàêæå ÿâëÿþòñÿ èçîëÿòî-ðàìè�èñ. 12.57Ýêñòðàïîëÿöèÿ âàêàíñèîííîé (△V ) è ìåæäîóçåëüíîé (△I) ýíåðãåòè-÷åñêèõ ùåëåé ïîêàçûâàåò, ÷òî ïëîòíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàêðûòèþùåëè, åñòü ïëîòíîñòü æèäêîé �àçû. Äàííûå, îòìå÷åííûå òî÷êàìè ��óíêöèÿ ïëîòíîñòè äëÿ èäåàëüíîé ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè � âçÿòû èç[244℄. µV è µI îáîçíà÷àþò ïîðîãîâûé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë äëÿ äîïèðî-âàíèÿ ñèñòåìû âàêàíñèÿìè è ìåæäîóçëèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî�èñ. 12.58Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âàêàíñèè â íèçøåé çîíå âäîëü ãëàâ-íûõ êðèñòàëëîãðà�è÷åñêèõ íàïðàâëåíèé ðåøåòêè pz è px äëÿ ñèñòåìû
12×12×12 ÷àñòèö ïðè ïëîòíîñòè n = 0.0292�A−3 è òåìïåðàòóðå T = 0.2Ê.Äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè ñ äâóìÿ àòîìàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêåèìåþòñÿ äâå àìïëèòóäû ïåðåñêîêà, îäíà â áàçîâîé ïëîñêîñòè (t⊥) è äðó-ãàÿ (tz) âäîëü íàïðàâëåíèÿ �A. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ìåòîä ÌîíòåÊàðëî âû÷èñëÿåò òîëüêî ñàìóþ íèçêîýíåðãåòè÷íóþ âåòâü äèñïåðñèîííî-ãî ñîîòíîøåíèÿ�èñ. 12.59Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ äâóõ âàêàíñèé íà ðàññòîÿíèè r äðóã îòäðóãà. Íà÷àëüíûé ñïàä �èòèðîâàí ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèåé ν(r) ∝ exp

(
−2

√
m∗Ebr

)ñ Eb = 1.4 (5)Ê. Ìîäåëèðîâàíèå âûïîëíåíî äëÿ ãåêñàãîíàëüíîãî êðè-ñòàëëà ñ ðåøåòêîé 6 × 6 × 6 è 214 àòîìàìè ïðè ïëîòíîñòè n = 0.0292�A−3 è òåìïåðàòóðå T = 0.5 Ê. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ âåðîÿòíîñòü ν(r)âûõîäèò íà ïëàòî èç-çà êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðíûõ ý��åêòîâ.�èñ. 12.60Íóëåâîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè�èñ. 12.61



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî935Ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè�èñ. 12.62Âòîðîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè�èñ. 12.63Ïåðåõîä èç êîí�èãóðàöèè ñ äâóìÿ óçëàìè â êîí�èãóðàöèþ ñ òðåìÿóçëàìè�èñ. 12.64Ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö áåç ó÷åòà òîæäåñòâåííîñòè�èñ. 12.65Ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ ÷àñòèö ñ ó÷åòîì òîæäåñòâåííîñòè. Â ñèñòåìå ìî-ãóò ïîÿâëÿòüñÿ ñâÿçè ìåæäó êîëüöàìè�èñ. 12.66Ïðîöåäóðû k ± 1 è k ± 2�èñ. 12.67Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çíàêà îò òåìïåðàòóðû èç [86℄ äëÿ äâóìåðíîéìîäåëè Õàááàðäà 2×2 ñ òðåìÿ ýëåêòðîíàìè â ñèñòåìå. Ïàðàìåòðû ìîäå-ëè U = 4; t = 1. Ñïëîøíûìè ñèìâîëàìè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-íûå ïðè ïîìîùè ìåòîäà CT-QMC; îòêðûòûìè � ïðè ïîìîùè êâàíòîâîãîàëãîðèòìà ÌÊ èç ðàáîòû [95℄. Ìåòîä CT-QMC ñòàíîâèòñÿ áîëåå ý��åê-òèâíûì ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû�èñ. 12.68Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè �óíêöèè �ðèíà èç [86℄ äëÿ äâóìåð-íîé ìîäåëè Õàááàðäà 2 × 2 ñ òðåìÿ ýëåêòðîíàìè â ñèñòåìå (êðóãè). Ïà-ðàìåòðû ìîäåëè U = 4; t = 1; β = 14. Ëèíèÿìè îáîçíà÷åíî ðåøåíèå,ïîëó÷åííîå ìåòîäîì òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè�èñ. 12.69Âîññòàíîâëåííàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ ìîäåëè Õàááàðäà íà ðå-øåòêå Áåòå èç [208℄ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Òî÷êàìè ïîêàçàí ðåçóëüòàò, ïî-ëó÷åííûé ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèè�èñ. 12.70Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè è ïëîòíîñòè ÷àñòèö îò ñòåïåíè ðåäóöèðîâàíèÿ



936 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿìíèìîãî âðåìåíè äëÿ ìîäåëè Õàááàðäà äëÿ L = 4. Òî÷êè ïðåäñòàâëÿþòäàííûå Ìîíòå-Êàðëî; ñïëîøíûå ëèíèè � òî÷íûå ðåçóëüòàòû äèàãîíàëè-çàöèè äëÿ 10 ÷àñòèö (ñîãëàñíî [248℄)�èñ. 12.71Çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îò ðàäèóñà ðåäóöèðîâàíèÿ äëÿìîäåëè Õàááàðäà äëÿ L = 100�èñ. 12.72Îòíîøåíèå îïðåäåëèòåëåé R(l)
p êàê �óíêöèÿ l äëÿ ñëó÷àéíî îòîáðàí-íûõ ÌÊ-êîí�èãóðàöèé äëÿ ñèñòåìû ñ L = 100�èñ. 12.73

0-�îíîííàÿ äèàãðàììà�èñ. 12.74
2-�îíîííàÿ äèàãðàììà. Â äèàãðàììàõ N -�îíîííûõ �óíêöèé �ðèíà�îíîííûå ëèíèè, êîòîðûå íå ñâÿçàíû ñ êîíöàìè ïðîïàãàòîðà êâàçè÷à-ñòèöû (ýòè ïðîïàãàòîðû âîçíèêàþò âñëåäñòâèå �îíîííûõ îïåðàòîðîâ âîïðåäåëåíèè (12.180) �óíêöèè GN) âñåãäà ïîÿâëÿþòñÿ ïàðàìè (ìåòêè Aè B), îáå ëèíèè â ïàðå èìåþò îäèí è òîò æå èìïóëüñ�èñ. 12.75Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñòàíäàðòíûì è êðóãîâûì ïðåäñòàâëåíèåì äèà-ãðàìì�èñ. 12.76Äíî ïîëÿðîííîé çîíû E0 êàê �óíêöèÿ α. Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêèçíà÷èòåëüíî ìåíüøå ðàçìåðà òî÷åê�èñ. 12.77Ý��åêòèâíàÿ ìàññà êàê �óíêöèÿ êîíñòàíòû ñâÿçè. �åçóëüòàòû ÄÌÊ(êðóæêè, èíòåðïîëèðîâàííûå ñïëîøíîé ëèíèåé; ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêèóêàçàíû, íî äëÿ α < 9 îíè ìåíüøå ðàçìåðà òî÷êè è ìåíüøå, ÷åì 10−3m∗äëÿ α < 6) ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðèè âîçìóùåíèé è ñèëü-íîé ñâÿçè (øòðèõîâûå ëèíèè), ïðèáëèæåíèåì Ôåéíìàíà (êâàäðàòû) èðåçóëüòàòàìè âàðèàöèîííîãî àíàëèçà Ôåðàí÷óêà ñ ñîàâòîðàìè (ðîìáû)�èñ. 12.78



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî937Ýëåêòðîííûé Z(0)
0 -�àêòîð îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êàê �óíêöèÿ êîíñòàí-òû âçàèìîäåéñòâèÿ: ñïëîøíûå êðóæêè � äàííûå ÄÌÊ (âñëåäñòâèå èñ-ïîëüçîâàíèÿ óëó÷øåííîãî ýñòèìàòîðà Z(0)

0 ïîëó÷åí ñ òî÷íîñòüþ, ïðåâû-øàþùåé 10−4 â àáñîëþòíûõ åäèíèöàõ); ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ðåçóëüòàò òåî-ðèè âîçìóùåíèé (12.214)�èñ. 12.79Ïàðöèàëüíûå âêëàäû N-�îíîííûõ ñîñòîÿíèé â îñíîâíîå ñîñòîÿíèåïîëÿðîíà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé α. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü, åñëèÿâíî íå ïîêàçàíà, � ìåíüøå ðàçìåðà òî÷êè�èñ. 12.80Ñðåäíåå ÷èñëî �îíîíîâ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïîëÿðîíà êàê �óíêöèÿ
α. Ñïëîøíûå êðóæêè � äàííûå ÄÌÊ (îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü âûøå
10−3); øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � ðåçóëüòàò òåîðèè âîçìóùåíèé (12.214); ñïëîø-íàÿ ëèíèÿ � ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîäãîíêà äëÿ ðåæèìà ñèëüíîé ñâÿçè�èñ. 12.81Ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ (ñïëîøíûå ëèíèè) è ðåçóëüòàòîâòåîðèè âîçìóùåíèé (øòðèõîâûå ëèíèè) äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìî-äåëè Ôðåëèõà äëÿ α = 0.05 (âåðõíÿÿ ÷àñòü) è êîðîòêîäåéñòâóþùåãî âçà-èìîäåéñòâèÿ ïðè α = 0.05 è κ = 1 (íèæíÿÿ ÷àñòü)�èñ. 12.82Äèàãðàììû Ôåéíìàíà. Ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò �îíîííûìïðîïàãàòîðàì D−→q (τ ′ − τ ′′) = exp

[
−ω−→q (τ ′ − τ ′′)

] . (a): òèïè÷íàÿ äèà-ãðàììà äëÿ çàäà÷è (12.225). Øòðèõîâûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çàòðàâî÷-íûì ïðîïàãàòîðàì êâàçè÷àñòèö G
(0)
−→
k

(τ ′ − τ ′′) = exp
[
−ǫ(−→k ) (τ ′ − τ ′′)

] .(b): òèïû âåðøèí, â êîòîðûõ ðîæäàþòñÿ �îíîíû, äëÿ çàäà÷è (12.226)� (12.228). Òîëñòûå è òîíêèå øòðèõîâûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çàòðàâî÷-íûì ïðîïàãàòîðàì êâàçè÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé G(0)

i,
−→
k

(τ ′′ − τ ′) = exp
[
−ǫi(

−→
k ) (τ ′′ − τ ′)

]ñ �öâåòàìè� i= 1 è i= 2. (): ïðèìåð îáíîâëåíèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ�èñ. 12.83Òèïè÷íàÿ äèàãðàììà, äàþùàÿ âêëàä â ðàçëîæåíèå G−→k −→k′−→p (τ) â ñëó÷à-ÿõ, êîãäà âçàèìîäåéñòâèå ñ �îíîíàìè: a) îòñóòñòâóåò; b) èìååòñÿ. Øòðè-



938 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿõîâûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò çàòðàâî÷íûì �óíêöèÿì �ðèíà ýëåêòðîíà èäûðêè, à ïóíêòèðíûå ëèíèè îáîçíà÷àþò êóëîíîâñêèå âåðøèíû�èñ. 12.84Òèïè÷íàÿ äèàãðàììà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ïîëÿðîíà. Ñïëîø-íàÿ (ïóíêòèðíàÿ) ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðîïàãàòîðó ñâîáîäíîé ÷àñòèöû(�îíîííîìó ïðîïàãàòîðó). Â îáùåì ñëó÷àå â ðàçëîæåíèè ñòàòèñòè÷åñêîéñóììû ïðèñóòñòâóþò ïðîïàãàòîðû ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, êîòîðûå ñîïðîâîæ-äàþòñÿ íåñêîëüêèìè �îíîííûìè ïðîïàãàòîðàìè�èñ. 12.85Íèçêîýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ïåðåíîðìèðîâàííîãî ñïåêòðà êîððåëÿòî-ðà �èìïóëüñ-èìïóëüñ� äëÿ ïîëÿðîíà Õîëñòåéíà (êðóæêè) â ñðàâíåíèè ñðåçóëüòàòîì òåîðèè âîçìóùåíèé (ëèíèè). Âûñîêîýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòüèçîáðàæåíà íà âðåçêå. Çíà÷åíèå ∑
δ=x,y,z

〈−→
k δ(τ = 0)

−→
k δ(0)

〉 íîðìèðîâàíîíà åäèíèöó�èñ. 12.86Ñðàâíåíèå ìåæäó ðàññ÷èòàííûì â òåõíèêå ÄÌÊ êîððåëÿòîðà �òîê-òîê� (êðóæêè) è ðåçóëüòàòû òåîðèè âîçìóùåíèé (ëèíèè) äëÿ ìîäåëèÔðåëèõà. Ñòðåëêàìè îáîçíà÷åíû ïîëîæåíèÿ àíîìàëèé, êîòîðûå íàáëþ-äàëèñü â �óíêöèè Ëåìàíà�èñ. 12.87Îïòè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ïîëÿðîíà Ôðåëèõà â ðåæèìå ñëàáîé ñâÿçè,ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ÄÌÊ (îòêðûòûå êðóæêè) â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòà-òîì òåîðèè âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (ïóíêòèð), è ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-òîâ ìåòîäîì ÄÑ� [280℄ (ñïëîøíûå ëèíèè)�èñ. 12.88Îïòè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü â ðåæèìå ïðîìåæóòî÷íîé ñâÿçè (îòêðû-òûå êðóæêè) â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïîäõîäà ÄÑ� (ñïëîøíûå ëè-íèè). Ñòðåëêè óêàçûâàþò íà àíîìàëèè â ñïåêòðå ïîãëîùåíèÿ, êîòîðûåâîçíèêàþò íà äâóõ- è òðåõ�îíîííûõ ïîðîãàõ�èñ. 12.89Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñðåäíåå ÷èñëî �îíîíîâ è ý��åêòèâíàÿ



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî939ìàññà êàê �óíêöèè êîíñòàíòû ñâÿçè α (ñîåäèíåííûå ñïëîøíîé ëèíèåéòî÷êè). Îòíîñèòåëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ìåíüøå 10−3 è 10−2 äëÿýíåðãèè è 〈N〉, ñîîòâåòñòâåííî. Îòíîñèòåëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêèäëÿ ý��åêòèâíîé ìàññû ïîðÿäêà 10−2 äëÿ α < 18.5 è îêîëî 5 × 10−2äëÿ áîëüøèõ êîíñòàíò ñâÿçè. Øòðèõîâûå ëèíèè ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòûòåîðèè âîçìóùåíèé, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó ñèëüíîéñâÿçè�èñ. 12.90Ïàðöèàëüíûå âåñà n-�îíîííûõ ñîñòîÿíèé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ-ðîíà (−→k = 0) ïðè α = 18 (êðóæêè), α = 18.35 (êâàäðàòû) è α = 19(ðîìáû). Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ïîðÿäêà 3 × 10−3 è ìåíüøå ðàçìåðîâñèìâîëîâ�èñ. 12.91Òèïè÷íàÿ äèàãðàììà, âíîñÿùàÿ âêëàä â ðàçëîæåíèå G−→k −→k ′−→p (τ)�èñ. 12.92Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ñâÿçè ýêñèòîíà îò øèðèíû çîí Ec = Ev. Ñòà-òèñòè÷åñêèå îøèáêè â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ ìåíüøå, ÷åì 5 × 10−3.Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ Âàíüå. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ� êóáè÷åñêèé ñïëàéí, ïðîèçâîäíûå êîòîðîãî �èêñèðîâàíû íà ïðàâîì èëåâîì êîíöå ïðåäåëîì Âàíüå è òåîðèè âîçìóùåíèé, ñîîòâåòñòâåííî. Âðåç-êà: íà÷àëüíàÿ ÷àñòü ãðà�èêà�èñ. 12.93Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè çàðÿäà ∣∣∣ξ−→p −→k (g.s.)
∣∣∣
2

k2 îò èìïóëüñà Ec = Ev =

60 (a) è Ec = Ev = 10 (b). Ñïëîøíûå ëèíèè � ðåçóëüòàò ìîäåëè Âàíüå.Ñòàòèñòè÷åñêèå îøèáêè ïîðÿäêà 10−4�èñ. 12.94Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ âíóòðåííåãî äâèæåíèÿ â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå:ðåæèì Âàíüå Ec = Ev = 60 (a); ðåæèì ïðîìåæóòî÷íîãî ðàäèóñà Ec =

Ev = 10 (b); ðåæèì Ôðåíêåëÿ Ec = Ev = 0.4 (). Õîòÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿâ ðåæèìå Âàíüå ïî÷òè ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íà, ñèììåòðèÿ â ïðîìå-æóòî÷íîì ðåæèìå è ðåæèìå Ôðåíêåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåòêîé, ïîýòî-



940 ×àñòü 6. Ïðèëîæåíèÿìó â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííîé àáñöèññîé ÿâëÿåòñÿ íîìåð êîîðäèíàöèîí-íîé ñ�åðû. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ïàíåëè (a) � ðåçóëüòàò ìîäåëè Âàíüå,íà îñòàëüíûõ ïàíåëÿõ � ïðîñòî äëÿ ñîåäèíåíèÿ òî÷åê. Ñòàòèñòè÷åñêèåîøèáêè ïîðÿäêà 10−4�èñ. 12.95Òèïè÷íàÿ äèàãðàììà, âíîñÿùàÿ âêëàä â �óíêöèþ �ðèíà: ñïëîøíûå(øòðèõîâûå) àðêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �îíîííûå (ìàãíîííûå) ïðîïàãà-òîðû�èñ. 12.96Ôóíêöèÿ Ëåìàíà äûðêè ïðè J/t = 0.3: g = 0 (a); íèçêî÷àñòîòíàÿ÷àñòü äëÿ g= 0.1445 (γ= 0.34) (b); g= 0.2 (γ= 0.2) (); g= 0.231125 (γ= 0.43)(d)�èñ. 12.97Óðàâíåíèå Äàéñîíà äëÿ îäíî÷àñòè÷íîé �óíêöèè �ðèíà�èñ. 12.98Îïðåäåëåíèå �óíêöèé Q è K̃ â äâóõ÷àñòè÷íîì êàíàëå�èñ. 12.99Ñòðóêòóðíûå ëèíèè öèêëè÷åñêèõ äèàãðàìì�èñ. 12.100Ñîåäèíåíèå ¾âïåðåä¿. Äóãà ñîîòâåòñòâóåò −G↑(τ = τc + τd + τe)�èñ. 12.101Ñîåäèíåíèå ¾íàçàä¿. Ïàðà êîíöîâ Γ ñîåäèíåíà òàê æå, êàê è íà �èñ. 12.100,íî â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè; äóãà ñîîòâåòñòâóåò −G↑(τ = −τf −
τa − τb)�èñ. 12.102Äèàãðàììà ñ äâóìÿ worms J è M�èñ. 12.103¾Íîðìèðóþùàÿ¿ äèàãðàììà. Ýòî ïðîñòåéøàÿ äèàãðàììà ñ worm; ååâåñ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ G

(0)
↓ (τa) è Γ(τb)�èñ. 12.104ÄèàãðàììàGΣ, äàþùàÿ âêëàä â ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ ïîëÿðîíà. Äèà-



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî941ãðàììà �àêòîðèçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå G(0)
↓ è Σ(τ = τb + τc + τd + τe + τf )�èñ. 12.105Äèàãðàììà ΓK̃, äàþùàÿ âêëàä â ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ ìîëåêóëû.Äèàãðàììà �àêòîðèçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå Γ(τb) è K̃(τ = τc + τd + τe).Âåðòèêàëüíûå øòðèõîâûå ëèíèè ðàçðåçàþò (äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè)îäíó è òó æå ëèíèþ Γ(τb)�èñ. 12.106Äèàãðàììíîå óðàâíåíèå äëÿ T -ìàòðèöû Γ(τ,−→p ). Äóãà ïðåäñòàâëÿåòñîáîé âàêóóìíûé ïðîïàãàòîð ñî ñïèíîì ââåðõ ñ îãðàíè÷åíèåì q < kF íàèìïóëüñ. Óðàâíåíèå îïèñûâàåò êîððåêòèðîâêó âàêóóìíîãî ðåçóëüòàòà Γ0ïóòåì âû÷èòàíèÿ âêëàäîâ îò �åðìèîíîâ ñî ñïèíîì ââåðõ è èìïóëüñàìè

q < kF�èñ. 12.107Ýíåðãèÿ ìîëåêóëû (ïðè kFa = 1) êàê �óíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿä-êà äèàãðàììû N∗ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ: Cesàro (îòêðû-òûå êâàäðàòû); Riesz δ = 2 (ñïëîøíûå êðóãè, àïïðîêñèìèðîâàííûå ïàðà-áîëîé y = −2.6164 + 0.28013x+ 0.01638x2); Riesz δ = 4 (îòêðûòûå êðóãè,àïïðîêñèìèðîâàííûå ïàðàáîëîé y = −2.6190+0.61635x−0.3515x2); óðàâ-íåíèå (12.316) (çâåçäî÷êè, àïïðîêñèìèðîâàííûå ãîðèçîíòàëüíîé øòðèõî-âîé ëèíèåé)�èñ. 12.108Ýíåðãèÿ ïîëÿðîíà â òî÷êå a−1 = 0 êàê �óíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïî-ðÿäêà äèàãðàììû N∗. Çàâèñèìîñòü ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì (12.316).Äàííûå àïïðîêñèìèðîâàíû ëèíåéíîé è ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèÿìèäëÿ îöåíêè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê, âîçíèêàþùèõ ïðè ïðîöåäóðå ýêñ-òðàïîëÿöèè�èñ. 12.109Ýíåðãèè ïîëÿðîíà (ñïëîøíûå êðóãè) è ìîëåêóëû (òðåóãîëüíèêè) âåäèíèöàõ εF êàê �óíêöèè kFa. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà íèæíåé ïàíåëè ñî-îòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ (12.317)�èñ. 12.110



942 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÝ��åêòèâíàÿ ìàññà ïîëÿðîíà (êðóãè) è ìîëåêóëû (òðåóãîëüíèêè)êàê �óíêöèè kFa. Âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ (kFa)c =

1.11. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò âêëàäó ïåðâîé äèàãðàììû�èñ. 12.111Êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî {C}�èñ. 12.112¾Ýëåìåíòàðíûå ïåòëè¿, èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû âñå ïåòëèäëÿ îäíîìåðíîé ðåøåòêè: a � äëÿ îòêðûòûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé; b � äëÿïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé�èñ. 12.113Ìàãíèòíûé ñòðóêòóðíûé �àêòîð èç [187℄ äëÿ ñèñòåì S = 1/2, N = 10(ñïëîøíûå êðóãè); S = 1, N = 8 (îòêðûòûå êðóãè); S = 3/2, N = 6(êâàäðàòû). Ëèíèÿìè ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷íîå ðåøåíèå�èñ. 12.114Ýíåðãèÿ ãåéçåíáåðãîâñêîãî àíòè�åððîìàãíåòèêà â çàâèñèìîñòè îò òåì-ïåðàòóðû (äàííûå èç [187℄). N = 64, S = 1 (ñïëîøíûå êðóãè); N = 64,
S = 3/2 (îòêðûòûå êðóãè)�èñ. 12.115Âîñïðèèì÷èâîñòü ãåéçåíáåðãîâñêîãî àíòè�åððîìàãíåòèêà äëÿ ðàçëè÷-íûõ òåìïåðàòóð (äàííûå èç [187℄). N = 64, S = 1 (îòêðûòûå êðóãè);
N = 64, S = 3/2 (ñïëîøíûå êðóãè)�èñ. 12.116Íàìàãíè÷åííîñòü äâóìåðíîãî �åððîìàãíåòèêà ñ S = 1/2 äëÿ ðàçëè÷-íûõ çíà÷åíèé âíåøíåãî ïîëÿ îò 0 äî 1 â åäèíèöàõ J (äàííûå èç [209℄).Ñèñòåìà 32 × 32�èñ. 12.117Êîððåëÿòîð ¾òîê-òîê¿ äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè �åéçåíáåðãà â çàâèñè-ìîñòè îò ðàçìåðà ñèñòåìû. Äàííûå èç [210℄�èñ. 12.118Øåñòü ðàçëè÷íûõ âåðøèí, îòâå÷àþùèõ ìàòðè÷íûì ýëåìåíòàì (12.397)�èñ. 12.119



Ï.8. Ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé äëÿ äèàãðàììíîãî ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî943Âîçìîæíûå �àçîâûå êîí�èãóðàöèè�èñ. 12.120Âñå âîçìîæíûå ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîñòîÿíèé â âåðøèíàõ. Âõîä íàõîäèò-ñÿ â ëåâîì íèæíåì õâîñòå. Ñâåðõó ïîêàçàíî èñõîäíîå ñîñòîÿíèå, ñíèçó� êîíå÷íîå. Êðåñòàìè ïîêàçàíû çàïðåùåííûå ïåðåõîäû. a � ïðîöåäóðàboune; b � ontinue-straight ;  � swith-and-reverse; d � swith-and-ontinue�èñ. 12.121Äâà ðàçíûõ ñïîñîáà �îðìèðîâàíèÿ ïåòåëü ñ îäèíàêîâîé êîíå÷íîéêîí�èãóðàöèåé�èñ. 12.122Äâà ñïîñîáà �îðìèðîâàíèÿ âèðòóàëüíûõ ñîñòîÿíèé ïðè êîíñòðóèðî-âàíèè ïåòåëü�èñ. 12.123Ïðîöåññ reverse�èñ. 12.124Ïîëîâèíà âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåõîäîâ ïðè îáíîâëåíèè êîí�èãóðàöèé.Îñòàâøèåñÿ ïåðåõîäû ïîëó÷àþòñÿ èç ïîêàçàííûõ çàìåíîé âñåõ ñïèíîâíà îáðàòíûå�èñ. 12.125Àëãîðèòìè÷åñêàÿ �àçîâàÿ äèàãðàììà. Ïîêàçàíû îáëàñòè, ãäå âåñàðàçëè÷íûõ ïðîöåäóð boune ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè�èñ. 12.126Çíà÷åíèÿ àâòîêîððåëÿöèîííûõ âðåìåí â çàâèñèìîñòè îò ñèëû âíåø-íåãî ïîëÿ äëÿ ãåéçåíáåðãîâñêîé öåïî÷êè ñ N = 64 è β = 16. Ïîêàçàíûðåçóëüòàòû ÌÊ-ñèìóëÿöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèé A è B�èñ. 12.127Íàìàãíè÷åííîñòü ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò âíåøíåãî ïîëÿ äëÿ äâó-ìåðíîé ìîäåëè �åéçåíáåðãà. L = 64. Äàííûå èç [109℄�èñ. 12.128�ðà�èê òåïëîåìêîñòè êàê �óíêöèÿ òåìïåðàòóðû äëÿ äâóìåðíîé ñè-ñòåìû 16×16, îïèñûâàåìîé ìîäåëüþ Èçèíãà â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ.



944 ×àñòü 6. ÏðèëîæåíèÿÏóíêòèðíîé ëèíèåé îòìå÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå èç [213℄; ñïëîøíîé ëèíè-åé � ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû ïåðåâçâåøèâàíèÿ êåäèíñòâåííîìó ðàñ÷åòó ïðè T = Tc (ïîêàçàíî âåðòèêàëüíîé ëèíèåé)�èñ. Ï.4.1Ñëó÷àé (τk+1 − τk) = △τl, l > 1�èñ. Ï.6.1Ìàññèâû èìåí äëÿ îïåðàòèâíîãî îáðàùåíèÿ ê ó÷àñòêàì �àçîâîãî ïðî-ñòðàíñòâà�èñ. Ï.6.2Áëîê-ñõåìà àëãîðèòìà ðàáîòû ñî ñïèñêàìè èìåí
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